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PRÉFACE 



L'ouvrage que nous publions est le développement des leçons et des exercices gra- 
phiques donnés par nous, pendant plus de dix années, aux élèves de mathématiques 
spéciales (l"" section) du collège Chaptal. 

Constamment préoccupé d'introduire dans cet enseignement les perfectionnements 
modernes des études géométriques, nous avons, indépendamment de notre travail per- 
sonnel, dû puiser à diverses sources une large part des procédés exposés dans nos leçons. 
A ce point de vue, nos fonctions à l'école Centrale comme répétiteur et chef de travaux 
du cours de géométrie descriptive, professé avec tant de talent par M. Eugène Rouché, 
depuis 1867, nous ont été surtout utiles. Elles ont été pour nous une source féconde 
d'indications et de rapprochements, et nous saisissons avec joie cette occasion d'exprimer 
à M. Eugène Rouché tous nos sentiments de gratitude. 

Pour être fructueuse l'étude de la géométrie descriptive, plus que toute autre, exige 
que la théorie soit immédiatement suivie d'applications nombreuses. Nous croyons donc 
être utiles aux élèves en donnant, après chacune des théories importantes, des exercices 
qui s'y rapportent. Ces exercices sont presque tous résolus afin que, après avoir épuise 
ses ressources personnelles, le lecteur puisse vérifier et compléter le résultat de ses 
recherches. 11 devra alors, non pas lire le texte, mais s'habituer à lire l'épure et à ne 
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recourir au texle qu'après avoir terminé cette lecture, qui constitue le plus puissant 

moyen d'acquérir en géométrie descriptive de sérieuses connaissances. 

En terminant, nous adressons tous nos remerciements à M. Hellé qui a bien voulu se 

-charger d'exécuter, non seulement la gravure des planches, mais qui en a aussi fait Ions 

îles dessins avec une rare habileté. 



Paris, 20 septembre iSii, 
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CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

1. But de la géométrie descriptive. — Le dessin ordinaire donne une image qui, sans aucune étude 
préalable, indique à tout spectateur la forme des objets figurés; il faut, pour atteindre ce but, que 
l'artiste altère dans des proportions variables les dimensions des corps représentés. Ces altérations 
ne peuvent convenir ni au géomètre, qui doit exécuter sur un plan les tracés relatifs aux figures de 
l'espace; ni à Tarchitecte, ni à l'ingénieur, pour lesquels le dessin n'offre d'utilité que dès qu'il peut 
fournir les positions relatives, la forme et surtout les dimensions des diverses parties des corps qu'il 
détermine. Afin de lui donner cette exactitude mathématique, on a recours aux méthodes de trans- 
formation des figures indiquées en géométrie ; la transformée plane représentant la figure de l'espace 
peut s'obtenir d'une infinité de manières, mais la plus naturelle est la méthode de projection à 
laquelle l'illustre Mongb donna le nom de géométrie descriptive. 

Les propriétés de la figure représentée et de la figure représentative sont corrélatives, c'est-à-dire 
qu'à toute propriété de l'une des figures correspond une propriété de Tautre, et réciproquement. Ce 
lien permit à Monge d'établir avec une extrême élégance un grand nombre de propriétés géométri- 
ques ; nous donnerons dans la suite de ce Traité, sur cette intéressante question, des développements 
Utiles; mais, pour l'instant, bornons -nous à cet aperçu qui va nous permettre d'indiquer, à côté 
du but principal de la géométrie descriptive, un principe géométrique des plus féconds. 

La géométrie descriptive a donc deux objets : le premier, de donner le moyen de représenter sur 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I. — 1 
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un plan — surface à deux dimensions — les corps qui en ont trois ; le second objet est d'offrir une 
méthode de géométrie rationnelle appelée par M. Ghasles méthode de transmutation des figures. 



DE L'INFINI 

2. Une droite offre un seul point à Tinfini. — En effet, un point sur une droite est dit à Tinfini 
quand sa distance à un quelconque des points de cette ligne est plus grancTe que toute longueur 

imaginable. Gela posé, soient, sur une droite, deux points fixes A, B, et un point mobile M ; toute 

MA 

valeur particulière attribuée au rapport de simple section -^^ détermine la position du point M; 

MB 

mais quand ce point s'éloigne à Tinfini, le rapport de simple section prend une valeur unique 1 ; 
par suite, on doit admettre, afin de donner aux solutions géométriques une plus grande généralité, 
qu'à cette valeur unique du rapport correspond un seul point ; ou, en d'autres termes, que les deux 
extrémités d'une ligne droite sont jointes par un seul point que l'on appelle point à tinfini de cette 
ligne. En outre, on doit également admettre, pour éviter les conséquences absurdes, que les points 
à rinfini n'ont pas, comme les autres points, une grandeur nulle. 

3. Droite à l'infini d'un plan. — Une droite quelconque d'un plan offre un seul point à l'infini; 
par suite, le lieu des points à l'infini d'un plan est coupé par une droite en un point : ce lieu est donc 
une droite. 

4. Plan à l'infini de l'espace. — Le lieu des droites à l'infini de tous les plans de l'espace forme 
une surface, et comme celle-ci n'est coupée par une droite qu'en un seul point, on voit que le lieu 
des points à l'infini de l'espace est un plan. 



DES PROJECTIONS 

5. Projection centrale (fig. 1). — Si un faisceau de droites S. ABC... a ses rayons SA, SB, SC, ..• 
dirigés vers les divers points d'une figure A, B, C, ..., qui peut se réduire à un point, sa section par 
un plan P, que Von appelle plan de projection, donnera une transformée a, i, c, ... de la figure de 
l'espace, nommée par Poncelet la projection centrale de la figure A, B, C, ..., sur le plan P; dans ce 
système, le faisceau S. ABC. ... constitue le faisceau projetant; les rayons AS^ SB, SG, ... sont 
les projetantes; le sommet S du faisceau est le centre de projection. 

6. Perspective régulière (fig. i). — La projection centrale prend également le nom de perspective 
régulière de la figure projetée; l'œil du spectateur est alors au centre de projection S; les proje- 
tantes donnent dans ce cas les rayons vismels^ et le plan P reçoit le nom de tableau. 

7« Ombre au flambeaa (fig. 1). — Enfin on peut encore considérer la projection centrale comme 
l'ombre, au flambeau sur le plan P de la figure donnée A, B, C, ...; dans cette liypotiièse, le sommet 
du faisceau S devient le point lumineux ou flambeau, et les projetantes constituent les rayons 
lumineux. 
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8. Projection conique. *- On entend par surface cùMgve celle qui est engendrée par une droite 
assujettie à passer par un point fixe S appelé sommeil en 8'^>puyant sur une ligne également fixe AB 
nommée directrice (Jig.Oi). 




PlO. «i« 

Cette définition justifie la dénomination de projection conique que Ton donne à la projection 
centrale. 

9. Projection cylindrique. — On entend par surface cylindrique celle qui est engendrée par 
une droite qui se déplace parallèlement à une droite donnée D, en s'appuyant sur une courbe 
fixe AB (fig. a,). 




Fio. oi. 



D'après cette définition, la projection conique^ quand le centre de projection S^ {fig. 2) est à 
infini dans une direction donnée D» se change en projection cylindrique. 

10. Projection oblique {fig. 2). — On appelle projection oblique, perspective cavalière ou ombre 
au soleil^ toute projection cylindrique faite dans une direction D, non perpendiculaire au plan de 
projection P. 

11. Projection orthogonale (fig. 3). — Lorsqu^les projetantes sont toutes perpendiculaires au plan 
de projection, on dit que la projection est orthogonale. 

RcvABOUB. — De la projection centrale découlent diverses projections que nous venons de définir ; 
conséquemment, toute propriété projective établie pour la première sera applicable aux autres. 

12. Théorème. — La projection d'unie droite sur un plan est une droite. — En effett les projetantes des 
divers points de la droite considérée forment un plan qui, par sa rencontre avec le plan de projection, 
détermine une droite donnant la projection de la première ; donc en général la projection d'une droite 
sur un plan est une autre droite. 
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Ce théorème tombe en défaut lorsque la droite de l'espace contient le centre de projection ; car, 
dans ce cas, les projetantes coïncident toutes avec la droite projetée^ et, par suite, la projection se 
réduit à un seul point. 

13. Théorème. — Les projections sur un plan de droites parallèles donnent im faisceau {fig. 4). -— Soient 
A, B, G, ... des droites parallèles et S leur centre de projection. La parallèle S£ aux droites A, B,G, ... 
perce le plan de projection au point £; comme ce point est la projection commune des points 
à l'infini a^, 6^, c„, ... sur les droites données, on voit qu'il est également le sommet d'im 
faisceau l.ajSy ... dont les rayons sont les projections des parallèles considérées. Dans le cas de pro- 
jections cylindriques obliques ou orthogonales, la droite S£ aura deux points distincts à l'innni : 
Tuu dans la direction des droites projetées, l'autre dans la direction des projetantes ; cette droite sera 
donc sur le plan à l'infini de l'espace (§ 4) ; par suite, le point £ sera également à l'infini ; les projections 
obliques ou orthogonales de droites parallèles sont donc parallèles. 



DÉTERMINATION DU POINT 

14. Un point n^ est pas déterminé par une de ses projections sur un plan (fig. 5). — Soient S le centre de 
projection et a une projection du point; tous les points Ai, As, A3, ... de la| projetante Sa répondent 
à la question ; le point de l'espace est donc indéterminé. 

Pour détruire cette indétermination, on donne deux projections a, a' du point sur deux plans 
P, Q, qui peuvent d'ailleurs se confondre, et les centrés de projection respectifs S, £ ; le point de 
l'espace se trouve alors à la rencontre A des deux projetantes Sa, £a'. 

PROjfEGTlÔN ORTHOGONALE 

15. On emploie généralement en géométrie descriptive les projections orthogonales sur deux plans 
rectangulaires V,H (fig. 6) ; bien que ceux-ci puissent offrir une direction quelconque, l'un d'eux 
est supposé horizontal et Tautre vertical ; leur intersection qu'on nomme ligne de terre se désigne 
généralement par les lettres x, y. On suppose encore que le spectateur se trouve debout sur le plan 
horizontal, dans l'angle 4, et qu'il regarde le plan vertical ; la lettre x se place alors à sa gauche et 
la lettre y à sa droite. 

La convention que nous venons d'établir au sujet de la position du spectateur montre : 1" que le 
plan horizontal est partagé par la ligne de terre en^ deux parties ; dont l'une, en avant, est la partie 
antérieure^ et l'autre, en arrière, la partie postérieure; ^^ que le plan vertical est aussi divisé en deux 
parties ; dont la première est supérieure et la seconde inférieure. 

Les plans de projection forment entre eux quatre angles dièdres, qui se désignent par les noms de 
leurs faces (Jig. 6). L'angle dièdre 1 est nommé angle antérieur supérieur; Tangle 2, angle postérieur 
supérieur ; l'angle 3, angle postérieur inférieur^ et l'angle 4, angle antérieur inférieur. 

Le langage se simplifie ordinairement en désignant ces quatre dièdres par les chiffres i, 3, 3 et 4. 

16. Le tracé des projections sur deux plans perpendiculaires conduirait à exécuter des constructions 
dans l'espace ; on rabat, pour les éviter, le plan vertical et la figura qu'il contient sur le plan hori- 
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zôntai {Jig. 6) en le faisant tourner, d'avant en arrière, autour de la ligne de terre; la figure ainsi 
formée {fig. 7) est plane, elle porte le nom d'épuré et sert non-seulement à déterminer la figure 
de l'espace, mais encore à exécuter les tracés qui s'y rapportent. 

Pour lire une épure ^ on doit imaginer que le plan vertical est ramené dans sa position natu- 
relle ifig. 8), et concevoir alors la forme de la figure de l'espace obtenue par la rencontre des rayons 
correspondants des deux faisceaux de projetantes issus des centres de projection^ et qui viendraient 
aboutir aux divers points des projections respectives données par l'épure. 

17." On appelle cote d'un point sa distance au plan horizontal de projection; sa distance au plan 
vertical coordonné se nomme l'éloignement du point. 

18. Théorème. •— Dans toute épure : 

1"* Les deux projections d^un point sont situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre^ et réci- 
proquement deux points quelconques d^uneépure^ placés sur tme même perpendiculaire à la ligne de terre 
sont les projections d^un point de V espace ; 

^ LiC^ cote d'un point est égale à la distance de sa projection verticale à la ligne de terre y son éloignement 
est donné par la distance de cette ligne à la projection horizontale du point. 

ÈTn effet : . 

l*" Soient A le point et a, di ses deux projections {fig. 9). 

Le plan aka\ est à la fois perpendiculaire aux deux plans de projection ; ses intersections a'ia, oa 
avec les plans coordonnés Y, H sont, par suite, perpendiculaires à la ligne de terre xy. Si donc le 
plan vertical tourne autour de xy pour se rabattre sur le plan horizontal, la droite a'ia ne cessera pas 
d'être perpendiculaire à xy et viendra en ojj! sur le prolongement de «a ; donc sur l'épure les deux 
projections a, ol du point A se trouvent, après le rabattement du plan vertical, sur une perpendi- 
culaire à la ligne d^ terre. 

En ce qui concerne la réciproque, observons que sur Tépure, d'après l'hypothèse même, les pro- 
jections considérées se trouvent placées sûr une droite perpendiculaire à la ligne de terre ; que 
d'ailleurs cette perpendiculaire, après que l'on aura relevé le plan vertical pour reconstituer la figure 
de l'espace, se brisera sur la ligne de terre suivant deux droites placées dans un plan perpendiculaire 
aux plans coordonnés : d'où Ton conclut que les projetantes relatives aux points donnés sont dans ce 
plan et qu'elles s*y coupent par suite en un point qui n'est autre que celui de l'espace dont les projec- 
tions sont données^. 

2* La figure Aa'iaa est un rectangle, donc Aa=a'ia = a'a et Aa\zzzaa. 

Ces égalités justifient la deuxième partie de théorème à démontrerr 

La droite aa' qui unit les deux projections d'un même point sur l'épure {fig. 10) s'appelle ligné 
de rappel. 

Corollaire. — Pour que deux lignes se coupent dans l'espace , il faut et il Suffit que les points de ren- 
contre de leurs projections de même nom se trouvent sur une même ligne de rappel {fig. H). 

Soient a6, a'b' et crf, dd' les projections de deux lignes. Pour qu'elles se coupent dans l'espace, 
il faut et il sufiit que les points de croisement /*, p de leurs projections de même nom soient les 
projections d'un même point ; ou, d'après le théorème précédent, que f^f se trouvent sur une même 
ligne de rappel. 
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lis. Notation. — On convient de désigner : l"" par des lettres majuscules A, B, G» ... les points de 
la figure de Tespace; 2® par les lettres minuscules correspondantes a,b^ c, ... leurs projections hori- 
zontales; 3« enfin, par les mêmes minuscules affectées d'un accent a\ b', ef^ ••• les projections 
verticales des mêmes points. 

20. Visibilité. — Pour déterminer la visibilité, l'œil de l'observateur est supposé placé à une distance 
infinie du plan sur lequel on projette, sur une perpendiculaire à ce plan, au-dessus du plan horizontal 
ou en avant du plan vertical. Ces hypothèses ont pour but de transformer les projections en per- 
spectives (§ 6, 10 et 11) dont les rayons visuels seront, par suite de la position du spectateur^ 
parallèles aux projetantes correspondantes. On suppose également que les plans de projection ne 
sont pas transparents ; il résulte'de cette dernière convention et de la position donnée au spectateur 
que les figures placées dans l'angle 1 pourront seules être visibles. 

21 . Ponctuation. — Les épures offrent deux sortes de lignes : 1^ les lignes qui représentent les données 
et les résultats ; 2"* les lignes de construction. On y indique la visibilité seulement pour les premières 
que Ton trace en traits noirs continus quand elles sont visibles, et en traits noirs ponctués (......) 

quand elles sont cachées. 

Les lignes de construction se tracent en traits pointillés noirs ( ^), ou en traits 

pleins au carmin. Quand, exceptionnellement, une ligne de construction offre une importance par- 
ticulière, on la trace en trait noir mixte, composé de petits traits séparés par un ou plusieurs points 
ronds (=.*.=.'.=.\=.-.z=:.-.=.-.) ou en trait plein bleu. 
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REPRÉSENTATION DU POINT, DES LIGNES ET DU PLAN 



22. Représentation du point — Pour compléter l'étude relative à la représentation du point par 
la méthode des projections orthogonales, nous allons former le tableau des positions qu'il peut offrir 
par rapport aux plans de projection {fig. 12). 

(a, a') Point dans l'angle 1. 

{à. b') - 2. 

{c, d) — 3. 

(if, dO - 4 

(/, f) Point du plan vertical placé au-dessus du plan horizontal. 

iây 9') — — au-dessous — 
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(Ay V) Point du plan horiiontal en arrière du plan yertical. 

(i, f) — — en avant — 

(J^ f) Point de la ligne de terre. 

(ky kf) Point du plan bissecteur du deuxième dièdre. 

(l, F) — — du quatrième dièdre. 

(m, wf) Si Ton suppose mp=m'ft, la cote du point sera égale à son éloignement ; 

le point appartiendra donc au plan bissecteur du dièdre 1. 

(n, n') Point du plan bissecteur du dièdre 3 (nv=n'v). 

23. Suppression de la ligne de terre {fig. 13). — - Soient m, n,p, ...» m'^ n\ //,...^ les projections 
des points d'une figure quelconque, et xy la ligne de terre \ transportons cette ligne parallèlement à 
elle-même, aune distance ^ de la première, en Xitfi ; après ce déplacement^ les cotes des divers points 
auront diminué ou augmenté de ^, tandis que leurs éloignements auront subi une augmentation 
ou une diminution de la même quantité. Pour interpréter ce résultat, il sufBt d'imaginer que Ton a, 
pour former la nouvelle figure, élevé ou abaissé le plan horizontal de 8 tout en reculant ou en 
avançant le plan vertical encore de cette même quantité. Gomme dans un grand nombre d'épurés les 
positions relatives des points interviennent seules, et que, par suite, leurs positions par rapport aux 
plans de projection ne présentent aucun intérêt, on peut fréquemment supprimer la ligne de terre, en 
remarquant, toutefois, que la direction de cette ligne, qu'il est toujours utile de connaître, sera 
déterminée, après la suppression, par les lignes de rappel qui se trouvent naturellement dans 
toute épure. 

Remarque. — On voit facilement que le déplacement de la ligne de terre parallèlement à elle-même, 
tout en changeant les plans coordonnés, conserve au plan bissecteur du. deuxième et du quatrième 
dièdre une position fixe. 



REPRÉSENTATION DES LIGNES 

24w Représeniation des lignes. — On représente une ligne par ses deux projections; examinons 
les particularités qu'elles peuvent oifrir. 

On appelle plan de front un plan parallèle au plan vertical de projection ; une figure placée dans 
un tel plan se nomme figure de front ; on dit : une droite de fronts un cercle de front ^ un polygone de 
front. Une ligne placée dans un plan parallèle au plan horizontal se nomme une horizontale ou une 
ligne de niveau. 

Un plan perpendiculaire à la ligne de terre reçoit le nom de plan de profil ; iouie figure d'un tel 
pian se nomme figure de profil ; nous dirons, par exemple : droite de profil, cercle de'profil, polygone 
de profil. 

25. Théorème. — La projection orthogonale ou oblique d'une ligne $e fait en vraie grandeur ^ quand la 
ligne est dans un plan parallèle au plan de projection. 

En effet, la ligne et sa projection sont, dans ce cas, les sections du cylindre projetant par deux 
plans parallèles, et en faisant mouvoir l'une de ces sections parallèlement à elle-même, dans la 
direction des projetantes, on peut évidemment l'appliquer sur l'autre. 
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26. Théorème. — - La projection orthogonale d*une ligne rton êituéè dans un plan parallèle au plan de 
projection est plus petite que la ligne projetée. 

Soit d'abord une droite AB non parallèle ai^ plan de projection, projetons-la ëà ab et désignons 
par « l'angle de la droite AB avec le plan de projection; on a évidemiiàènt ab = AB cos «, * 
donc kB>aày car l'angle a n'est pas nul» 

. La propriété que nous venons d'établir pour la droite sera, par suite, Vraie pour une ligne polygonale 
quelconque. 

Considérons enfin le cas d'un arc de courbe; on sait que sa longueur est la limite du périmètre 
d'une ligne polygonale inscrite dans cet arc dont les côtés tendent, d'après une loi arbitraire^ à devenir 
nuls ; il en résulté que la ligne de l'espace et sa projection sont les limites des périmètres de deux 
lignes polygonales variables dont l'une serait inscrite dans l'arc donné, tandis que l'autre serait con- 
stamment la projection delà première^ et dont les côtés de l'une d'elles et, par suite, ceux de l'autre 

auraient pour limite commune zéro. 

' On retombe ainsi sur le cas précédemment examiné. En ne considérant que les projections ortho- 
gonales^ les réciproques des deux propositions précédentes sont vraies. En effet, ces propositions 
comprennent tous les cas possibles et, pour des hypothèses distinctes, donnent des conclusions 
également distinctes ; conséquémment, l'hypothèse caractérise la conclusion comme la conclusion 
caractérise l'hypothèse; en un mot, les réciproques des propositions sont vraies. 

En résumé, pour qu'une ligne soit égale à sa projection orthogonale sur un plan^ il faut et il suffit 
qu'elle se trouve sur un plan parallèle au plan de projection. 

27. Théorème. — Quand une ligne se trouve située dans un plan perpendiculaire à Pun des plans de 
projection, elle offre, sur ce dernier, une projection rectiligne, et réciproquement . 

En efifet, quand une ligne est dans un plan perpendiculaire à l'un des plans de projection, les 
projetantes de ses divers points sur ce plan coordonné sont dans le plan de la ligne ; par conséquent, 
la droite de croisement du plan de projection et de celui de la ligne de l'espace est la projection de 
cette dernière ; cette projection est donc bien rectiligne. 

RÉCIPROQUEMENT. — Si la projcction d'une ligne est rectiligne, les projetantes de ses points sont toutes 
dans un plan projetant conduit, perpendiculairement à celui sur lequel on projette, par cette pro- 
jection, et, comme la ligne de l'espace est dans son plan projetant, elle est donc bien dans un plan 
perpendiculaire au plan de projection. 

Conséquence L — Quand une ligne se trouve dans un plan parallèle à l'un des plans de projection, elle 
offre, sur Vautre, mie projection parallèle à la ligne de terre, et réciproquement. 

Cette conséquence devient évidente si, d'après la démonstration du théorème dont elle découle, 
on observe que la projection est, pour le théorème direct, la trace du plan de la ligne projetée sur le 
plan de projection qu'il rencontre, et que celte trace est nécessairement parallèle à la ligne de terre. 
Quant à la réciproque, on voit immédiatement que si Tune des projections d'une ligne est parallèle 
à la ligne de terre, son plan projetant correspondant estparallèle à l'autre plan de projection, et que 
par suite, la ligne de l'espace, qui se trouve dans son propre plan projetant, est bien placée dans un 
plan parallèle au plan coordonné qui ne contient pas la projection considérée. 

Conséquence II. — Si une ligne est sur Vun des plans de projection, sa projection sur Vautre plan 
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coordonné sera sur la ligne de terre, et réciproquement. Celle propriété n'est qu'un cas particulier de la 
précédente. 

Conséquence III. — Une ligne de profil offre deux projections rectilignes perpendiculaires en un même 
point de la ligne de terre, et réciproquement. 

En ce qui concerne la forme des projeclions, il suffit, pour démontrer la propriété, d'appliquer le 
théorème dont elle découle aux deux projections de la ligne; quant à leurs positions, on observe 
simplement qu'elles sont données par les traces du plan de profil considéré. 

Remarque. — Toutes les lignes d'un même plan de profil se projettent, d'après la dernière consé^ 
quence du théorème précédent, sur les traces de ce plan ; elles ont donc leurs projections confondues; 
par suite, une ligne de profil n'est pas complètement déterminée par ses projections, 

28. Théorème. — // faut et il suffit, pour que deux lignes prises à volonté sur les deux plans de projection 
déterminent une ligne de Vespace, que leurs quatre 'points extrêmes dans le sens latéral soient deux à deuoi 
sur des lignes de rappel distinctes. 

La condition est nécessaire ; en efTet : 

1^ Si, sur l'épure représentant la ligne considérée, les deux lignes de rappel aa!^ W {fig. 14) des 
points extrêmes dans le sens latéral se confondaient, la ligne projetée serait dans un plan de profil, 
et, par suite, indéterminée (§ 27, Conséq. III, Rem.); donc, bien que ce cas soit possible, nous devons 
le rejeter, vu que nous cherchons les conditions à remplir pour que la ligne soit déterminée par ses 
projections. 

â"" Si, sur les projections c,& de la ligne (fig. 15), les points extrêmes dans le sens latéral n'étaient 
pas deux à deux sur des lignes de rappel, certains points auraient une projection verticale, telle 
que m'y sans offrir une projection horizontale correspondante, ce qui est inadmissible. 

En un mol, comme sur la figure 16, les points extrêmes (a, a'), (6, b') doivent se trouver sur deux 
lignes de rappel distinctes; la condition est donc nécessaire. 

Je dis qu'elle est suffisante ; en effets on peut, quand elle est satisfaite, placer, sur les deux pro- 
jections données, des couples de points très-voisins reliés par des lignes de rappel, et obtenir ainsi 
les projeclions d'une suite de points également très-voisins; en rapprochant les lignes de rappel, on 
obtiendra à la limite une suite continue de points qui, par leur jonction, formeront une ligne, 
' généralement courbe, se projetant suivant les deux ligues données ; lorsque les conditions précitées 
sont remplies, l'existence de la ligne est donc établie: d'où Ton conclut qu'elles sont suffisantes. 

Conséquence. — Pour que deux droites, prises à volonté sur les deux plans de projection, déterminent 
une droite de l'espace, il faut et il suffit qu'aucune de ces droites^ ne soit perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

29. On appelle traces d'une ligne ses points de rencontre avec les plans de projection ; ceux de 
ces points qui sont sur le plan vertical formenl les trcuies verticales, les autres donnent les traces 
horizontales. 

30. Problème. — Construire les traces d'une ligne dont on connaît les deux projections {fig. 17). 
Soient /, /'les deux projeclions de la ligne dont nous chercherons d'abord les traces sur l'un des 
plans coordonnés, sur le plan vertical par exemple. Ces points sont à la rencontre de la ligne L et 
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du plan vertical ; comme points de L, ils doivent se projeter horizontalement sur /, comme points du 
plan vertical; leurs projections sur l'autre plan coordonné doivent se trouver sur xy : conséguemment, 
les projectionshorizontalesdestracesverticalescherchéesseront aux points de rencontre Vi, v^^^^^k 
des droites /et xy; d'un autre côté, les traces verticales sont à elles-mêmes leurs propres projec- 
tions verticales, et ces dernières doivent tout à la fois appartenir aux lignes de rappel menées par 
tiyV^^v^^Vk^ età la. projection verticale J!\ elles seront donc aux points de croisement Vi^vJ^Vz^v^ 
de ces lignes. Quant aux traces horizontales hu h^y on les obtient par une construction absolument 
semblable à la précédente; ce raisonnement conduit à la règle générale suivante : Pour construire les 
traces d'une ligne sur Tun des pUms coordonnés, on doit prendre les intersections de la projection de nom 
différent avec la ligne de terre, puis, en ces points, élever des perpendiculaires à la ligne de terre jusqu'à la 
rencontre de la projection de même nom. 

Visibilité d\ine ligne par rapport aux plans de projection (fig. 17). — Il faut construire préa- 
lablement, par la méthode qui vient d'être développée, les traces de la ligne donnée ; puis remarquer 
que les segments de cette ligne compris entre deux traces consécutives sont dans un seul des dièdres 
formés par les plans coordonnés, et que parmi ces segments ceux qui se trouvent placés dans le 
dièdre i sont seuls visibles (§ 20). 

Pour appliquer cette règle on a, sur la figure il, en se conformant aux conventions établies dans 
le cours du paragraphe 21, déterminé et indiqué la visibilité des projections d'une ligne quelconque. 

Traces d'une droite. — La construction des traces d'une ligne quelconque, expliquée plus haut, 
est applicable à la ligne droite, et se trouve reproduite, pour ce cas particulier, sur la figure 18. 

* 

31. Intersection d'une ligne et du plan bissecteur desdièdres'2 et 4. — Sur l'épure, un quel- 
conque des points du plan bissecteur des dièdres 2 et 4a ses projections confondues; conséquemment, 
les points de croisement des deux projections de la ligne considérée donnent les projections des 
points cherchés ; ainsi on trouve : dans le cas d'une ligne quelconque (fig. il), par les rencontres des 
projections /, f, les points demandés (m^, m'i), {m^, m's), (ma, m'a), (^4, 9724'), dans le cas où la 
ligne d, d {fig. 18) est droite, un seul point mi, m\ répondant à la question. 

32. Intersection d'une ligne /, /' et du plan bissecteur des dièdres 1 et 3 (fig. 19 et 20. pi. n]. 
— Tout point du plan bissecteur des dièdres 1 et 3 a ses projections symétriques par rapport à la ligne' 
de terre ; on devra donc, pour déterminer, par exemple, la projection verticale des points de ren- 
contre cherchés, dans le cas d'une courbe quelconque (fig, 19), comme dans le cas d'une droite (fig. 20), 
construire préalablement une ligne auxiliaire h symétrique de / par rapport à la ligne de terre, et 
prendre ses points de rencontre avec l'autre projection donnée /'; dans le cas de la iigure 19, 
on trouve les projections verticales m\, m\, m'3, et pour la figure 20 la projection verticale m\ ; 
cela fait, les lignes de rappel passant par les points que nous venons de construire donnent, 
sur chacune des figures considérées, par leur rencontre avec /, les projections horizontales des 
points cherchés : on a ainsi^ sur la figure 19, les points de rencontre {mi, m'i), (m^, m'i), {m^, m'3), 
et sur la figure 20 le point mi, m\. 

33. Problème. — Connaissant les traces d'une droite, trouver ses projections (fig. 18). — Soient h la 
trace horizontale de la droite, et v' sa trace verticale. 
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Cherchons, pour déterminer les projections de la droite, celles de deux de ses points : en choisissant 
les traces données qui sont à elles-mênaes leurs propres projections, sur celui des plans coordonnés, 
qui les contient, et dont la seconde projection se trouve sur la ligne de terre et sur les lignes de rap- 
pel menées par A, v\ on trouve les projections (t?, v% (A, h!) des deux points ; et en tirant les droites 
vhf v^h\ on obtient enfin celles de la droite qui répondent aux conditions de notre énoncé. 

34. Représentation de la droite. — Proposons-nous, afin d'achever l'étude de la représentation 
d'une droite par la méthode des projections, d'examiner les différentes épures qu'elle peut offrir 
selon ses positions par rapport aux plans coordonnés. 

1* Droites obliques aux plans de projection et à la ligne de terre. — Ces droites donnent lieu aux 
épures suivantes : 

Droite quelconque {fig. 21, pi. II). En construisant ses traces, on observe que la droite traverse trois 
dièdres, et on peut en indiquer la visibilité (§ 30). 

Droite oblique rencontrant la ligne de terre {fig. 22, pi. II). Cette droite ne traverse plus que deux 
dièdres^ et offre deux traces V, H, confondues sur la ligne de terre. 

Droite oblique parallèle au plan bissecteur des dièdres ^et i (fig. 23, pi. II). Le point de rencontre de la 
droite et du plan bissecteur des dièdres 2 et 4 doit être rejeté à l'infini ; par conséquent, les projec- 
tions dy â! de cette droite doivent être parallèles entre elles (§ 31). Réciproquement, quand les projections 
d'une droite sont parallèles sur l'épure, cette droite est parallèle au plan bissecteur des dièdres 2 et 4. 

Droite oblique placée dans le plan bissecteur des dièdres ieti (fig. 24, pi. II). Sur l'épure les projec- 
tions des divers points de la droite doivent se confondre ; il en sera de même des projections i, (f 
de cette droite. , 

Droite oblique placée dans le plan bissecteur des dièdres i et 3 {fig. 25, pi. II). Les projections des 
divers points delà droite, et, par conséquent, celles delà droite 'elle-même doivent être symétriques 
par rapport à la ligne de terre. 

Droite oblique parallèle au plan bissecteur des dièdres i etS (fig. 26, pi. II). La droite doit occuper 
une position parallèle à la précédente; ses projections, par suite, doivent s'incliner également sur la 
ligne de terre. 

2* Droite oblique par rapport aux plans coordonnés et perpendiculaire à la ligne de terre (en direction) 
(/î^.27,pl. II). — La droite est dans un plan de profil, et ses projections, qui sont perpendiculaires en 
un même point de la ligne de terre, ne suffisent plus pour en fixer la position (§ 27, Rem.); mais il est 
évident qu'en indiquant celles de deux de ses points {a, a'), (b, ô'), on achèvera de la déterminer; 
tel est le mode de détermination que l'on emploie pour les droites de profil ; il reste alors, si l'on veut 
indiquer la visibilité, à construire les traces ; mais, pour le cas particulier qui nous occupe, la con- 
struction générale de ces points est en défaut: il faut donc indiquer la méthode spéciale qui sert à 
construire les traces d'une droite de profil. 

Problème. — Construire les traces d'une droite de profil. 

Première solution {fig. 27, pi. II).— Faisons tourner le plan de profil contenant la droite ab, a'b' au- 
tour de sa trace horizontale ab, pour le rabattre sur le plan horizontal ; le point a' décrit alors, sur le plan 
vertical, un arc de cercle de centre a, et s'arrête au point de croisement a\ de cet arc et de la ligne 
de terre; les projetantes du point A se rabattent suivant les perpendiculaires ai, a\ aux droites abyXy, 
élevées respectivement des points ai,a'i, et donnent, par leur rencontre Ai, le point A rabattu; le 
rabattement Bi du second point B se construit semblablement. Cela fait, en traçant la droite AiBi, 
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on obtient enfin le rabattement de la droite AB qui, prolongé de part et d'autre des points Ai, Bi, 
coupe ab en ky et xy en v\. 

Relevons maintenant le plan de profil pour le remettre dans sa position naturelle: le point h reste 
fixe sur la droite mobile et sur le plan horizontal : il est donc la trace horizontale de la droite donnée; 
le point V décrit alors, sur le plan vertical, un arc de cercle de centre a et vient, sans quitter la 
droite et le plan vertical, en un point v' qui n'est autre que la trace verticale cherchée. 

Deuxième solution {fig. 28, pi. II). — Soient] aa', bb\ les projections déterminant la droite donnée; 
pour obtenir ses traces, projetons-la sur le plan horizontal coordonné, en adoptant pour centre de 
projection l'un quelconque Sy s' des points du plan vertical ; dans ce but, traçant les droites «a, s'a', on 
détermine la projetante conique du point A, qui donne, par sa trace horizontale a, la projection 
centrale d'un premier point de la droite de profil ; celle /3 d'un second se construit semblablement; 
conséquemment, en joignant ces points, on trouve d'abord la projection centrale ap cherchée, puis 
les points de croisement v\, h du prolongement de cette ligne et des droites xy^ ab. Actuellement, 
si l'on remarque en premier lieu que tout point du plan horizontal est à lui-môme non-seulement 
sa propre projection orthogonale sur ce plan, mais encore sa propre projection centrale; en second 
lieu, que les points du plan vertical ont leurs projections centrales sur la ligne de terre, on voit 
facilement alors que le point h est la projection centrale de la trace horizontale cherchée, c'est-à- 
dire la trace horizontale elle-même ; que le point v',. est la projection conique de la trace verticale, 
laquelle se trouve à la rencontre u' de la projetante conique s'v'i et de la droite a'V. 

On pourra résoudre également ce problème en recourant à une projection cylindrique faite dans 
la direction d'une ligne de front. Cela dit, revenons aux épures des positions particulières de la ligne 
- droite. 

3* La droite est de front {fig, 29, pi. II). — La projection horizontale d d'une telle droite est parallèle 
à la ligne de terre (§ 27, Cons. I); sa projection verticale d! est quelconque, et, sur cette dernière, 
une portion quelconque de la droite de l'espace se voit en véritable grandeur (§ 25). 

4® Droite horizontale (fig. 30, pi. II). — D'après les deux articles précités, la projection verticale de la 
droite est parallèle à la ligne de terre; sur l'autre plan coordonné, sa projection offre une orien- 
tation quelconque, et tout segment de la droite de l'espace s'y trouve projeté en véritable grandQur. 

5^* La droite est parallèle aux deux plans coordonnés (fig. 31, pi. II). — Ses deux prpjections sont 
parallèles à la ligne de terre, et un quelconque de ses segments se projette en vraie grandeur sur 
chaque plan coordonné. 

6* La droite est perpendiculaire au plan vertical (fig, 32, pi. II). — La projection sur le plan vertical 
se réduit alors à un point unique d' (§ 12); quant à la seconde projection, elle se confond avec la 
perpendiculaire d à la ligne de terre, menée par le point d (§ 27, Cons. III). 

7® La droite est perpendiculaire au plan horizontal (fig. 33, pi. H). C'est maintenant la projection 
horizontale qui se réduit au point unique d, et la projection verticale d' qui se trouve sur la perpen- 
diculaire à la ligne de terre passant au point d. 

POSITIONS RELATIVES DE DEUX DROITES 

35. — Deux droites occupent dans l'espace l'une des trois positions relatives suivantes : 
l*^ Elles se coupent; 2* elles sont parallèles; 3» elles ne sont pas situées dans un même plan. 
Pour pouvoir déterminer celle de ces positions qui répond à deux des droites d'une épure donnée. 
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rappelons d'abord : 1® que les projections de même nom de deux droites {dy d'), (diy d'^) qui se coupent^ 
se croisent en deux points m, m' (Jig. 34,pl. Il) apparteïiant à la même ligne de rappel (§ 18, GoroU.) ; 
2° que deux droites parallèles {d,d%{di,d'i) (/î^. 35^ pi. II) ont leurs projections de même nom 
également parallèles; puis, observant que les réciproques des deux propriétés précitées sont vraies» 
nous en concluons que deux droites {d, d'), (d^,d\) {fig. 36, pi. II) ne sont pas situées dans un môme 
plan, lorsque les conditions distinctives des deux premiers cas ne sont pas remplies. 

36. Problème. — Trouver les positions relatives de deux droites [ab^ a'b), {cd, c'd') situées dans un 
même plan de profil. 

Première solution {fig. 37, pi. II). — On peut, d'après la méthode exposée plus haut (§ 34, 2®), san 
changer les positions relatives des droites, les rabattre autour de la trace horizontale du plan de profil 
qui les contient en AiB|, CiDj; puis constater directement sur ce rabattement les positions relatives 
qu'elles occupent; dans le cas de la figure que nous avons adoptée, les droites se coupent en un point 
dont le rabattement se trouve en Mi. 

Si, après avoir construit ces rabattements, on veut obtenir, dans le cas de deux droites non paral- 
lèles, les projections de leur point de croisement rabattu en Mi, on exécutera en partant de ce point 
le tracé inverse de celui que nous venons d'employer pour rabattre Tun quelconque des points don- 
nés : ce procédé fournira les projections m, m' du point de rencontre des droites de profil considérées. 

Deuxième solution. — La solution que nous allons indiquer se base sur la remarque suivante : 
Pour que deux droites^ située^ dans un même plan ou dans deux plans parallèles, soient parallèles, il faut 
et il suffit que leurs projections obliques, faites sur deux plans parallèles et suivant une même direction, 
soient aussi parallèles. — Gela posé, soient [ab,a!b'), [cd,c!d^) les projections des droites données 
{fig, 38, pi. II). Transportons la ligne de terre parallèlement à elle-même en x^yi, afin de placer le 
point d' sur cette ligne, et, par conséquent, le point cf, et' sur le plan horizontal; projetons ensuite 
sur le nouveau plan horizontal la droite cd,cfd' dans la direction d'une droite de front cy,e'/, arbi- 
trairement choisie: la projection oblique du point c,& sera donnée par la trace horizontale yàQ la 
projetante cy, c'y, et comme le pointe?, situé sur le plan horizontal qui sert actuellement de plan 
de projection, est à lui-même sa pfopre projection oblique, on aura enfin, en unissant par une droite 
les points d,y, la projection oblique de la première droite donnée; celle ba de la seconde, sur le plan 
horizontal conduit par une ligne de terre encore déplacée parallèlement à elle-même en x%yi, 
s'obtient d'une manière absolument semblable. 

Actuellement, si les droites ba^dy sont parallèles, celles du plan de profil le seront également; 
dans le cas contraire, les droites données se couperont 

En employant un seul plan horizontal de projection, on eût pu, par la méthode des projections 
obliques qui vient d'être expliquée, obtenir non-seulement la position relative des droites, mais 
encore, dans le cas de droites se croisant, les projections de leur point de rencontre ; nous laisserons 
au lecteur le soin d'exécuter cette épure, qui sera pour lui un exercice utile. 

37. Problème. — Irouver les positions relatives de deux droites placées dans deux plans de profil, — 
Cette question n'est autre que la généralisation de celle du paragraphe précédent^ et la solution 
donnée pour le cas particulier est applicable au présent cas ; mais, comme le tracé qui en résulte ne 
saurait, après les explications que nous venons de donner, offrir de difficulté, nous allons, sans nous 
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y arrêter, indiquer une construction plus simple qui, à son tour^ fournira, pour le cas particulier déjà 
résolu, un tracé également réduit. Soient (ab, a' b'), {cd,c'd') les deux droites données {fig. 39, pi. II); 
pour qu'elles soient parallèles, il faut et il suffit que les droites auxiliaires non situées dans des plans de 
profil {ac, a'c')y {bd, b'd')j que Ton obtient en unissant les points donnés deux à deux, soient dans un 
même plan; on est ainsi ramené au cas général; en effet, nous avons à chercher les positions relatives 
de deux droites quelconques {ac,a'c')j {bd, b'd') : dans le cas de notre épure, les points de rencontre 
des projections de noms différents f'^g de ces droites n'étant pas sur une même ligne de rappel, 
ces droites et, par suite, celles des plans de profil ne sont pas dans un même plan. 

On peut résoudre, comme nous Tavons déjà dit, par le procédé que nous venons d'expliquer, le 
problème du paragraphe 36 ; efl'ectivement, soient (aé, o'é'), (y^, y S) les projections des points servant 
àl a détermination des droites données dans un même plan de profil {fig. 39, pi. II) ; pourre connaître 
si elles sont parallèles, déplaçons Tune d'elles, y3, y ^, parallèlement à elle-même dans la direction 
de la ligne de terre par exemple : elle prendra, sur un plan de profil arbitrairement choisi, la position 
cd, c^d' déterminée par les points de croisement des traces de ce plan auxiliaire avec les parallèles 
à xy menées par les points (y,y')> {^y O* 

Actuellement on peut remplacer la droite y^,y'5' par crf, c'd', et retomber sur le problème qui fait 
l'objet du présent paragraphe. 

38. Problème. •— Trouver les positions relatives d'une droite quelconque et d^une droite de profil 
(/î^, 40, pi. 111). — Supprimons la ligne de terre (§23). Soient {ab,a'b')ei d^d'les droites données; 
pour qu'elles se coupent il faut et il suffit que les points (a, a'), (6, b') et le point de rencontre c^c' de 
la droite d, d' et du plan, de profil qui passe par l'autre droite donnée soient en ligne droite, ou que 
les projections de ces points sur un plan quelconque, faites dans un système également quelconque, 
soient elles-mêmes en ligne droite; projetons-les cylindriquement, dans la direction de la droite 
d,d\ sur le plan bissecteur fixe (§ 23, Rem.) des dièdres 2 et 4; nous trouverons, dans le cas figuré 
sur répure, trois points en ligne droite oux!,^^', y/; les droites données se coupent donc. 



REPRÉSENTATION DU PLAN 

s 

39. Dans Fespace, un plan est déterminé par deux droites parallèles ou qui se coupent; par trois 
points non en ligne droite; par une droite et un point hors de la droite, etc. 

Ordinairement, pour le représenter, t)n adopte les lignes en lesquelles il coupe les plans coordon- 
nés, que l'on appelle les tfaces de ce plan. Un plan quelconque a, avec les deux plans de projection, 
un point unique commun, lequel doit nécessairement appartenir aux trois droites de rencontre de ces 
trois plans pris deux à deux : donc ces droites, qui ne sont autre chose que les deux traces du plan 
considéré et la ligne de terre, concourent en un seul point, lequel, quand le plan est parallèle à la 
ligne de terre, se trouve rejeté à l'infini ; en un mot, les traces d'un plan coupent la ligne de terre en un 
seul point y qui est à l'infini quand le plan est parallèle à cette ligne, 

40. Théorème. — Les projections orthogonales d'une droite perpendiculaire à un plan sont respective- 
ment perpendiculaires aux traces du plan (fig. 41, pi. III). — Il suffit de faire la démonstration pour 
l'un quelconque Q des plans coordonnés. Soient P, ab le plan donné et sa trace, D, R, d la perpen- 
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diculaipe au plan P, son plan projetant et sa projection sur le plan Q ; ce plan R est à la fois perpen- 
diculaire au plan de projection Q et au plan P, car il contient les projetantes des divers points 
de D et cette droite elle-même, qui sont : les premières perpendiculaires par construction au plan 
de projection et la dernière perpendiculaire, par hypothèse, au plan P; ce plan R est donc égale- 
ment perpendiculaire à Tintersection ah des plans P,Q; inversement, ab l'est à son tour au plan R, 
conséquemment à toutes les droites de ce dernier et en particulier à la projection rf; la trace ab 
du plan P est donc bien perpendiculaire à la projection d de la droite D. 

41. Réciproquement, quand y sur deux plans coordonnés, les projections orthogonales d'une droite 
sont respectivement perpendiculaires aux traces d'un plan^ la droite est éaglement perpendiculaire 

à ce plan. 

Conservons la figure et les notations employées pour la démonstration directe, et, avant d'aborder 
le sujet, remarquons que la perpendicularité des projections et des traces doit, pour que la réciproque 
soit vraie, se produire sur deux plans de projection, car on peut imaginer dans le plan R une infinité 
de droites non perpendiculaires au plan P, et dont la projection commune se fait cependant sur d. 

Cela dit^ abordons la question en remarquant que les plans Q. et R sont perpendiculaires^ et que, 
par suite, la droite ab perpendiculaire à leur intersection d dans l'un d'eux Q, l'est aussi à l'autre R; 
^n en déduit que le plan P, qui contient cette intersection, est également perpendiculaire au plan R; 
inversement, R l'est à son tour à P. 

L'un des plans projetants de D étant perpendiculaire au plan donné P, le second plan projetant 
le sera aussi; d'où il résulte que la ligne de croisement D de ces plans sera également perpen- 
diculaire au plan P. 

42. Théorème. — La projection orthogonale d'un angle droit se fait sur un plan parallèle à l'un de ses 
côtés, en véritable grandeur [fig, 42*, pi. JII), — Soient ABC, abc l'angle droit donné et sa projection 
sur le plan Q parallèle à l'un de ses côtés AB; cette dernière étant parallèle au plan Q sera perpendiculaire 
à la projetante B6 du sommet; mais, d'après l'hypothèse, il est encore perpendiculaire à BG, il l'est 
donc aussi au plan S conduit par ces deux droites; par suite, le plan R qui les projette est également 
perpendiculaire à S, ; donc le dièdre des plans R, S est droit, et comme ses faces sont perpendi- 
culaires au plan de projection, Tanglea^c qui en est par suite le rectiligne est droit. Le présent théo- 
rème, comprenant deux hypothèses et une conclusion, conduit à deux réciproques; démontrons 
qu'elles sont vraies. 

43. Première réciproque. — Un angle ABC qui se projette sur un plan Q parallèle à l'un de ses 
côtés AB, suivant un angle droit abc, est aussi droit. — Nous avons conservé les notations et la figure 
du précédent paragraphe. Par hypothèse abc est droit ; on en conclut que le dièdre des plans R, S 
l'est aussi, et par suite que ba est perpendiculaire au plan S; la droite AB, parallèle au plan de pro- 
jection Q, sera également perpendiculaire au même plan S ; elle le sera donc à toutes les droites de ce 
plan et, particulièrement, au second côté BG de l'angle ABC ; conséquemment, cet angle est bien droit. 

44. Deuxième réciproque. — Un angle droit quise projette en vraie grandeur sur un plan a au moins un 
desescôtésparallèleauplan deprcjection. — Conservons encore les notations et la figure du paragraphe42. 
Les angles abc, ABC sont droits par hypothèse, et nous voulons démontrer que si l'un des côtés, BG par 
exemple, de l'angle ABC n'est pas parallèle au plan Q, l'autre BA le sera. En effet, abc étant droit, 
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le dièdre des plans S, R le sera aussi^ et^ par conséquent, les côtés de ses rectilignes seront perpen- 
diculaires aux faces qui ne les contiennent pas^ et parallèles au pian de projection Q; d'autre part, 
la droite BG n'est pas parallèle au plan Q, elle n'est donc pas parallèle à bcj et, par suite, elle n'est 
pas non plus perpendiculaire au plan R; on conclut de là que la seule droite du plan R perpen- 
diculaire à BG est BA ; que, par suite, cette droite n'est autre que l'une des arêtes de Tun des 
rectilignes du dièdre des plans R, S^ et enfin qu'elle est parallèle au plan Q. 



POSITION QUE PEUT OGCUPER UN PLAN PAR RAPPORT 

AUX PLANS DE PROJEGTION 



45. Leplanesi obliquepar rapport aux plans de projections {fig.4t3, pi. III). — L'épure indique la visibi- 
lité de ses traces PaP'; on remarque, en outre, qu'il traverse les quatre dièdres des plans coordonnés. 

46. Le plan est perpendiculaire au plan bissecteur des dièdres i et A (fig. 44, pi. III). — Ses traces 
PaP' se confondent sur l'épure; en effet, il faut que le plan soit perpendiculaire aune droite quel- 
conque du plan bissecteur dès dièdres 2 et 4, laquelle a des projections d, d' confondues (§ 34, 1**); 
conséquemment, les traces du plan se confondront également. 

Réciproquement, quand les traces PaP' d'un plan se confondent sur l'épure, ce plan est perpen- 
diculaire à une droite du plan bissecteur des dièdres 2 et 4, dont les projections d, d' se trouvent 
sur une perpendiculaire à PaP'; il l'est donc aussi à ce plan bissecteur. 

47. Le plan est de profil {fig, 45, pi. III). — Ses traces PaP' sont confondues et perpendiculaires 
à la ligne de terre. 

48. Le plan est perpendif^ulaire au plan bissecteur des dièdres 1 et 3 {fig. 46, pi. III). — Une démons- 
tration entièrement semblable à celle que nous avons donnée plus haut (§ 46) permet d'établir que 
les traces du plan sont, dans le présent cas, symétriques par rapport à la ligne de terre et réci- 
proquement* 

49. Le plan est perpendiculaire sur le plan vertical {fig. 47, pi. III). — Sa trace verticale aP' est quel- 
conque; quant à sa trace horizontîile aP, elle est, comme intersection de deux plans perpendiculaires 
au plan vertical, perpendiculaire à ce dernier; conséquemment, elle l'est aussi à la ligne déterre ; la 
réciproque de cette propriété se démontre sans difficulté. 

50. Le plan est perpendiculaire sur le plan horizontal {fig. 48, pi. III). — Dans ce cas, entièrement 
analogue au précédent, la trace horizontale aP est quelconque, l'autre trace aP' est perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

51. Le plan est parallèle auplan vertical (fig A9, pi. III). — Sa trace horizontale P, donnée par la 
rencontre du plan parallèle au plan vertical et du plan horizontal, est parallèle à la ligne de croise- 
ment des plans coordonnés, c'est-à-dire à la ligne de terre; l'autre trace est la droite à l'infini du 
plan vertical. 
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52. Ztf plan est parallèle au plan horizontal {fig. 50^ pi. III). — On voit^ par analogie, que sa trace P' sur 
le plan vertical est une parallèle kxt/y et que, sur l'autre plan coordonné, elle n'est autre que la droite 
de l'infini de ce plan. 

53. Le plan est parallèle à la ligne de terre (fig. 51, pi. III). — Gomme tout plan conduit par la ligne 
de terre donne, sur le plan parallèle à cette ligne, des intersections également parallèles à la ligne de 
terre, on voit que les deux traces P,P' du plan donné doivent être parallèles à la ligne de terre. 

54. Le plan passe par la ligne de terre {fig, 5*2, pi. III) . — Sa position ne serait pas déterminée par les 
deux traces qui se confondent ici avec xy; pour qu'elle le soit, on donnera les projections m, m' d'un 
point du plan non situé sur xy. 



CHAPITRE III 



PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE ET LE PLAN 



55. Problème I. — Par tm point donné, mener une jparallèle à une droite donnée {fig. 53, pi. III). — * 
Soient (ai, a'6')^(c,c') les projections données de la droite et du point, celles de la droite cherchée 
doivent passer par c, c', et, en outre, il faut qu'elles soient respectivement parallèles à ai, a'i'; on les 
construit donc sans difiiculté. Le procédé que nous venons de suivre n'est applicable qu'autant que 
les droites ne sont pas de profil; nous allons, pour ces dernières, donner une solution spéciale. 

Soient (a, a'), (6, 6') (Jig. 54, pi. III) les projections des deux points qui déterminent la droite de 
profil donnée, et c, d celles du point par lequel on veut mener la parallèle. Conduisons la droite 
ac, a'& et, par le point 6, b' menons-lui une parallèle qui, par sa rencontre avec le plan de profil du 
point c,c', détermine un second point d^ d^ de la droite inconnue ; en effet les deux plans de profil 
Pl^S QQ' déterminent, par leurs rencontres avec le plan des trois points donnés, les parallèles (ai, a'i'), 
(c(f, &d')\ donc celte dernière fournit bien la.solution du problème. ~ 

La méthode précédente est en défaut quand l'une des projections du point D se trouve placée en 
dehors des limites de la feuille de dessin ; elle peut également ne pas convenir si, pour la solution 
d'une question, on doit recourir à un point préalablement désigné de la parallèle cherchée ; cette 
désignation ne saurait être complète, car il faut que ce point soit à la droite inconnue : toutefois 
le problème sera résolu, avec sa plus grande généralité, en construisant la seconde projection 
d'un point de la parallèle, connaissant la première. 

Reprenons, à cet effet (fig. 55, pi. III), les points donnés (a, a'), (i, *'), (c, c'), et soit d la projection 
horizontale d'un point de la parallèle ; considérons, pour construire sa projection verticale, les droites 
AC, BD, et cherchons leurs projections ; nous trouvons immédiatement sur le plan horizontal les 
droites ac, bd, et, sur le plan vertical, la droite aV; d'autre part, comme les droites AC, BD sont dans 
un môme plan, elles se coupent en un point dont la projection horizontale est au croisement m de 
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leurs projections sur ce plan coordonné et dont la projection verticale se trouve à la rencontre wl de 
la ligne de rappel du point m et de la droite aV; on conclut de là que la droite BD a pour projection 
verticale celle qui unit les points V^ m! , laquelle par sa rencontre (/'avec le plan de profil QQ' donne 
la seconde projection cherchée. 

56. Points éloignés. — Nous appellerons "points éloignés ceux qui, devant intervenir dans un tracé, 
se trouveront placés hors des limites de la feuille de dessin ; quand une épure offre de tels points, on 
ne doit pas recourir à une deuxième feuille placée près de la première, procédé qui ne saurait donner 
Texactitude nécessaire, et qui, en outre, est impraticable, et pour les épures de coupe des pierres^ 
et pour celles de charpente^ que Ton exécute : les premières sur un mur^ les autres sur un plancher. 
Habituellement^ pour résoudre les questions dont le tracé conduit à des points éloignés, on réduit les 
dimensions de la figure par remploi d'une figure homothétique à la première. 

Problème II. — Déterminer le point de rencofitre éloigné de deux droites données. — Soient (d, d') (è, ¥) les 

projections des droites données (fig, 56, pi. III); prenant pour centre d'homothétie le point de croisement 

l 
S des droites d^ d', et pour rapport d'homothétie ^ par exemple, construisons une figure homothé- 
tique à celle qui nous est donnée ; les droites d, d' sont à elles-mêmes leurs homologues, le point a 
vient au milieu ai de la droite Sa, et, par des parallèles ^i, ^i menées de ce point aux droites ^, if, 
on obtient les homologues de ces dernières ; dès lors, si^ comme sur notre épure, les points de 
croisement 6^ ^'i des droites {d^ ^i), (d', V^ sont situées sur la même ligne de rappel, les droites données 
se couperont, et, après avoir tiré la parallèle Se à la ligne de terre, le point de rencontre sera défini : 
!• par sa cote, égale à2ciô'i-[-Cij3i; 2° par son éloignement, égal à 2ciôi — Cx^ù 3* enfin par sa distance 
latérale 2Sci, comptée à la droite du point S. 

57. Problème III. — Construire les projections d'une droite située dans un plan. 

i* Le plan est donné par ses traces aP, aP' (fig. 57, pi. III). — Prenant, sur la trace verticale du plan, un 
point t)', et, sur sa trace horizontale, un point A, on construira les projections vh, v^h! de. la droite dont 
les traces sont en ces deux points. Ce tracé permet également, en modifiant Tordre des construc- 
tions, d'obtenir Tune des projections d'une droite placée dans un plan déterminé par ses traces 
quand on connaît son autre projection. 

2" Le plan est donné par trois points (fig, 58, pi. III). — Soient A,B,G les points donnés. Prenant arbi- 
trairement Tune des projections d' de la droite demandée et traçant celles {ab, a'b^) (bc, b'c') des 
droites qui unissent les points (A, B) (B, C), on aura, par la rencontre des lignes a'b', b'& et de d', 
les projections m\m\ sur le plan vertical des points où la droite inconnue croise AB, CB. 

Actuellement, des lignes de rappel menées par ces points détermineront sur les projections hori- 
zontales ab^ c61es secondes projections t/z, m^ de deux points de la droite cherchée; conséquemment, 
en traçant la droite mmi, on aura la ligne qu'il s'agissait de trouver. 

58. Dans les tracés on emploie fréquemment les droites qui, situées dans un plan, sont parallèles 
soit à sa trace verticale, soit à sa trace horizontale ; les premières portent le nom de lignes de front du 
plan, les autres sont les horizontales du plan. 

Proposons-nous de construire les projections d'une droite de front d'un plan donné, — C'est là un cas 
particulier du problème précédent, qui se traite par le procédé décrit plus haut, et dont nous repren- 
drons cependant la construction vu son fréquent emploi dans les tracés. 
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i"" Le plan est donné par ses traces (fig. 59, pi. III). — La projection horizontale d de la droite de front 
est une parallèle à la ligne de terre placée arbitrairement ; en ce qui concerne la projection verticale, 
nous observons que la trace horizontale de la droite, devant se trouver sur la projection de même 
nom d et sur la trace horizontale P du plan donné, sera au point de rencontre h de ces lignes, point 
dont la projection verticale h' se construit par la rencontre de la ligne de terre et de la ligne de 
rappel du point A; dès lors, en conduisant par A' une parallèle d' à la trace verticale P', on aura la 
seconde projection de la ligne de front. 

2" Le plan est donné par deux droites qui se coupent [fig. 60, pi. III). — Prenant la projection horizon- 
tale mmi de la droite cherchée dans une position quelconque parallèle à la ligne de terre, on cons- 
truira, conformément au tracé du précédent paragraphe, sa projection verticale m'm\. 

Un procédé en tout semblable à celui que nous venons d'expliquer donne, sur les figures 61 et 62, 
les projections d'une horizontale d'un plan défini sur la première figure^ par ses traces P, P', et, sur 
l'autre, par deux droites qui se coupent (d^d!)y (e/i,c/'i). 

59. Problème IV. — ^ Construire les projections d'un point situé dans un plan {fig. 63 et 64, pi. IV). — 
On construit les projections d'une quelconque des droites du plan (§ 57 et 58), d'une horizontale, 
è,6' par exemple, et l'on y place les projections m, m' du point. 

La construction que nous venons d'indiquer s'appliquerait aussi sans difficulté au cas où le point 
cherché aurait une projection donnée. 

60. Application. — Construire les projections d'un polygone plan {fig. 65, pi. IV). — On peut, pour déter- 
miner le polygone, se donner les projections (a, a') (c, d) (/*, f) de trois de ses sommets sur les deux 
plans coordonnés et celles 6, (/, e des autres sommets sur l'un de ces plans ; le problème se résout 
en opérant suivant la méthode du précédent paragraphe, car les deux projections des trois points 
A, C, F déterminent le plan du polygone, et l'on doit construire les projections verticales de ses autres 
sommets connaissant leurs projections horizontales ; en vue de ce but, traçons les projections de la 
diagonale c/*, c!f\ ainsi que les projections horizontales ae, ad, ab ; ces dernières droites, par leurs 
rencontres g^ h, k avec la première, déterminent des points dont les projections verticales ^,' h\ K 
se construisent facilement, et qui, joints au point a', donnent les projections verticales alg',a'h', dU 
de droites contenant les points E, D, B ; par suite, en prenant les rencontres de ces projections avec 
les lignes de rappel menées respectfvement par e^ d, A, on trouve enfin les points e', d\ b' qu'il s'agissait 
de construire, et Ton peut achever de tracer la projection verticale du polygone. 

61. Problème V. — Construire les traces d'un plan déterminé par deux droites qui se coupent ou par 
deux droites parallèles (fig. 66 et 67, pi. IV). — Soient (d,rf'), (do d\) les projections des droites données. 
On résoudra la question en construisant tout d'abord les traces (A, Ai), (t/,t;'j) des droites données et en 
menant les droites AA|, v'v'i qui unissent les traces de même nom : ces lignes sont les traces du plan, 
et si la construction a été faite avec exactitude, elles devront se couper en un seul point de la ligne 
de terre. 

62. Problème VI. — Construire les traces d'un plan déterminé par trois points non en ligne droite. — • 
Pour se trouver dans le cas précédent, il suffira de joindre par des droites l'un des points donnés 
aux deux autres. 
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63. Problème ¥11. — Par une droite D faire passer un plan parallèle à une autre droite Pi. — Par un 
point, pris arbitrairement sur D, on mène une parallèle Di à la droite Di, et, d'après le procédé 
donné plus haut (§ 61), on construit les traces du plan conduit par les droites D, Df. 



64. Théorème. — Deux plans parallèles ont leurs traces de même nom parallèles^ et réciproquement, — 
Effectivement, les traces des deux plans sont sur chaque plan coordonné les intersections de deux 
plans parallèles par un troisième, elles sont donc parallèles. 

La réciproque de cette proposition est généralement vraie ; car, en supposant que les points de 
croisement des traces de chacun des plans ne soient pas à l'infini, ces traces forment deux angles 
dont les côtés sont parallèles chacun à chacun; ils sont donc eux-mêmes parallèles.' On voit, par sa 
démonstration môme^ que la réciproque n'est vraie qu'autant que les plans ne sont pas parallèles 
à la ligne de terre ; nous donnerons bientôt, pour ce cas exceptionnel, les conditions de parallélisme 
des plans. 

65. Problème VIII. — Mener par un point donné un plan parallèle à un plan donné. 

Solution générale. — Pretiant arbitrairement, dans le plan donné, deux droites non parallèles, on leur 
mènera des parallèles par le point donné, qui détermineront le plan cherché. — Il est avantageux, quand, 
le plan donné se trouve déterminé par ses traces, de construire simplement un point sur chacune des 
traces du plan cherché et de conduire par ces deux points des droites respectivement parallèles aux 
traces données (§ 64), qui devront, si Tépure est exactement faite, se couper en un seul point de la 
ligne de terre ; on construit un point de chacune des traces inconnues en menant, dans le plan donm^, 
une droite arbitraire, puis, en construisant la parallèle à cette droite passant par le point donné, ei en 
déterminant les traces de cette parallèle. Appliquons cette méthode à quelques cas importants : 

1« Le plan donné est déterminé par deux droites {d, d), [d^^d'^) qui se coupent [fig. 68, pi. IV). Celui que 
nous cherchons est alors immédiatement déterminé par les droites {<i, $'), (^i, è\) menées parallèlement 
aux premières du point donné o, o'. 

2* Le plan donné est déterminé par ses traces PaP' (/?g'.69, pi. IV). — La question présente peut se ré- 
soudre par le procédé général indiqué plus haut, dont l'application n'offre aucune difficulté. Quand 
la disposition des lignes de l'épure le permet, on peut réduire ce tracé. En effet, au lieu de construire 
dans le plan donné une droite quelconque, employons l'une des lignes qui le déterminent, sa trace 
verticale a9' par exemple, et, par le point donné o, o', menons une parallèle d, d' à cette ligne, dont la 
trace horizontale h sera un point de la trace, sur ce môme plan coordonné, du plan cherché ; consé- 
quemment, la parallèle Q à la droite a?, menée par A, donne la trace horizontale du plan inconnu, 
laquelle, par sa rencontre |3 avec la ligne de terre^ fournit un point de la trace verticale du plan parallèle; 
en conduisant enfin par ce point une parallèle jSQ' à la droite a P' on a la seconde trace du plan qu'il 
s'agissait de construire. 

3* Le plan donné est déterminé par l'une de ses normales n, ni et par le pied p, p' de cette ligne [fig. 70, 
pi. IV). — Par le point donné o,o'^ menons une ligne de front du plan inconnu : la projection horizon- 
tale de cette ligne est la parallèle à la ligne de terre menée par o, et sa projection sur le second plan 
coordonné n'est autre que la perpendiculaire menée par o' à la droite n' [§ 42). Actuellement^ en con- 
struisant la trace horizontale h de cette ligne auxiliaire^ on trouve un point de la trace horizontale 
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du pian cherché ; et si, de ce point, on abaisse une perpendiculaire Q à la droite n, on aura : 
d'abord la trace horizontale du plan cherché (§ 40), ensuite, au point de croisement |3 de cette ligne 
avec la ligne de terre, un point de la trace verticale du même plan ; par conséquent, la perpendi- 
culaire Q' à la droite n'^ menée par ^, donnera enfin la trace verticale du plan parallèle qu'il fallait 
construire. 

66. Problème IX. — Déterminer r intersection de deux plans P et Q. 

Solution générale (fiÇ'li , pi. IV). — On coupe les deux plans P etQ par un plan auxiliaire R, choisi de 
façon que ses intersections I, Ii, avec les plans donnés^ soient faciles à construire sur V épure; la rencontre A 
de ces droites détermine un point de la ligne (T intersection des plans donnés; on en obtient un second par un 
nouveau plan auxiliaire. — La question actuelle est fondamentale en géométrie descriptive, il importe 
donc que le lecteur sache appliquer la solution générale que nous venons d'indiquer aux divers cas 
usuels que nous allons successivement examiner. 

67. — i" Lesplans sont déterminés par leurs traces qui se coupent dans les limites de répure{fig.T2y pi. lY), 
— Soient PaP', 0/3Q' les traces des deux plans donnés; on trouve, en employant comme plan auxiliaire 
le plan horizontal de projection, sur les plans donnés les droites aP. pQ, et, au point de rencontre 
de ces lignes, un point A,A'de l'intersection cherchée, qui n'est autre que la trace horizontale de cette 
intersection. Prenant ensuite le second plan coordonné pour plan auxiliaire, on obtient de môme la 
trace verticale Vy v' de la droite inconnue. 

La droite t;/i, v'h\ qui unit les 'deux points ainsi trouvés, est la ligne de rencontre des plans donnés. 

68. — 2* Les plans sont donnés par leurs traces qui se coupent en deux points éloignés (§ 56). 

Première méthode {fig. 73, pi. IV). — Les plans auxiliaires employés dans le cas précédent, donnant 
des points de rencontre éloignés^ doivent être changés; on les remplace en général par des plans paral- 
lèles aux plans coordonnés; nous prendrons, par exemple, un plan auxiliaire horizontal ayant sa trace 
verticale en R'^ qui croisera ceux PaP', QjSQ' dont on cherche l'intersection suivant les lignes (t, t'), 
(l'i, t\), lesquelles se croiseront à leur tour en un point m, m' appartenant à la ligne cherchée; à 
l'aide d'un nouveau plan auxiliaire horizontal, on construira de même un second point de l'inter- 
section, et cette ligne sera alors déterminée par deux de ses points. 

Ce procédé exige quelquesfois des tâtonnements ; en effet, en plaçant le plan horizontal auxiliaire R' 
dans une position arbitraire, le point d'intersection qu'il contient pourrait ne pas se trouver projeté 
dans les limites de Tépure : il faudrait alors, pour l'y amener, déplacer le plan R' parallèlemnet à lui- 
même un certain nombre de fois; ces tâtonnements peuvent être longs; nous donnerons bientôt le 

« 

moyen de les éviter. 

Le procédé employé dans le présent paragraphe est encore applicable quand les plans sont donnés 
par trois points on par deux droites qui se coupent ; nous engageons le lecteur à exécuter les épures 
qui en résultent. 

Deuxième méthode (fig.H, pi. IV). — Quand les traces des deux plans se coupent sous un angle très- 
aigu, le procédé que nous venons d'expliquer est en défaut ; en effet, les horizoii taies ou les lignes de 
front des deux plans ne se coupent généralement pas dans les limites de la feuille de papier, et si elles 
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s'y coupaient, leurs points d'intersection seraient mal déterminés. Effectivement pour qu'un tracé soit 
exact, il faut en général: !• que la rencontre des lignes donnant les divers points de la figure ne se 
fasse pas sous un angle trop aigu ; 2« que les lignes inconnues soient déterminées par des points 
suffisamment éloignés. 

Dans le cas présent, la première de ces conditions générales n'étant pas remplie, quand on emploie 
des plans auxiliaires parallèles aux plans coordonnés, on prendra pour premier plan auxiliaire R 
celui qui passe par la ligne de terre et par un point a, a' dont la cote est petite et dont Téloignement 
est quelconque, et on construira d'abord la ligne de rencontre du plan R avec l'un des plans donnés 
PaP' ; a en est un premier point, on en obtient un second en les coupant par un nouveau plan auxi- 
liaire horizontal H', lequel croise les plans R,PaF suivant les horizontales (ad, a'd!), (vf, v'f), dont 
l'intersection b, (/ est le second point qu'il s'agissait de construire ; conséquemment, la projection 
verticale de Tintersection des plans R et PaP' est en H. 

D'une façon absolument semblable on a construit la projection verticale «^ de la rencontre du 
second plan donné QjSQ' et du plan auxiliaire conduit par la ligne de terre et par le point a^a\ 

Maintenant, en prenant la rencontre des lignes 1% i\ on obtient un point m! de la projection ver- 
ticale demandée. 

Cette méthode ne donnant commodément qu'une projection d'un seul point de la ligne de rencontre 
des plans ne sera utilement employée que dans le cas où la détermination des points de rencontre 
offrirait une grande difficulté. 

Troisième méthode (figJ^, pi. IV). - - Cherchons d'abord, en coupant Tun des plans donnés PaP' par 
un plan auxiliaire R7R' parallèle au second plan donné Q]3Q', la direction v'ik\j v^kly de l'intersection ; 
puis, pour obtenir la projection verticale demandée, remarquons que nous sommes conduit à tracer 
une droite parallèle à t/ih\ et passant par le point de rencontre éloigné des droites P', Q'. 

Pour cet effet, menons la droite où perpendiculaire à v'ih\ et, par conséquent, à la droite inconnue, 
et concevons le triangle qui aurait pour sommet le point de concours éloigné des droites P', Q' et 
pour base ab ; comme la ligne cherchée en est une hauteur, on peut la tracer en menant d'abord les 
hauteurs ac, bd qui donnent le point de concours /'des trois hauteurs du triangle, d'où l'on déduit la 
troisième hauteur fg qui n'est autre que la projection verticale cherchée. On construira de môme la 
seconde projection de l'intersection des plans donnés. 

Quatrième méthode {fig. 76, pi. lY). — La présente question peut se résoudre, comme toutes celles 
qui résultent de points éloignés, à l'aide de l'homothétie; soient en effet PaP^ QjSQ'les plans donnés : 
prenant arbitrairement sur xy un point ^1, construisons, en adoptant pour centre d*homothétie le 

point a et pour rapport de similitude -^y une figure homolhétique à celle que nous cherchons; les 

«pi 

parallèles Q'i, Qi menées par jSi aux traces Q, Q' seront les homologues de ces dernières, et comme les 
droites aP, aP' qui passent par le centre d'homothétie sont à elles-mêmes leurs homologues, on 
obtient, en appliquant le tracé général qui donne l'intersection de deux plans dont les traces se 
coupent dans les limites de la feuille de dessin (§ 67), les homologues h\v\^ hiVi des droites 
cherchées. 

Pour construire ces droites elles-mêmes, prenons arbitrairement un pointa surQ'dont l'homologue 
est à la rencontre ai des droites Q'i, oa, et traçons les droites aiv^ ai^'o RÎi^si que leurs parai- 
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lèles av, ah! menées par le pioint a; ces dernières sont respectivement les homologues des premières, 
et déterminent par leur rencontre avec xy les homologues Vy k! des points t;i, h'i ; il en résulte que 
les parallèles i\ i menées de ces derniers points aux droites A'it;'i, Vihi sont les projections de Tinter- 
section des plans donnés. 

CiNouiÈMB MÉTHODE (fig. 77, pi. ÏV). — Soicut toujours PaP', OpQ' les traces des plans donnés et 
xy la ligne de terre. Déplaçons cette dernière parallèlement à elle-même, et soit xiyx sa nou- 
velle position; on sait que les projections des lignes ne changeront pas (§ 23); quant aux traces 
des plans, comme les plans coordonnés se sont aussi déplacés parallèlement à eux-mêmes^ elles se 
déplaceront également, mais en conservant leurs directions; conséquemment^ on les trouvera facilement 
dès qu'on aura construit un point de chacune d'elles ; pour construire ces points^ observons que, dans 
les deux systèmes de plans coordonnés considérés, la trace verticale du plan QjSQ' a ses projections 
en /3Q', xy\ tpie, par suite, la trace h de cette droite sur le nouveau plan horizontal donne l'un des points 
cherchés, d*où l'on déduit, en conduisant par ce point la parallèle QijSi à la droite Q, la nouvelle trace 
horizontale de l'un des plans donnés; puis, en conduisant encore par la rencontre jSi de cette droite 
et de X1//1, la parallèle Q'i à la droite Q',on a enfin la nouvelle trace verticale de ce même plan donné. 

Pour le second plan les traces PiOiP'i se construisent de même; cela fait^ en prenant, dans le 
nouveau système de plans coordonnés, la rencontre v\h\yVihi9 des plans Qi^iQ'i, PiaiP'i, on obtient 
les projections communes aux deux systèmes de plans coordonnés de la droite de rencontre t'^t des 
plans donnés. 

69. Problème X. — Trouver le point où une droite D perce un plan P. 

Solution générale {fig. 78, pl.IV ) . — Par la droite D on conduit un plan auxiliaire 0. choisi de façon que 
son intersection I avec le plan donné P offre une construction facile; puis on prend la rencontre A des droites 
I ^^D; A est le point d'intersection cherché, car il appartient aux droites D, I et, par conséquent, 
à la droite D et au plan P. 

On prend généralement comme plan auxiliaire, pour plus de simplicité dans le tracé, celui qui 
projette la droite donnée sur l'un des plans coordonnés. 

Appliquons la méthode générale à quelques exemples usuels : 

70. — 1* Le plan est donne par ses traces (fig. 19, pi. IV). — Soient PaP', {d,d') les traces du plan et 
les projections dé la droite. 

Adoptons comme plan auxiliaire celui qui projette la droite sur le plan horizontal; ses traces sont 
Ol3Q', et sa rencontre avec le plan donné se projette en vh^v'h' (§ 67); sur le plan horizontal vh 
et d se confondant ne peuvent donner Tune des projections du point cherché, au contraire les pro- 
jections verticales correspondantes u'A', d' donnent, par leur rencontre a', la projection verticale de 
ce point; il est alors facile d'obtenir sa seconde projection en prenant la rencontre a de la ligne de 
rappel menée par a' et des projections confondues des droites qui le contiennent : a, a' est donc le 
point en lequel la droite dy d! perce le plan PaP^ 

Lorsque les traces des plans perpendiculaires aux plans coordonnés conduits par la droite donnée 
rencontrent celles du plan donné PaP' "en des points éloignés (§ 56), on a recours à un plan auxiliaire 
quelconque Q^Q' (fig. 80, pi. lY) contenant les traces 9, t! de la droite donnée d, d' et, par suite, cette 
droite elle-même; puis, conformément à la solution générale, on construit la rencontre vhy v'h' des 
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plans Q|3Q', PaP', et enfin, prenant le point de croisement des droites {d, d)y (vA, i/A'), on obtient le 
point de rencontre a, a! de la droite (dy d) et du plan PaP'. 

71. — ^ Le plan est défini par deux droites gui se coupent (fig. 81, pi. IV). — Soient {i,f), 0i,^i) les 
projections des droites qui déterminent le plan donné, et d^d! celles de l'autre droite donnée. 

Prenons toujours pour plan auxiliaire le plan vertical projetant de la droite D, et cherchons son 
intersection avec les droites du plan donné; comme tous les points du plan auxiliaire se projettent 
horizontalement sur dy la rencontre de ce plan et de la droite ^, Sf se projettera sur ce plan coordonné 
en m, et sur l'autre à la rencontre m' de t et de la ligne de rappel du point m; de môme les projec- 
tions du point de rencontre du plan auxiliaire et de^i,f i se feront en mi,m'i ; conséquemment. Tinter- 
section des deux plans est la droite mmi, m'm'i; pour continuer l'application de la solution générale^ 
on prend la rencontre des droites {dyd')^ (mmi, m'm i), qui se trouve projetée sur le plan vertical au 
point de croisement a' des droites d'y m'm\y et, sur le plan horizontal, au point de rencontre a de la 
ligne de rappel du point a' et de la projection dy commune aux deux droites. Les projections du point 
qu'il s'agissait de construire sont donc, a, a'. 

72. Problème XI. — Intersection de deux plans déterminés chacun par deux droites qui se coupent 
(fig. 82, pi. V). — Soient (rf, d') (di, di') et (<î,^') (^i, X^) les deux couples de droites déterminant les 
plans dont on cherche la rencontre. 

L'intersection s'obtiendrait facilement en employant^ comme nous l'avons déjà dit, des plans 
auxiliaires parallèles à Tun des plans de projection; indiquons une solution plus simple. 

D'une manière générale on peut prendre, par le procédé du précédent paragraphe, la rencontre 
de deux quelconques des droites données avec celui des plans qui ne les contient pas; mais, pour 
donner à l'épure un plus grand intérêt, après avoir construit par la méthode précitée l'un des points 
de la rencontre des plans, nous chercherons, d'après la solution générale, un second point de cette 
rencontre en adoptant comme plan auxiliaire celui qui est bissecteur des dièdres 2 et 4. 

Commençons l'exécution du tracé en construisant, cçnformément à ce qui vient d'être dit et au 
procédé indiqué dans le paragraphe précédent, le point de rencontre de la droite ^t,^i et du plan 
dés droites {dyd')y{d^yd'^) : en employant le plan vertical projetant de Ai on trouve les points de 
rencontre (a, a'), [ai, a\) des deux plans, et, en OyO'y celui de la droite et du plan. 

En ce qui concerne le second point de croisement des plans donnés, coupons, comme il a été dit, ces 
plans par le plan bissecteur des dièdres 2 et 4; on trouvera d'abord un point de rencontre sur chacune 
des droites données, en prenant simplement les points de croisement des deux projections de cha- 
cune d'elles, et on obtiendra ensuite les lignes de rencontre {mmi^ m'm\), (wni, n'n'i) des plans 
donnés et du plan auxiliaire en traçant les droites qui unissent les points d'intersection relatifs ù chacun 
des plans donnés; cela fait, le point de croisement />, p' de ces lignes fournit le second point cherché : 
la droite demandée est donc ©y, op. 

73. Problème XIL — Construire le point d'intersection de trois plans {fig. 83, pi. V). — On cherche 
les intersections de ces plans, combinés deux à deux; ces trois droites de rencontre doivent, si l'épure 
est exactement faite, concourir en un seul point a, a' qui n'est autre que le, point demandé; l'exé- 
cution des traces par cette méthode se trouve suffisamment indiquée par la figure 83, planche V. On 
eût pu également construire l'intersection de deux des plans donnés et prendre ensuite le point 
où cette ligne perce le troisième plan. 
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74. Problème XIII. — Par un point donné a, ci', conduire une droite qui 8*appuie sur deux droites 
données (rf, d'), (rfi, d',) (fig. 84, pi. \). 

Solution générale. — La droite cherchée n'est autre que la rencontre des plans conduits par a^a^ et par 
chacune des droites données. 

EXECUTION DU TRACÉ. — SuppriiDons là lîgnc de terre (§ 23) el menons par le point a, a' des droites 
(^, ^), (^1, ^i) respectivement parallèles à celles que Ton nous donne, les couples de droites parallèles 
(D, A),(Di, l^i) déterminent les deux plans dont on cherche la rencontre; pour l'oblcnir, employons le 
plan bissecteur des dièdres 3 et 4 comme plan auxiliaire ; il détermine sur les plans conduits par les 
couples de parallèles les lignes de rencontre (mn, mV), (mini, m'in'i), (§ 31) qui par leur croisement 
p^p* donnent à leur tour un point de Tinterseclion cherchée; a,a' en est un autre : conséquemmeni, 
cette intersection, qui n'est autre que la droite qu'il s'agit de construire, se projette suivant ap,a'p'y 
et répure doit offrir cette vérification que les points de rencontre (o, o'), (oi, o\) des projections de 
celte droite et de celles des droites données doivent appartenir deux à deux à la même ligne de 
rappel. On eût pu résoudre le problème actuel en traçant la droite de jonction du point a, a' au point 
où l'une des droites données croise le plan conduit par l'autre et par ce même point a, a'. 

75. Problème XIV. — Construire une droite parallèle à une droite donnée i, i' et s' appuyant sur deux 
autres droites données {dyd'), {di, rf',), (fig. 85, pi. V). 

Solution générale. — Par chacune des droites (rf, d'), (rfi, d'^) on conduit un plan parallèle à la troi^ 
siéme droite è, è', et l'on prend la rencontre de ces plans^ qui n'est autre que la ligne cherchée; pour 
plus de simplicité dans les tracés, cette ligne de rencontre peut être obtenue en menant par un point 
de la droite d,d' une parallèle à<^^ ^ et en prenant ensuite l'intersection du plan conduit par d, d' et 
par cette parallèle avec la droite e/i, d'i; alors, tirant par ce point de rencontre une parallèle à ^, j', on 
aura la ligne cherchée. 

Exécutions des tracés. — Soit m, m' le point pris arbitrairement sur la droite d^ d'\ menons par ce 
point la parallèle «ïi, ^i, à la droite <), ^^ et, à l'aide du plan auxiliaire vertical projetant de la droite 
du d'u construisons, en nous conformant au tracé précédemment expliqué (§ 71), l'intersection o, o 
de rfi,rfi et du plan des droites (rf, d'), (^i, *'i) ; la parallèle oc, o'c' menée du point o, o' à S, ^ fournit 
alors la ligne cherchée, et l'épure se trouve soumise à cette vérification que les points c, d doivent 
appartenir à la même ligne de rappel. 

EXERCICES SUR LES TROIS PREMIERS CHAPITRES 

76. Problème I. — Construire les projections centrales ou l'ombre au flambeau, sur les deux plans de 
projection, d'un segment de droite, dans les cas suivants: 

1» La droite ab,a'b' est oblique aux deux plans coordonnés (fig. 8(5, pi. V). — Prenez les traces (av', aA) 
sur les deux plans de projection du plan déterminé par le flambeau /, f et par la droite a*, a'b' et 
limitez-les aux rayons lumineux (/a, fa'), (fb, f'b') des extrémités du segment donné : Vous trouverez 
ainsi les lignes aA|, aBi qu'il s'agissait de construire. 

2* La droite est de front (à résoudre). 

3"" La droite est horizontale (à résoudre). 

4* La droite est de profil (à résoudre). 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I, 4 



26 TIUÎTÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

5° La droite est perpendiculaire au plan korizontal, — Soient ab^ a^b^ les projections du segment de 
droite dont on cherche l'ombre sur les plans coordonnés, en supposant le flambeau en /*, f {fig, 87, 
pi. V). Les lignes cherchées ne sontautres que les traces du plan conduit par û6, a'b' et par f,f, limitées 
aux rayons lumineux des etxtrémités de la droite donnée; on construit ces traces en observant que la 
droite AB, étant perpendiculaire au plan horizontal, le plan le sera également; que, par suite, sa 
trace horizontale sera en fa, et que, sur l'autre plan coordonné, la trace s'obtiendra en conduisant par 
le point de rencontre des droites fa, xy une perpendiculaire à cette dernière; les lignes d'ombre 
seront alors limitées aux traces Ai, Bi des rayons lumineux (/a, fa'), (fb, fb') conduits, comme nous 
l'avons déjà dit, par les extrémités de la droite donnée. 

77. Problème II. — Construire V ombre au soleil, ou les projections obliques d'un segment de droite sur 
les deux plans de projection, dans les cinq cas du paragraphe précédent. — Nous traiterons seulement le 
second cas, pour lequel la droite donnée ab, a'V est de front [jig. 88^ pi. V), les rayons lumineux 
ayant d'ailleurs une direction quelconque /,/'. Ces rayons, en glissant sur o^, a'b\ engendrent un plan 
qui n'est autre que celui de la droite donnée et d'une parallèle aAj, a'k\ à /, /', et dont la trace hori- 
zontale se trouve sur la droite de jonction Ai, 9 des traces des droites {ab, a'b'), {a Ai, a'A'i), sur ce 
même plan coordonné ; en ce qui concerne la seconde trace cherchée, remarquons d'abord que la 
rencontre a de xy et de ôAi en est un point, et d'autre part que la droite de front ab, a'b^ en est la 
direction^ d'où l'on conclut que cette ligne sera la parallèle à a'b' menée par a; la partie utile de ces 
traces se trouve limitée aux rayons lumineux des extrémités de la droite donnée : celui du point a, a' 
détermine le point limite Ai, et celui du point b, b' le second point limite B. 

78. Problème III. — Construire F ombre portée par une ligne sur une autre. 
1^ Dans le cas du flambeau ; 

â* Dans le cas du soleil. 

On construit, sur un plan quelconque, l'ombre des deux lignes, et, en menant la droite de jonction 
du point de croisement des lignes d'ombre soit au flambeau, soit, dans le cas du soleil, au point à 
l'infini dans la direction des rayons lumineux, on obtient, par la rencontre de cette droite et des 
lignes données, le point de Pombre portée sur l'une d'elles et le point de l'autre que fournit celte 
ombre nortée. 

79. Problème IV. — Vérifier que deux droites sont dans un même plan lorsque leurs projections de 
noms différents se confondent deux à deux. — Soient (ab, a'b') {cd, c'd') les projections deux à deux con- 
fondues des droites données (/î^. 89, pi. Y); dans le cas figuré sur notre épure, les projections données 
se rencontrent; par suite, les droites de l'espace se coupent elles-mêmes en un point m, m' du plan 
bissecteur des dièdres 2 et 4 ; dans l'hypothèse contraire, les droites données seraient parallèles entre 
elles et parallèles ii ce plan bissecteur ; on en conclut que dans tous les cas les droites sont dans un 
même plan. 

80. Problème V. — Trouver les traces et indiquer la visibilité d'une courbe dont les projections G,C' 
se confondent [fig. î)0, pi. V). — Considérons les lignes de rappel 1, 2, 3 et 4 ; d'abord la ligne 1 donne 
les points de la courbe («, «'), {a, b'), (a, c'), («', b), {n',c), {b, b'), (b, c'), etc.; la ligne 2 donne un seul 
point d, d'\ les lignes 3 et 4 en donnent chacune plusieurs; on en conclut que la courbe de l'espace 
est formée de diverses parties dont les projections se recouvrent, et qui donnent, en appliquant la 
construction connue (§30), les traces v'i, v'^, y'3, »/*, v's, h^, h^, h^, A4, A5.-— En ce qui concerne la visibilité, 
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remarquons que dans le cas de deux lignes Tune visible^ l'antre cachée, se recouvrant en projection, 
on trace la ligne commune en trait plein ; que par suite on doit tracer en points ronds, les seules 
portions de la ligne donnée n'offrant pas sur les lignes àe rappel qui les rencontrent des points placés 
de part et d'autre de xy. 

81. Problème VI. — Tracer les épures des quarante-trois positions que peut occuper ^ par rapport aux 
plans de projection^ une droite de Vespace. 

On trouvera : 

i" Pour les droites obliques & la ligne de terre et aux plans coordonnés, quatre positions ; 

t" Poui* les droites perpendiculaires à Pun des plans coordonnés, six positions ; 

.*^ Pour les droites parallèles à l'un des plans de projection et obliques à l'autre, six positions ; 

4'' Pour celles qui sont parallèles aux deux plans coordonnés et à une distance arbitraire de chacun 
d'eux, six positions; 

5" Pour celles qui étant parallèles à la ligne de terre sont encore sur l'un des plans bissecteurs 
des dièdres que forment les plans coordonnés, cinq positions; 

G** Pour celles qui sont dans l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par les plans coordonnés, 
quatre positions ; 

7<> Pour celles qui sont perpendiculaires à l'un de ces plans bissecteurs, quatre positions; 

H"* Pour celles qui coupent la ligne de terre, quatre positions ; 

9" Pour celles qui sont perpendiculaires en direction à la ligne de terre, quatre positions. 

82. Problëme VII. — Tracer les épures des vingt-cinq positions que peut occuper un plan par rapport 
aux plans de projection. 

Vous trouverez : 

i<* Deux positions oh le plan est oblique sur les deux plans de projection et sur la ligne de terre ; 

2' Deux positions où le plan est perpendiculaire à Tun des plans coordonnés et oblique à l'autre ; 

3"* Quatre positions où le plan est parallèle à la ligne de terre, et oblique aux plans coordonnés ; 

i"" Quatre positions où le plan est parallèle à la ligue de terre et perpendiculaire à l'un des plans 
bissecteurs des dièdres que forment les plans coordonnés; 

5" Deux positions où le plan passe par la ligne de terre ; 

C" Deux positions où il se confond avec l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par les plans 
coordonnés ; 

7^ Quatre positions où le plan est parallèle à la ligne de terre et perpendiculaire à l'un des plans 
bissecteurs des dièdres que forment les plans coordonnés; 

8* Deux positions où le plan est perpendiculaire à l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par 
les plans de projection; 

O"* Une position où le plan est perpendiculaire à la ligne déterre. 

83. Problème VIII. — Unedfvite de profil passe par un point donné a, a' et rencontre une autre droite 
d,d^ en un point éloigné; oh propose d'achever de la déterminer en çomtruisani^ dans les limites deVépure^ 
les projections d'un second point de cette ligne. — Projetons, parallèlement à d, d' (fig. 91, pi. V) et sur le 
plan bissecteur des dièdres 2 et 4, la droite de profil; son point inaccessible de rencontre avec 
d, d' se projettera à l'intersection SjS^ de celte dernière droite et du plan bissecteur (§ 31), la pro- 
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jetante oblique du point a, a' sera la parallèle à d,d' menée parce point, et, par la rencontre de celte 
parallèle avec le plan bissecteur sur lequel on exécute la projection auxiliaire, on aura la projection 
oblique «, a' d'un second point de la droite de profil; conséqnemment la droite de jonction des 
points {oL,(^), {s, s') sera la projection auxiliaire cherchée. 

Gela fait, prenant, dans une position arbitraire, l'un des points j3, jS' de celte projection, et relevant 
ce point à l'aide d'une parallèle à la direction rf, rf' des projetantes; on aura le pointa, ô' qu'il s'agissait 
de construire. 

84. Problème IX. — Connaissant Vune des projections éCunjyoint situé dam un plan déterminé par les 
projections (jmyp'n'),{p,p') de Vune de ses normales, et de son pied, construire la seconde projection du 
point (fig. 92, pi. V). — Soit donnée, par exemple, la projection verticale m' du point. Afin d'obtenir 
sa projection sur le second plan coordonné, menons pary;,;/ une ligne de front du plan donné qui a 
pour projection horizontale la parallèle à la ligne de terre conduite paryj et pour projection ver- 
ticale la perpendiculaire hp'n' menée par;>' (§ 42). 

Conduisons ensuite par le point M une horizontale du plan: sa projection verticale est immédiate- 
ment déterminée par la parallèle à la ligne de terre conduite par m' ; quant à sa projection sur le 
second plan coordonné, elle doit passer parla projection, sur ce plan, de la rencontre A des lignes 
auxiliaires, point dont la projection verticale est au croisement a' des projections verticales des lignes 
qui déterminent A, et qui se projette horizontalement en a sur la ligne de rappel menée par a' et 
sur la projection correspondante de la droite de front. 

Cela fait, la projection cherchée de l'horizontale se trouve être la perpendiculaire à /?» menée par a, 
et ensuite, la ligne de rappel menée par m' détermine par son croisement m avec cette perpendi- 
culaire le point qu'il fallait construire. 

85. On appelle Hgne de plus grande pente d'un plao, par rapport à l'un des plans de projection, 
les lignes qui, situées dans le plan, sont perpendiculaires à sa trace sur le plan de projection 
considéré. 

Problème X. — Cotmaissant les projections rf, d' de Vune des lignes de plus grande pente d'un plan par 
rapport au plan horizontal , construire les traces de ce plan (fig. 93, pi. V). — Les tracesdu plan passent par 
celles de la droite; déterminons donc ces dernières en v% h ; puis, remarquons que Tangle droit foi mé 
par la ligne de plus grande pente avec la trace horizontale du plan se conservera en projection hori- 
zontale (§ 42), et que, par suite, la trace horizontale cherchée P sera la perpendiculaire à d menée 
par /<; celle trace fournira par sa rencontre avec xy un point a de la seconde trace cherchée, laquelle 
sera donnée par la droite de jonction F' des points a, v', 

86. Problème XL — Connaissant les projections d, rf' d'une des lignes de plus grande pente d'un plan 
par rapport au plan vertical de projection, et la projection horizontale m dunjwint de ce plan, construire la 
seconde projection du point (fig. 94, pi. V). — Conduisons par M une ligne de front du plan : sa projection 
horizontale est la parallèle à la ligne de terre menée par m; pour construire l'autre projection, obser- 
vons que par sa rencontre avec d, d' la ligne de front donne dans l'espace un point dont la projection 
horizontale est en a et qui se projette sur le second plan coordonné en a', à la rencontre de la ligne 
de rappel du point a et de d'; dès lors, la droite de front devant être perpendiculaire à D, on 
obtiendra sa seconde projection en conduisant par a' une perpendiculaire à d' (§ 42). 

Cela fait, comme d'autre part le point M se trouve sur la ligne do front que nous venons de 
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construire, sa projection verticale sera à la rencontre m' de la projection de môme nom de cette ligne 
de la ligne de rappel menée par m. 

87. Problème XII. — Construire k$ traces du plan de deux droites parallèles à la ligne de terre 
{fig, 95, pl.V). — Prenant deux points {a,a')y (è, b') sur les droites données (rf, d'), (rfi, d'i), on cherche 
les traces A, t/ de leur droite de jonction^ et Ton conduit par ces points des parallèles P, P' à la ligue 
de terre, qui sont évidemment les traces cherchées. 

88. Problème XIII. — Trouver les cùnditiom nécessaires et suffisantes pour que deux plans parallèles 
à la ligne de terre soient parallèles entre eux. — Coupant les deux plans par un plan de profil, on voit 
que la condition nécessaire et suffisante pour que les plans soient parallèles est que les deux lignes 
de rencontre soient elles-mêmes parallèles^ ou, ce qui revient au môme, que les distances de la ligne 
de terre aux traces des plans, prises dans le même ordre, soient proportionnelles. 

89. Problème XIV. — Mener par un point donné m,m' un plan parallèle à un plan déterminé par ses 
traces, dans les cas particuliers suivatits: 

i° Sur r épure les traces du plan P, P' et les projections des points m, m' sont respectivement confondues 
[fig. 96, pi. VI). — Menant par les points m, m' une horizontale du plan cherché, dont les projections 
se trouvent être deux lignes qui, passant par m, m\ se dirigent Tune parallèlement à xy, l'autre 
parallèlement à P; on trouve, après avoir construit la trace, verticale t;' de cette ligne, la parallèle 
QQ' à PP', qui n*est autre que les traces confondues du plan cherché. 

2* Le plan donné est conduit par la ligne de terre et par un point a, a' {fig. 97, pi. VI). — En supposant 
le point m, m' quelconque, joignons par une droite a, a' au point b, b' arbitrairement choisi sur la 
ligne de terre ; cette droite de jonction a'6', ab sera dans le plan donné; par suite, sa parallèle menée 
par m, m' donnera, par ses traces v\ h, deux points des traces cherchées, et, en conduisant par ces 
points des parallèles à xy, on aura enfin les traces P, P' qu'il s'agissait de construire. 

90.Problème XV. — Trouver V intersection de deux plans (P, P'), (Q, Q') dont les traces sont en ligne droite 
sur répure {fig. 98, pi. VI). — Les traces de la ligne de rencontre sont confondues en A, v'; consé- 
quemment la droite cherchée est dans un plan de profil, et se trouve déterminée par les points h, v' ; 
ajoutons qu'elle est en outre parallèle au plan bissecteur des dièdres 1 et 3. 

91. Problème XVI. — Trouver la rencontre de deux plans dont les traces de noms différents se confondent 
sur Vépure (fig. 99, pi. VI). — Soient (aP', aQ), («P, aQ') les traces respectivement confondues ; concevons 
qu'on les ait relevées dans leurs positions naturelles, et observons que les droites dédoublées 
(aP', aQ), (aP,aQ') scrout alors respectivement symétriques par rapport au plan bissecteur des dièdres 
2 et 4, et que les plans étant par suite eux-mêmes symétriques par rapport à ce plan bissecteur, 
leur intersection devra se faire dans le plan de symétrie, ce sera donc une droite à projections 
confondues (§ 34) ; d^autre part, comme a est un point de cette rencontre, tout revient à en construire 
un autre ; en vue de ce but, prenons une droite v^h!, vh du plan PaP', et cherchons sa rencontre 
m, m' avec le plan biâsecleur (§ 31), ce sera un point de l'intersection; par suite, la droite de jonction 
des points a, m donnera les projections confondues t, t' de la ligne de rencontre qu'il s'agissait de 
construire. 

92. Problème XVII. — Trouver r intersection de deux plans dont les traces de noms différents sont 
confondues et symétriques par rapport à la ligne de terre {fig. 100, pi. VI). — Soient PaP', QaQ' les deux 
plans donnés; ils son(^ dans le cas considéré, non-seulement symétriquement placés par rapport au 
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plan bissecteur des dièdres 2 et 4 (§ 91), mais ils le sont aussi par rapport au plan de profil du point a; 
les projections de leur ligne de rencontre sont donc sur les traces du plan de profil, et l'un des points de 
cette ligne se trouve en a; quant au second point nécessaireà sa détermination, on roblienlen prenant 
sur les traces du plan de profil, dans une position arbitraire, un point a, a' à projections confondues. 

93. Problème XVIII. — Trouver Vintersection de deux plans déterminés par deux couples de droites dotit 
les projections dé noms différents se confondent sur l'épure (à résoudre). 

94. Problème XIX. — Construire Vintersection de deux plans dont les traces verticales sont parallèles 
{fig, 101, p. 1 VI). — Soient PaP',Q(5Q' les traces des plans; par suite du parallélisme des droites aP', j3Q', 
rinterseclion des plans est une parallèle à chacune des ces deux droites, qui a pour trace horizon- 
tale A, h' y donf la projection horizontale est la parallèle hi à xy menée par A, et dont la projection, 
sur l'autre plan coordonné, n'est autre que la parallèle {h't') à aP' menée par h'. 

95. Problème XX. — Construire rinterseclion de deux plans parallèles à la ligne de terre (/î^.l02,pl. VI), 
— Soient (P, P'), (Q, Q') les traces des plans donnés; pour obtenir leur rencontre, qui est évidemment 
parallèle à xy, déterminons, à l'aide d'un plan auxiliaire vertical H^SR', les projections a, a' d'un point 
de cette intersection, et, afin de compléter la détermination de la ligne cherchée t, i', menons par 
chacun des points a, a' une parallèle kxy. 

96. Problème XXI. — Construire l'intersection de deux plans dont l'un passe par un point donné m, m' 
et par la ligne de terre, l'autre étant parallèle à cette ligne {fig. 103, pi. VI). — Soient P,P' les traces du 
plan parallèle à la ligne de terre; pour obtenir la ligne de rencontre, qui est encore parallèle à xy^ 
construisons, en recourant, comme dans le cas précédent, à un plan auxiliaire vertical RjSR', l'un des 
points de la ligne cherchée : on obtient sur le planP, P' la droite de croisement avec le plan auxiliaire 
en (AV),(A^), sur le plan conduit par xy une droite déterminée par les points m^m' etj3; par la 
rencontre a, a' de ces lignes on a enfin le point cherché. Actuellement les parallèles t, t' à xy menées 
par a et par a' sont les projections demandées. 

97. Problème XXII. — Trouver l'intersection d'un plan passant par la ligne de terre et par un point 
», p'y avec une droite quelconqued^ d' (fig. 104, pi. VI). — Construisons, en plaçant le centre de projection 
en p.p'y la projection centrale sur le plan horizontal coordonné du plan et de la droite ; celle du plan 
se fait sur xy, celle de la droite s'obtient en projetant d'abord l'un quelconque de ses points a, a' en a; 
cela fait, construisant la trace horizontale h de la droite donnée et observant que ce point h 
est à lui-même sa propre projection centrale, on conclut que la droite de jonction des points a, h est 
la projection de la droite donnée. Le point de rencontre «> des projections que nous venons de construire 
donne la projection centrale du point cherché; par suite, la projetante de ce poiut pwypw^ donnera 
à son tour, par sa rencontre avec la droite d, d\ le point o, o' qu'il s'agissait de construire^ et, si 
répurc est exactement faite, les points o, o' devront appartenir è la m^me ligne de rappel. 

On peut, en conservant le centre de projection /),p', prendre pour plan auxiliaire de projection le 
plan bissecteur des dièdres 2 et 4, la projection centrale du plan donné est encore sur xy ; pour 
trouver celle de la droite il suffit d'opérer sur deux de ses points, nous choisirons d'abord son point 
de rencontre S, i^ avec le plan bissecteur auxiliaire qui est à lui-môme sa propre projection, ensuite 
le point a^u'y dont la projection centrale se fait en ai,ai] la projection centrale de la droite s'ob- 
tiendra enjoignant entre eux les points (^,^), (ai, o'i), et le point de croisement de cette droite avec 
xy donnera la projection centrale tù du point cherché, on en déduira, comme nous l'avons déjà fait 
dans le premier tracé, les projections orthogonales Oyo' de ce point. 
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Nous aurions pu construire rintersection à Taidc du plan vertical projetant de la droite donnée^ 
et en nous conformant à la mélhode générale précédemment expliquée, mais, bien que la construction 
ainsi faite n'eût pas été plus longue, nous lui avons préféré le procédé particulier qui vient d'être 
expliqué, aûn d*en indiquer le principe au lecteur. 

98. Problème XXIII. — Comtruire rintersection (Tmie droite dont les projections se confondent et d'un 
plan quelconque {fig. 105, pi. VI). — Soient (âf,d'), (PaP')les projections confondues de la droite et les 
traces du plan ; employons, en adoptant le plan bissecteur des dièdres 2 et 4 comme plan auxiliaire, la 
méthode générale qui sert à construire rintersection d'une droite et d'un plan : pour obtenir la ren- 
contre du plan PaP' et du plan bissecteur auxiliaire observons que a en est un premier point et, afin 
d'en obtenir un second, traçons une droite vh^v'h' du plan donné, qui, par la rencontre m^m' de ses 
projections, fournit le second point cherché (§31); rintersection des plans se projette donc suivant 
les lignes confondues am, aW. Gela fait, la rencontre de orn et de la droite donnée d, d! détermine 
le point 0, o' qu'il fallait construire. 

99. Problème XXIV. — Cofistruire la rencontre d'un plan défini par Tune de ses lignes déplus grande 
pente p,p' par rapport au plan vertical, et d'une droite c?, d parallèle à la ligne de terre (fig. 106, pi. VI). 

Employons comme plan auxiliaire le plan de front conduitparrf,d', qui rencontre />,p' au point 
û, a', et le plan donné suivant une ligne de front de ce plan passant par a, a\ laquelle se projette ver- 
ticalement, suivant la perpendiculaire a'f\ à la droite a' p' menée par a' (§ 42) et horizontalement en 
af sur la trace d du plan auxiliaire. On en déduit par la rencontre des droites (rf, d') et (a/*, a'f) le 
point de croisement cherché o, o' de la droite et du plan. 

• 100. Problème XXV. — Conduire par un point r», m' une droite rencontrant deux droites données 
(d,d'), {di,d\) dans les cas partictdicrs suivants: 

l*» Lesdroites [d, d'], (rfi, d' ^ sont respectivement placées sur chacun des plans de projection (/î^. 107, pi. VI). 
Construisons la projection centrale des lignes données sur le plan vertical de projection, par exemple, 
en ayant soin de placer le centre de projection au point donné m, m'; dans ces conditions, la projetante 
commune sera la ligne cherchée : «f est à elle-même sa propre projection centrale, quant à celle 
de rfi, en prenant la trace verticale v' de cette ligne, on en a un premier point; pour en trouver un 
second on a pris, sur notre épure, la projection « du point à l'infini a^ de la droite considérée. 

La droite de jonction v'v. des points que nous venons de construire rencontre d' en o' ; par consé- 
quent, la projetante commune mo.m'o' n'est autre que la ligne cherchée, et l'épure devra offrir cette 
vérification que les projections de la droite trouvée devront rencontrer celles de Di en deux points 
A, h' placés sur une môme ligne de rappel. 

2* Les droites {dyd'), (rfi,d'i) sont dans deux plans de profil et se trouvent déterminées par leurs traces 
horizontales {h, A'), (hu h\) et par un point de chacune d'elles (a, a'), («i, a'i) (A^.iOS, pl.Vl) . — Nous allons 
projeter, conformément au procédé qui vient d'être expliqué, les deux droites sur le plan horizontal 
en adoptant pour centre de projection le point donné m,7n'; les points A, A, sont à eux-mêmes leurs 
propres projections ; («,«'), (ai, «M ont pour projections respectives a,<ii,etles droites se projettent 

suivant aA, aiAi. 

La rencontre de ces projections donne le point c* dont la projection verticale se fait en »' sur xy\ 
on en déduit la projetante commune «m, «'m', qui n'est autre que la ligne cherchée. 
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CHAPITRE IV 



DES MÉTHODES 



101. Parmi les dispositions diverses que peuvent présenter les données d'un problème, par rapport 
aux plans coordonnés auxquels on les rapporte, il en est au moins une, sauf pour un très-petit 
nombre de cas, pour laquelle les valeurs des inconnues se manifestent immédiatement sur les plans 
de projection; effectivement, veu t- on trouver : 

1"* La distance de deux points. — Donnant à leur droite de jonction une position parallèle à l'un des 
plans coordonnés, on a, par la distance de leurs projections sur ce plan, la valeur de l'inconnue. 

2<» L intersection de deux plans. — Prenant l'un de ces plans pour plan de projection, la trace de 
l'autre sur le premier détermine la ligne de croisement cherchée. 

3** L* intersection d'wie droite et d'un plan. — En plaçant la droite sur l'un des plans coordonnés, on 
trouve, par sa rencontre avec la trace correspondante du plan, le point de croisement cherché. 

4^ La distance d'un point à un plan. — Donnant au plan PaP' une position perpendiculaire au plan 
vertical coordonné {fig. 109, pl.VI), etau point une position quelconque m, m', l'inconnue a pour projec- 
tions les droites m'q\ mq menées respectivement des projections du point perpendiculairement aux 
traces du plan, et limitées d'une part aux points m, m'y de l'autre : sur le plan vertical, au pied q' de la 
perpendiculaire à aP\ sur le plan horizontal, au point de rencontre q de la ligne de rappel du point 
q^ et de la perpendiculaire à «P. 

La droite ainsi trouvée étant parallèle au plan vertical se voit en vraie grandeur sur ce plan 
en m'y'. 

h"" La distance d'un point aune droite. — Si, le point m^m' étant quelconque, on prend la droite 
dans une position d^d' perpendiculaire au plan horizontal (fig. 110, pi. VI), la distance est immé- 
diatement donnée par la droite de jonction des points m, d. 

6* La vraie grandeur d'une figure plam. — En donnante la figure une position parallèle à l'un 
des plans coordonnés, sa projection sur ce plan fournit la vraie grandeur qu*il s'agissait de déter- 
miner (§ 25). 

7^ L'angle de deux plans, — Prenant leur intersection dans une position perpendiculaire à l'un 
des plans coordonnés, leurs traces sur ce plan font entre elles le rectiligne du dièdre cherché, etc. 

On est conduit, par l'examen de ces problèmes, à reconnaître la possibilité de réduire un très-grand 
nombre de questions à quatre problèmes fondamentaux, permettant de faire occuper aux données 
des positions particulières pour lesquelles les valeurs des inconnues se mettent en évidence sans 
difûculté sur les plans coordonnés. Ces problèmes sont les suivants : 

Problème I. — Rendre une droite parallèle à l'un des plans coordonnés. 

Problème II. — Rendre une droite perpendiculaire à Vun des plans coordonnés. 

Problème IIL — Rendre un plan perpendiculaire à tun des plans coordonnés. 
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Problème IV. — Rendre un plan parallèle à l*un des plans coordonnés. 

Pour résoudre ces quatre questions on peut, laissant flxes les figures, déplacer les plans de 
projection; on est ainsi conduit à la méthode des changements de plans de projection^ ou bien, laissant à 
leur tour les plans coordonnés dans leur première position, imprimer aux figures des mouvements 
de rotation autour de certains axes, ce qui conduit à la méthode des mouvements de rotation; quand, 
enfin, la figure est plane, on peut trouver sa vraie grandeur en la faisant tourner autour d'une 
horizontale ou d'une ligne de front de son plan pour la rendre parallèle soit au plan horizontal, 
soit au plan vertical : on dit alors qu'on la rabat sur un plan horizontal ou sur un plan vertical de 
front : de là résulte la méthode des rabattements. 



CHANGEMENTS DE PLANS DE PROJECTION 

102. Notations. — Les lignes de terre seront désignées par les lettres x, y avec un indice égal au 
nombre des changements efi'ectués; ces lettres conserveront leurs positions habituelles par rapport au 
spectateur, que l'on supposera toujours placé dans Tangle 1 et dans la position précédemment 
indiquée (§ 15) ; quant aux projections des points et aux traces des plans, on les désignera, sur les 
divers plans coordonnés, par les mêmes lettres, que l'on affectera encore d'un indice égal au nombre 
ttes changements efl'ectués. • 

103. Problème L — Changer de plan vertical par rapport à un point (fig. 111 et 112, pi. Vi). — 
Soient m, m' les projections du point dans le système primitif de plans coordonnés, et Xiyi la nou- 
velle ligne de terre qui, si l'on suppose que les plans coordonnés sont toujours rectangulaires, déter- 
mine le nouveau plan vertical de projection* 

Dans le nouveau système la projection horizontale m du point donné se conservera, ainsi que la 
grandeur et le sens de la cote m' /a du point considéré; il en résulte que la nouvelle projection verticale 
cherchée sera sur une perpendiculaire à la ligne de terre^ au-dessus de cette ligne, et en un point m'i, 
obtenu en reportant la longueur m'^i en m'ipi. 

Dans un problème d'application, il y aurait lieu d'examiner préalablement celle des figures 111 
ou 1 12 qui donnerait la disposition la plus favorable au point de vue de la clarté des tracés. 

104. Problème II. — Changer de plan horizontal par rapport à un point (à résoudre). 

105. Problème IIL — Changer de plan vertical par rapport à une droite. 

Solution générale. — Il suffit de faire le changement par rapport à deux points de la droite; on 
peut, quand la disposition des données le permet, simplifier la construction en adoptant pour l'un 
des points la trace horizontale de la droite. 

Soient d,d' les projections de la droite {fig. 113, pi. VI) et Xii/i la nouvelle ligne de terre; prenons 
la trace horizontale A, A' de d^ d' dans le système primitif, et projetons-la en h'i sur le nouveau 
plan vertical ; plaçons ensuite dans une position arbitraire, sur la droite donnée, un point m^ m' et 
projetons-le à son tour, d'après la méthode du paragraphe précédent, en m'i, sur le nouveau plan 
vertical ; la droite de jonction des points h'im\ sera la ligne qu'il s'agissait de construire. 

106. Problème IV. — Changer de plan horvumial par rapport à une droite {k résoudre). 

GÉOM^T. DKSCRIPTIVi:. I. — 5 



ÎJi TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE . 

107. Problème V. — Changer de plan vertical par rapport à un plan. 

Solution générale. — Il suffit de faire le changement par rapport à trois points, ou à une droite et 
à un point, ou bien enfin par rapport à deux droites du plan donné. 

Premier tracé f^^-. il4, pl.VI). — Soient PaP' le plan donné eix^y^ la nouvelle ligne de terre; nous 
ferons le changement à Taide de deux droites du plan : Tune sera sa trace horizontale, et l'autre une 
de ses horizontales ; la trace P est commune aux deux systèmes de plans coordonnés ; l'autre droite 
sera déterminée simplement par sa projection horizontale k; on en déduira d'abord dans le système 
primitif la trace verticale i;' de cette ligne, et ensuite, dans le système nouveau, sa trace verticale t' 
dont la projection horizontale sera à la rencontre t de Xiyi et de A, et qui s'obtiendra en portant, sur 
la ligne de rappel' menée par le point t perpendiculairement à Xi^i, la longueur tt' égaie à la cote w' 
commune aux divers points de l'horizontale dans les deux systèmes de plans coordonnés» 

Alors, la droite de jonction du point i' au point de croisement p des lignes P, x^yi donne la trace 
P'i du plan sur le nouveau plan vertical de projection. 

Deuxième tracé (fig. 115, pl.VI). — Soient PaP' le plan et Xiyi la nouvelle ligne de terre; la 
trace horizontale P est commune aux deux systèmes, et Ton a, par sa rencontre avec Xiy^ l'un des 
points |3 de la trace verticale cherchée. 

Tout se borne alors à consiruire un second point de cette trace ; pour le faire, il est avantageux, 
quand la disposition des données le permet, de recourir au point de rencontre des deux traces verti- 
cales du plan donné, c'est-à-dire au point de rencontre de l'ancien plan vertical, du nouveau et du 
plan PaP', point que l'on peut déterminer, dans le premier système de plans coordonnés, en y prenant 
la rencontre des traces verticales du plan PaP' et du nouveau plan vertical; celle du premier plan 
s'y fait en aP', celle dti nouveau plan vertical est la verticale vv' du point de croisement des lignes 
de terre, v' est donc, dans le système primitif de plans coordonnés, le point commun aux deux traces 
verticales du plan PaP'; en faisant un changement de plan par rapport à ce point, on trouve, sur 
une perpendiculaire à Xiyi menée pare;, et à une distance de ce point égale à la cote vv' du point v^, 
la nouvelle projection v'i du point de rencontre des traces verticales: dès lors, la droite de jonction 
des points ^v'i donne la trace verticale nouvelle P'i qu'il s'agissait de construire. 

108. Problème VI. — Changer de plan horizontal par rapport à un plan (à résoudre). 

m 

109. Problème VII. — Rendre une droite dyd' parallèle au plan vertical {fig. 116, pi. VII), — Il suffit de 
prendre la nouvelle ligne de terre Xtyi parallèle à la projection horizontale d (§ 34, 3**) et de chercher 
ensuite, suivant la méthode déjà expliquée (§ 105), la nouvelle projection d'i de la droite donnée ; 
après avoir construit la trace horizontale h de d^ d'^ on la projettera verticalement sur xiyi en h\ et 
l'on exécutera le changement de plan par rapport à l'un quelconque m, m' des points de la droite 
donnée; la droite de jonction des points A'i,fw'i sera la projection cherchée. 

110. Problème VIII. — Rendreune droite d, d' perpendiculaire au plan horizontal {fig. 117, pi. VII). — 
On rend d'abord, en appliquent le tracé du précédent paragraphe, ladroite parallèle au plan vertical ; 
reportons donc, pour la simplicité de la figure, les résultats de l'épure précédente sur la figuie 
actuelle; soient |x,yi la ligne de terre et d\d les' projections de la droite aprèsj qu'on l'a rendue 
parallèle au plan vertical. 
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Gela fait, adoptons une ligne de terre nouvelle x^y^ perpendiculaire à d\, et changeons le plan 
horizontal : la projection verticale d\ se conserve^ ainsi que Téloignement des divers points de la 
droite; conséquemment la nouvelle projection horizontale d^de D, qui se réduit à un point, s'obtient 
en reportant la distance hh\ en M^ sur le prolongement de la droite (f i. 

m. Problème IX. — Amener un plan PaP' à être perpendiculaire au plan vertical (figAiS, pi. VII). — 
On prend la nouvelle ligne de terre Xjyi perpendiculaire à la trace horizontale aP du plan donné (§49), 
et, en appliquant Tune des solutions du paragraphe 107, Ton effectue le changement de plan. 

112. Problème X. — Amener un plan à êtî^e parallèle au plan horizontal (fig. 119, pi. VII). — Amenons 
d'abord, par le procédé du paragraphe précédent, le plan dans une position perpendiculaire au plan 
vertical ; 'soient Xi^i la nouvelle ligne de terr^ et Pj3P'i les traces du plan après ce premier changement 

Actuellement, afin de rendre le plan donné parallèle au nouveau plan coordonné, changeons le 
plan horizontal en prenant la nouvelle ligne de terre x^ji/i parallèle à P'i; les traces du plan donné 
seront alors : sur le plan vertical la droite P'i commune aux deux systèmes de plans de projection, 
sur l'autre plan de projection la droite à Tinfini du plan donné. 

Remarque. — Quand on change le plan horizontal ou lorsque on veut, après avoir changé ce plan, 
changer encore le plan vertical, les plans coordonnés cessent d'être respectivement perpendiculaires 
ou parallèles à la direction du fil à plomb ; néanmoins^ pour éviter les circonlocutions et par analogie, 
on continue à considérer le nouveau système comme formé d'un plan vertical et d'un second plan 
horizontal. 

Nous prendrons comme exemple de l'application de la méthode des changements de plans de 
projection la question qui suit. 

113. Application. — Trouver Vangle de deux plans déterminés par leur intersection et par un point de 
chacun d'eux. — Soient t, i' les projections de l'intersection et (m, m'), (n, n') celles des points donnés 
{fig, 120, pi. VII). Afin de mettre en évidence sur le plan horizontal le rectiligne de l'angle cherché, 
rendons l'intersection i, i' perpendiculaire à ce plan coordonné (§101, 7* et § 110); en vue de ce but, 
plaçons d'abord la droite t, i' dans le plan vertical en prenant la ligne de terre Xiyx sur la projection 
horizontale t de cette droite, et, par la méthode connue, changeons le plan vertical : on obtient la 
nouvelle projection verticale i\ de la droite donnée en remarquant que sa trace horizontale h est à 
elle-même sa propre projection sur le nouveau plan, puis en effectuant le changement pour sa trace 
verticale i;', qui vient en v\ ; quant aux points (m, m'), (n, n'), si Ton trace par chacune de leurs projec- 
tions horizontales des perpendiculaires à x^y^ et que Ton prenne sur ces lignes ^im'i =yLm\ viw'i, = vw', 
les points m'i, n\ ainsi trouvés donneront leurs nouvelles projections. 

Actuellement, prenons une ligne de terre x^^ perpendiculaire à tV et changeons le plan horizontal : 
la droite donnée est, dans le système actuel de plans coordonnés, sur le plan vertical et perpendicu- 
laire au plan horizontal ; sa projection horizontale se réduit donc au point de croisement i^ des droites 
l'i, xayaj quant aux points, ils se trouvent en m^, w.2, sur des perpendiculaires kxiy^ menées par m'i,n'j 
et à des distances fA2m2,v.2n2 de cette ligne respectivement égales aux éloignements w^j, nvi de ces 
points dans le système précédent de plans coordonnés. 

Les plans donnés ont alors pour trace verticale commune la droite t'i et pour traces horizontales 
les droites i^^, i^n^i l'espace angulaire a compris entre ces dernières a même mesure que celui des 
plans donnés. 
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114. Pendaot le mouvement de rotation d'une figure autour d*un âxe, chaque point décrit un 
arc de cercle dont le plan est perpendiculaire à Taxe, dont le centre est le pied de la perpendicu- ^ 
laire menée du point sur Taxe, et dont le rayon est égal à la portion de cette perpendiculaire comprise 
entre le poiat considéré et Taxe; il importe donc, si l'on veut éviter une grande complication des 
tracés, de choisir les axes dans des positions perpendiculaires à l'un des plans coordonnés : effective- 
ment, pour ces seules positions, l'une des projections des arcs parcourus par les divers points du 
système se fait en vraie grandeur, tandis que la seconde se réduit à une droite. 

115. Problème I. — Faire ^ tourner un point d'une quantité angulaire a autour d'un axe vertical et 
dans un sens donné {fig, 121, pi. VII). — Soient (z,z'),(m, m') les projections de l'axe et du point, 
soit encore u la flèche indiquant le sens de la rotation que l'on veut effectuer. Dans le mouvement, 
le point décrit un arc qui se projette: 1° en vraie grandeur sur le plan horizontal, et â"" suivant 
une droite parallèle à xy sur le plan vertical. Il est donc facile de figurer ces deux projections en 
décrivant d'abord du point z comme centre avec zm pour rayon un arc de cercle, et en conduisant 
ensuite une parallèle à xy par m ; la position finale du point mobile aura sa projection horizontale 
à la rencontre mi de l'arc de cercle que l'on vient de tracer et du rayon zmi, qui fait avec zm l'angle a 
compté dans le sens de la flèche u; pour construire la projection verticale du point, ou prendra 
simplement la rencontre m'i de la ligne de rappel du point mi et de la projection verticale de l'arc 
de cercle ; les projections cherchées sont donc mi, m't. 

116. Problème II. — Faire tourner une droite d*une quantité angulaire a autour d'un axe vertical et 
dans un sens donné {fig. 122, pi. VII). — Soient {d, d')^ (z, z') les projections de la droite et de Taxe. 
Pour faire tourner la droite dyd' on fait tourner deux de ses points à l'aide du procédé expliqué 
dans le précédent paragraphe. 

Premier tracé. — Opérons sur deux points de la droite équidistants de l'axe; à cet effet, décri- 
vons sur le plan horizontal, avec un rayon suffisamment grande un arc de cercle de centre z, et 
appliquons le tracé expliqué plus haut aux points A, B de la droite D dont les projections horizontales 
sont sur ce cercle; ces points (a, a'), (6, b') viennent en (ai, a'i), (^i, A'i) ; donc, après le mouvement, la 
ligne donnée se projette suivant les droites de jonction diy d\ des points (ai, (j), (a\^ 6'i). 

Le second tracé s'appuie sur. la détermination de la plus courte. distance de deux droites dans un 
cas particulier important; nous allons donc, avant d'aborder la seconde solution du présent problème, 
résoudre cette question. 

117. Problème. — Déterminer la plus œurte distance de deux droites (rf, d'), {diyd\) dont Vuneest 
perpendiculaire à Vun des plansde projection (Jig, 123, pi. Vil). — La plus courte distance est perpendicu- 
laire à chacnne des droites données; comme perpendiculaire à e/i, d\f elle est horizontale, et forme 
donc avec d,d' un angle droit dont l'un des côtés est parallèle au plan horizontal de projection et 
dont la projection sur ce plan doit, par suite, se faire en vraie grandeur (§ 42) ; d'autre part. 
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la commune, perpendiculaire devant s^appuyer sur la droite rfi, rf'i se projettera horizontalement 
suivant une droite passant au point (/i; conséquemment, cette projection n*est autre que la perpendi- 
culaire did menée du point dt sur la droite d ; la ligne de rappel du point a donne, par sa rencontre 
avec d'y la projection verticale a' de Tun des pieds de la plus courte distance, et la seconde projection 
de cette ligne sera la parallèle a'b' à la ligne de terre passant par a'. En somme, nous avons trouvé 
les projections ab, a'b' de la plus courte distance et sa vraie grandeur ab. 

Quand la droite d, d' est de front, le problème se résout de même, et, sans reproduire le raisonne- 
ment, nous avons indiqué les constructions relatives à cette hypothèse particulière sur la figure 134: 
les projections de la plus courte distance y sont données par dia sur le plan horizontal, et, sur le plan 
vertical, par les points confondus a' y b' ; quant à la vraie grandeur, on Ta sur le plan horizontal 
en dio. 

Cela dit, revenons au problème de la rotation d'une droite (dy d')y autour d'un axe (z,z'), dans le 
sens indiqué par la flèche u (fig. 125, pi. VII). Pour cet effet construisons d'abord la plus courte 
distance za^ a'b' des droites données, puis faisons tourner d'une quantité angulaire a le pied a^ a' de 
cette ligne sur la droite dy d' ainsi que la trace horizontale 0,6' de cette dernière (§115); la plus 
courte distance conserve dans le mouvement sa longueur, par conséquent les projections horizon- 
tales des diverses positions de la droite mobile sont constamment tangentes au cercle que décrit le 
point a ; on en conclut que la nouvelle projection d^ de la droite D s'obtient en prenant la position 
01, a'i du point a, a' après sa rotation, exécutées suivant le procédé du paragraphe précédent, et en 
conduisant ensuite par a^ la tangente à l'arc de cercle que décrit le point a, a'. Quant à la pro- 
jection verticale de la droite rf, d' dans sa nouvelle position, on observe que a'i en est un point, et 
que la trace horizontale d de la droite d, d' vient en 0], sur un arc de cercle de centre z passant par 6, 
et sur la droite dû dès lors, en prenant la projection verticale 6'i de cette trace, on a par la droite 
de jonction des points G't, a'^ la projection verticale cherchée. 

118. Problème III. — Faire tourner un plan P|3P' autour d'un axe vertical z, z' d^un angle donné a et 
dans un sens donné {fig. 126, pi. VU). — U suffit de faire tourner trois points, ou une droite et un 
point, ou encore deux droites, du plan considéré. Nous choisirons, par exemple, la trace horizontale P 
et le point de rencontre du plan P|9P' avec l'axe 2, z' ; pour obtenir ce point de rencontre, condui- 
sons l'horizontale du plan PpP' dont la projection horizontale h passe au point z : sa trace verticale- 
est à la rencontre v' de P' et de la ligne de rappel du point d*intersection v des droites h, xy, et sa 
projection verticale h' s'obtient en conduisant par v' une parallèle à xy. Gela fait, la rencontre de 
cette horizontale et de Taxe z, z' donne le point z, a' où le plan PpP' perce l'axe z, z'. 

Maintenant nous devons faire tourner la droite |3P autour de z, z', dans le sens de la flèche u, de 
Tangle donné a; pendant ce mouvement, cette droite est constamment tangente au cercle décrit de z 
comme centre, avec la distance zp du point z à la droite pour rayon, et, lorsque le point p a tourné 
de Tangle a pour prendre la position pt, elle vient se placer sur la tangente P| au cercle. Actuelle- 
ment, le problème se réduit à construire les traces du plan conduit par la droite Pi et par le point 
fixe Zya'\ à cet effet, menons par ce dernier point une horizontale du plan cherché, sa projection 
horizontale est la parallèle à Pi menée par z; quant à sa projection verticale, elle se confond avec h'; 

# 

on en déduit, en construisant la trace verticale /'.de cette ligne, un point de la trace cherchée; d'ail- 
leurs la rencontre Pi des droites Pi, xy fin donne un autre, par conséquent la droite de jonction 
des points |3i, t' fournit la trace P'i qu'il s'agissait de construire. 
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119. Problème IV. — Amener une droite à être parallèle au plan vertical {fig. 127, pL VII). — Soient 
d,€[ les^ projections de la droite donnée; adoptons un axe jde rotation vertical z,z\ et, pour résoudre 
la question, construisons la plus courte dislance za, a'o' de la droite et de Taxe; pendant le mouve- 
ment la projection horizontale de la droite donnée se maintient tangente au cercle de centre z et 
de rayon za; on aura donc la position finale de cette projection horizontale en menant à ce cercle 
une tangente d^ parallèle à xy. Après le mouvement a, a' vient en a^, â'i, et la trace horizontale 6,6' de 
la droite d, d' arrive en Oi, 6\ (§ 117); on en déduit que la droite de jonction des points 6'i, à\ n'est 
autre que la projection verticale d\ qu'il s'agissait de construire. 

120. Problème V. — Rendre une droite perpendiculaire au plan hof^zontal (fig. 128, pi. VII). — Tout 
d'abord, par le procédé du précédent paragraphe, on rend la droite parallèle au plan vertical; soient 
diyd'i les projections de la droite donnée, après ce premier mouvement ; faisons-la maintenant tourner 
autour d'un axe Zi, z'i perpendiculaire au plan vertical, afin de rendre sa projection verticale perpendi- 
culaire à la ligne de terre; pendant la rotation, cette projection verticale reste constamment tan- 
gente à l'arc de cercle de centre z'i dont le rayon est égal à la longueur de la perpendiculaire z\p\ 
abaissée de z'i sur d\ : elle vient donc s'arrêter sur la droite d'^, obtenue en menant à cet arc l'une 
de ses tangentes verticales, et, comme l'éloignement des divers points de la droite ne varie pas, sa 
nouvelle projection horizontale, qui se réduit à un point, se trouve à la rencontre rf.2 de la droite d'^ 
prolongée et de d^. 

121. Problème VI. — Rendre un plan perpendiculaire au plan vertical {fig. 129, pi. VII). — Soient 
àV le plan donnée en adoptant un axe z,z' perpendiculaire au plan horizontal, faisons-le tourner de 

manière à amener sa trace en P| sur l'une des perpendiculaires à xy tangentes au cercle décrit par 
le pied p de la perpendiculaire abaissée du point z sur aP ; Pi sera la nouvelle trace horizontale du 
plan cherché, lequel sera à son tour déterminé dès que nous connaîtrons les projections de l'un de 
ses points extérieurs à sa trace horizontale; à cet effet, prenons la rencontre de l'axe zz' et du plan 
donné à l'aide de Thorizontale de ce plan qui rencontre l'axe, la projection horizontale de cette 
ligne est la parallèle hkP menée par 2, sa trace verticale t/ se trouve tout à la fois sur la perpendi- 
culaire à xy passant par la rencontre v de cette ligne et de h, et sur la trace P' du plan; par suite, 
la projection verticale de l'horizontale est donnée par la parallèle à xy menée par t;', au point de 
.croisement 0' de cette ligne et de z', on a enfin la projection verticale du point cherché, sa projection 
horizontale est en z. 

Le plan est maintenant déterminé par la droite P| et par l'un de ses points 0, 0'] la rencontre ai de 
Pi avec xy est un point de sa trace verticale ; d'ailleurs le plan étant perpendiculaire au plan vertical, 
les projections de ses divers points sur ce plan coordonné appartiennent toutes à la trace cherchée; 
par conséquent la droite de jonction des points| «i, 0' donne la trace verticale P'i du plan après son 
déplacement. 

122. Problème VII. — Faire en sorte qu'un plan devienne parallèle au plan horizontal {fig. 130, pl.VIl). 
— Par un premier mouvement de rotation, en appliquant le procédé du paragraphe précédent, on 
déplace le plan donné de manière à l'amener à être perpendiculaire au plan vertical; soient Pia|P^ 
le plan ainsi déplacé; imprimons-lui un second mouvement de rotation autour d'un axe 2i,z'i per- 
pendiculaire au plan vertical, sa trace verticale se meut en restant tangente au cercle de centre z' 
et de rayon égal à la distance du centre à la droite Pi; si nous l'arrêtons sur Tune des deux tangentes 
à cet arc parallèle à la ligne de terre, en P'3 par exemple, nous aurons la trace verticale du plan 
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rendu parallèle au plan horizontal ; dans cette position, sa trace horizontale est donnée par la droite 
k l'infini du plan considéré. 

123. Application. — Déterminer la plus courte distance d*une droite quelconque d^ d' et de la ligne de 
terre (fig. 131, pi. VII). — Rendons, afin d'appliquer le tracé précédemment expliqué (§ 117), la ligne 
de terre perpendiculaire au plan vertical, en la faisant tourner autour d'un axe z, z' perpendiculaire 
au plan horizontal conduit par la trace verticale t' de la droite d, d'\ cet axe offre la particularité de 
s'appuyer à la fois sur chacune des droites données; par suite, dans la rotation ces points communs 
t\ z' et z seront fixes, conséquemment on trouvera après le mouvement : pour la ligne de terre, la 
perpendiculaire zy^ à xy menée par z; pour la droite d^d^ une projection horizontale di perpendicu- 
laire à d^ attendu que cette droite doit, comme la ligne de terre, tourner de 90 degrés. En ce qui 
concerne la projection verticale de la droite qui nous occupe, nous observerons que sa trace horizon- 
tale d, 6' fait un quart de révolution et vient se projeter en Oi, Oi', et comme d'autre part /' se main- 
tient fixe, la projection verticale cherchée n'est autre que la droite de jonction des points 6'i, /'. 

Cela fait, par l'application du tracé du paragraphe précité, on obtient, en conduisant par z la per- 
pendiculaire za'i à la droite d'^ : et la projection verticale de la plus courte distance et sa vraie gran- 
deur. La projection horizontale de cette ligne se trouve aisément en menant la ligne de rappel 
du point a'j, déterminant le point ^i, et en conduisant par ce dernier point la parallèle a^bi à xy. 

Si l'on veut non-seulement la vraie grandeur de la plus courte distance mais encore ses projections, 

il faut ramener la figure sur sa position initiale en entraînant la droite ai^i, c^J)^i : le point ^i,6'i 

décrira un quart de cercle et viendra en 6, b' ; de même ai,â'], après avoir également décrit un quart 
de cercle, se placera en a, a'. 

Si l'épure est exactement faite, attendu que la plus courte distance est perpendiculaire à la ligne 

de terre, on devra trouver pour la commune perpendiculaire ab^ a'b^ une droite de profil. 



MÉTHODE DES RABATTEMENTS , 

124. Gomme nous l'avons dit plus haut, la méthode des rabattements a pour but: 1* de donner 
les tracés nécessaires à la détermination des figures planes en vraie grandeur ; et 2^ de fournir inver- 
sement, lorsque l'épure peut se réduire à projeter une figure dont le tracé est indiqué en géométrie 
plane, le moyen de l'exécuter, quelle que soit la position du plan de la figure considérée. 

Cette méthode se réduit à appliquer un petit nombre de constructions que nous allons indiquer. 

125. Problème. — Trouver le rabattement d'un point autour d'un axe horizontal, et réciproquement, 
le rabattement d'un point étant donné, déterminer ses projections. 

Solution générale. — Soient M et H le point et l'axe donnés {fig. 132, pi. VU), conduisons par H 
un plan horizontal P, et, afin de rabattre le point M sur ce plan, menons la perpendiculaire Mm àP; 
du pied m de cette ligne abaissons une perpendiculaire-mpi à la charnière H, la droite de jonction du 
point M au pied pi de la dernière perpendiculaire sera, d'après le théorème des trois perpendiculaires, 
également perpendiculaire à la charnière H; par suite, après le rabattement, la droite M/x se placera 
en Méfx, sur le prolongement de m^i, à une distance du point yL égale à l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle dont les côtés de l'angle droit sont, l'un myL, l'autre la différence Mm des cotes du point 
donné et de l'axe qui sert de charnière dans le rabattement de la figure. 



40 TRAITÉ DE GÉOMËTRIE DESCRIPTIVE 

Rexarquc. — Lorsque la charnière n*est pas placée dans l'un des plans coordonnés, on construit la 
projection du rabattement et non le rabattement lui-même; mais, pour éviter les circonlocutions, on 
considère cette projection comme étant le rabattement ; elle peut en effet le remplacer, car elle lui 
est égale et offre son orientation, c'est le rabattement déplacé parallèlement à lui-môme suivant une 
direction perpendiculaire à son plan. 

126. Affinité. — On dit qu'il y a affinité entre deux figures A, B, C,..., a, 6, c,..., quand pour une 
même abscisse les ordonnées des points de ces figures sont âans un rapport constant (/î^. 133, 
pi. VII); d'après cette définition, en adoptant des axes quelconques xoy on doit avoir: 

aa bp cy 
la constante k est le rapport d'affinité, et le point à l'infini des ordonnées s'appelle le centre d'affinité. 

127. Théorème. — Il y a affinité entre la projection orthogonale éCune figure plane et son rabattement 
sur le plan de projection. 

En reprenant la figure 132 et en supposant que M est un point quelconque de la figure considérée 

nous aurons 

miL m^ 

— = i7 — — COS a. 

Or, l'angle a mesurant Tinclinaison du plan de la figure et de son plan de projection est constant; 
on en déduit que, pour une même abscisse, comptée sur la charnière, les ordonnées m^, Mii^ d'un 
point de la projection et de son rabattement, comptées sur une perpendiculaire à la charnière, sont 
dans un rapport conslant, il y a donc affinité, et le rapport d'affinité est égal au cosinus de l'angle du 
plan de la figure de l'espace et du plan de projection. 

En ce qui concerne le centre d'affinité, on voit que ce point esta l'infini sur une perpendiculaire 
à la charnière. 

ÉPUHES DU RABATTEMENT D'UN POINT 

128. Premier tracé. — Soient (m, m') les projections du point que l'on veut rabattre autour de l'axe 
hyh'ifig. 134, pi. VII). 

Cherchons d'abord la distance du point M à la charnière; elle est donnée (§ 125, sol. génér.) par 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit la différence de cote n'm' entre 
le point M et la charnière H, et la distance mii du point m à A. Dans le but d'obtenir la grandeur de 
cette hypoténuse construisons un rabattement auxiliaire, en faisant tourner le triangle rectangle Mm/x 
de l'espace autour de la droite m^ prise pour charnière: menant du point rn la perpendiculaire à m^ 
et prenant mWi = m'n', la droite de jonction des points M'\yL sera la projection en vraie grandeur du 
rabattement de l'hypoténuse. 

Actuellement exécutons le rabattement principal, en faisant tourner M autour de H, la projection 
horizontale du rabattement de ce point se placera sur le prolongement de la droite w^ (§ 126, sol. 
génér.) à une distance du point ii égale à jaM'^i, que Ton reportera en ^Mi, par un arc de cercle : 
Ml est le point cherché. 

Remarques. — Pour un problème d'application, on a en général à rabattre plusieurs points simul- 
tanément, on peut alors simplifier les tracés à l'aide des remarques suivantes : 
l*" La droite iiW\ fait avec m^ un angle égal au rectilîgne de celui que fait le plan à rabattre avec 
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le plan horizontal, rectiligne qui conserve sa grandeur aux divers points de la charnière ; d'où Ton 
conclut que les droites analogues à ^M"i sont parallèles entre elles ; 

S"* Dans le triangle isocèle Mj|!aM"i, l'angle de même nom conservant également sa grandeur pour 
les divers points à rabattre, tous les angles du triangle la conserveront encore; il en résulte que les 
droites telles que MiM"i unissant le rabattement auxiliaire d'un quelconque des points à son rabat- 
tement principal sont aussi parallèles entre elles. 

129. Problème inverse du rabattement {fig. 134, pl.VII). — Supposons que l'on ait, par le procéder 
du précédent paragraphe, préalablement construit le rabattement M| d'un point M du plan de la figure ; 
et soit Oi le rabattement du point dont on veut les projections après que le plan rabattu aura repris 
sa position naturelle ; pour y parvenir, traçons la perpendiculaire 0|u à la charnière, puis conduisons 
parles points Oi» des droites respectivement parallèles àMiM"i, /xM/', et, par la rencontre 0"i de ces, 
lignes, menons une parallèle à M"im, qui, en son croisement avec la droite Oi» prolongée, donne la 
projection horizontale o du point relevé, point dont la cote, comptée à partir et au-dessus du plan 
horizontal sur lequel on rabat, est égale à oO"i ; par conséquent, en reportant celte cote sur une ligne 
de rappel jnenée par o, à partir et an-dessus de ^', on trouve la projection verticale cf cherchée. 

Autre Solution. — Reportons les données du problème sur la figure 135, et, tout d'abord, relevons 
la droite de jonction des points MiOi ; elle ira percer la charnière au point qui se projette boçizontale- 
ment en a et dont la projection verticale a' se trouve à la rencontre de la ligne de rappel du point a 
et de A'; il es^ alors évident que la droite relevée se projettera en ma, m!a!. 

La perpendiculaire à la charnière du point 0^ croise ma au point o, la ligne de rappel passant par 
ce dernier point croise à son tour m'a' en o' : ces points o, o' ne sont autres que les projections 
cherchées. 

130. Deuxième tracé. — Problème direct (fig. 136, pi. YIIl). — Soit à rabattre le point m^m' autour 
de l'horizontale A, h' prise comme charnière. 

Conduisons par m, m' une ligne de front ma, m'a' du plan que l'on veut rabattre; puis, observant 
que cette ligne de front conserve sa longueur, et en projection verticale et en rabattement, nous en 
conclurons que le point cherché sera sur un arc de cercle décrit du point a comme centre avec aW 
pour rayon ; et comme, d'autre part, il doit se trouver également sur la perpendiculaire m^ à la char* 
nière menée par m, on le trouvera à la rencontre Mi de ces lignes. 

Problème inverse. — Soit à relever le point Oi ; pour y parvenir, nous reproduirons le tracé direct 
en modifiant Tordre des constructions. En yun de ce but, conduisons par le point donné Oi des 
parallèles à Mi^, Mim; la première de ces lignes croise la charnière en «», point dont la projection 
verticale se fait en «i>', sur la ligne de rappel correspondante ot sur h' ; de ce pointe»,»' conduisons 
une ligne de front du plan de la figure relevée, la projection horizontale de cette ligne détermine, 
en son point de croisement o avec la perpendiculaire à la charnière que nous venons de construire, la 
projection horizontale cherchée, et, d'autre part, la projection verticale de cette ligne rencontre la 
ligne de rappel du point o en o', qui est la seconde projection du point Oi relevé. 

131. Rabattement sur le plan horizontal. — Fréquemment on doit rabattre une figure plane sur 
Tun des plans coordonnés, sur le plan horizontal par exemple; c'est là un cas particulier de la 
question développée plus haut^ dont les tracés, identiques aux précédents, sont indiqués sur les 
figures 134 bis, 135 bis et 136 bis. 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. T — 6 
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132. Rabattement d'une^Aroite. — Pour rabattre comme pour relever une droite on rabat ou on 
relève, par l'un des procédés déjà expliqués^ deux de ses points : lorsque le point de croisement de la 
droite avec la charnière ne sort pas de la feuille, ou se trouve rejeté à Pinfini, ce point se maintenant 
fixe, il suffit alors de faire le tracé pour un second point de la droite donnée. 

133. Groupement des constructions. — Le plus souvent on doit, pour appliquer la méthode des 
rabattements, effectuer les constructions qui viennent d'être expliquées sur un grand nombre de points; 
il importe alors, par un groupement convenable des lignes et des points, non-seulement de simplifier 
le tracé, mais encore, et surtout, d'en rendre la lecture facile. 

Ce groupement variera avec Tépure, et le lecteur devra dans chaque cas chercher la disposition 

m 

convenable. On trouvera, dans la suite de ce traité, plusieurs applications de cette importante 
question; pour Tinstaut, bornons-nous à indiquer la construction du rabattementde plusieurs points 
situés dans un même plan, sans nous préoccuper des tracés devant précéder ou suivre ce rabattement. 

Soit PaP' (fig, 1 37, pi. VIII) le plan que Ton veut rabattre autour deaPen entraînant les points A,B,C,D; 
ces points étant situés dans le plan PaP' seront déterminés par l'une de leurs projections; nous donne- 
rons, par exemple, leurs projections horizontales a, é, c, d. 

Tout d'abord, avant d'exécuter le rabattement, changeons le plan vertical afin de rendre le plan 
donné perpendiculaire au nouveau plan de projection : la nouvelle ligne de terre sera la droite Xitfi 
perpendiculaire à «P, et, en se servant du point commun aux deux traces verticales du plan donné, 
on trouvera la nouvelle trace verticale aiP'i de ce plan (§ 111). 

Par ce changement on construit d'abord, en prenant les points de rencontre deslignes-de rappel me- 
nées par a, ô, c, d,..., et de la nouvelle trace «iPi', les projections verticales a', A', c', rf' des points, et, en 
outre, leurs distcinces aia'i, a,ô'i, aic'i, aid'i,..., à la charnière. Tout est maintenant préparé pour exé- 
cuter, avec simplicité, et par un tracé d'une lecture facile, le rabattement des divers points. Effective- 
ment, pendant le mouvement de la figure, les projections verticales «'i, 6'i, c'i,d'i décrivent des arcs 
de cercle concentriques dont le centre commun est en ai, et qui, partant de ces projections verticales, 
viennent aboutir sur Xj^j en a'\, b'\, c"i, d"i. 

Les perpendiculaires à Xi^t menées de ces derniers points sont les rabattements des projetantes 
verticales des points donnés, et ces droites coupent respectivement les perpendiculaires à la eharnière 
menées par a, b, r, dy en Ai, Bi, Ci, Dj, qui sont enfin les points cherchés. 

134. Rabattement par changement d'échelle. — Dans le cas d^une figure nécessitant le rabatte- 
ment ou le relèvement d'un très-grand nombre de points, on peut passer de Tune de ses projections 
à son rabattement sur le plan de projection considéré, ou, réciproquement, du rabattement à la 
projection en conservant les abscisses des points comptées sur la charnière, et, pour les ordonnées 
perpendiculaire's à cette ligne, en employant soit le compas de réduction, soit un changement d'é- 
chelle. En effet, comme il y a affinité entre la projection d'une figure sur un plan et son rabattement 
sur ce même plan, pour résoudre, soit le problème direct, soit le problème inverse qui nous occupent, 
il ne s'agit que de construire les longueurs des ordonnées des points de la figure inconnue en multi* 
pliant celles de la figure donnée par le rapport d'afiïnité. 

Construction de l'échelle des oanoNNÉES (fig. 138, pi. VIII). — Soient PaP' les traces du plan à rabattre 
sur le plan horizontal ; adoptons un nouveau plan vertical perpendiculaire au plan donné, la ligne de 
terre nouvelle Xj^j est perpendiculaire à la trace aP, et la nouvelle trace verticale aiP'i se construit 
parla méthode précitée (§ 133). 
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Portant ensuite snr Xit/t Tiinité de longueur u en aib^ la perpendiculaire à j^iVi menée par b donnera 
sur aiP'i le point dy et la longueur aid sera Tunité de longueur «' des nouvelles ordonnées, l'échelle 
correspondante à cette unité se construira alors par \e procédé habituel. 

L'échelle étant construite, nous avons, sur la même figure, rabattu en Ci la courbe C du plan ?af' 
dont la projection horizontale est en c. 



APPLICATIONS DE LA MÉTHODE DES RABATTEMENTS 

# 

135. Problème. — Mener, par un point m, m\ une droite inclinée d'un angle connu a sur une droite 
donnée d, d' {fig. 139, ip\,yi\l), — Il faut rabattre le plan conduit par la droite c?,rf'etpar le pointwî,w'; 
construire ensuite sur ce rabattement la droite inconnue et enfin relever cette droite. 

Pour exécuter le rabattement conduisons par m,m' une horizontale mn, m'n' du plan passant par 
{m, m'), {d,d'), et rabattons la figure autour de celte horizontale prise comme charnière : le point de 
rencontre n, n' de Taxe et de d, d' reste fixe, et un point a, a', pris arbitrairement sur la droite donnée, 
vient, en appliquant le tracé connu du lecteur (§ 128), en Aij la droite de jonction des- points n, Ai 
fournit le rabattement Di de la droite donnée. 

D'ailleurs le poiut m, m! qui se trouve sur la charnière est resté fixe; conséquemment, en condui- 
sant par ce point une droite mBi faisant avec Di l'angle a donné, on trouve le rabattement d'une 
droite répondant à la question; relevant alors Bi en b, b', la droite de jonction de ce point à m,m! 
répond à la question. 

Le problème offre une seconde solution non figurée sur notre épure. 

136. Problème. — Construire les projections d'une circonférence placée dans un plan donné, con^ 
naissant la py^ojection horizontale du centre et le rayon en véritable grandeur, — On sait que la projection 
d'un cercle est une ellipse; établissons, avant de construire l'épure, quelques propriétés de cette courbe. 

Théorème. — Lorsqu'une ellipse résulte de la projection orthogonale d'un cercle, ses axes sont les pro- 
jections d'un système de diamètres rectangulaires ^ dont l'un est parallèle au plan de projection, — Effec- 
tivement, le rapport de deux segments d'un^ même droite est projectif, c'est-à-dire que le rapport 
des deux segments est égal à celui de leurs projections : on en conclut que deux diamètres rectangu- 
laires du cercle se projettent suivant deux diamètres de l'ellipse, tels que chacun d'eux divise en 
deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, où, en d'autres termes, que les prqjections de deux 
diamètres rectangulaires du cercle sont des diamètres conjugués «de l'ellipse ; or, lorsque Tun des 
diamètres est parallèle au plan de projection, Tangle de ces lignes se conserve en projection (§ 42) 
donc, dans ce cas, les diamètres conjugués sont rectangulaires et fournissent les axes de l'ellipse. 

En somme, on voit que les axes de l'ellipse sont les projections de deux diamètres du cercle, l'un 
parallèle au plan de projection, l'autre dirigé suivant la ligne de plus grande pente du plan du cercle 
par rapport au plan coordonné considéré. 

137. Cercle oscnlateur. — On appelle cercle osculateur en un point d'une courbe la limite d'un 
cercle tangent à la courbe en ce point, et passant par un autre point qui, mobile sur la courbe, tend 
vers le premier. 

A l'aide du calcul, on démontre que le centre de ce cercle est la limite de Tintersection de la 
normale à la courbe au point considéré et d'une normale mobile qui tend vers la première. 



on aura 
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138. Hayons des cercles osculateurs aux sommets d'une ellipse{figAÂOyp\»\lll). — Soit une ellipse rap- 
portée à ses axes xoy^ prenons la sous-normale PN au point M arbitrairement choisi sur la cpurbe ; 
lorsqu'on fait tendre le point lil vers le sommet A,AP a pour limite zéro; par suite, le rayon du 
cercle osculateur au sommet A est la limite de la sous-normale PN ; or en général on a 

PN = — yy; 
prenant la dérivée 1/ de l'équation de l'ellipse 

£' + y! - 1 

d'où 

PN=îf. 

Faisons maintenant tendre M vers le sommet A, l'abscisse x du point M tendra vers a, et, en 
désignant par pi le rayon du cercle osculateur au sommet A, on aura 

En désignant par pt le rayon du cercle osculateur au sommet B du petit axe, et en changeant dans 
la formule précédente a en b, b en a, pi en ^t, on trouve 



P% = 



T 



Proposons-nous maintenant de construire les centres de ces cercles ; reprenons Tellipse donnée et, 
dans ce but, traçons {fig. 141 , pi. VIII} les tangentes aux sommets A, B ; tirons la droite AB, puis, par le 
point de rencontre D de ces tangentes, menons une perpendiculaire à la droite AB et prenons ses points 
de croisement Ci, Ci avec les axes, qui sont les centres cherchés ; effectivement, par la similitude des 
triangles CiDA^OBA, dont les côtés sont respectivement perpendiculaires^ on a 

C,A OB ... r. » ** 

donc Ci est le centre du cercle osculateur en A; on verra de même que C| est le centre du cercle 
osculateur en B. 

139. Tracé pratique d'une ellipse dont les axes sont donnés (fig. 141, pi, VIII). — Lorsque les axes 
ne sont pas très-différents, on obtient la courbe avec une exactitude suflSsanle en décrivant, après 
avoir construit les centres Ci, C2 et leurs symétriques C'i, C'i, de ces points comme centres des 
arcs mn, pq^ rs, tUy des cercles osculateurs aux sommets de l'ellipse, et en les raccordant par de 
nouveaux arcs np, qr^ st^ tim, tracés à la main. 
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140. Construction des projections (Tun cercle. — Revenons au problème principal;' soient o 
(fig. 142, pK VIII) la projection horizontale du centre et Ot son rabattement autour de la trace hori- 
zontale P du plan donné construit par Tun des procédés maintes fois employés. 

Achevons la construction du rabattement en décrivant, de 0| comme centre avec le rayon donnée 
une circonférence de cercle; puis traçons parallèlement à P, le rabattement AfBi du diamètre hori- 
zontal et celui du diamètre dirigé suivant la ligne de plus grande pente du plan du cercle, qui prend 
la position CiDi perpendiculaire à AiBi. 

Pour déterminer par ses sommets Tellipse projection horizontale du cercle, il ne s'agit plus 
que de construire (§ 136) les projections des points Âi, Bi, d, Di après que Ton a remis le cercle 
dans sa position primitive ; A^Bi se relève en ab sur la parallèle à P menée par o, qui se limite 
à la rencontre de cette ligne et des perpendiculaires abaissées des points rabattus Ai, B| sur la 
charnière P ; Ci vient en c au point de croisement de la perpendiculaire C'i o à la charnière avec 
la droite de jonction des points AiGi relevés^^ laquelle va du point fixe a au point eu 

Actuellement, on obtient par symétrie le quatrième sommet d de l'ellipse, qui se tracera soit 
par le procédé pratique en construisant les centres tai^m <^6s cercles psculateurs et en appliquant la 
méthode du paragraphe 139, soit par Tune des méthodes données en géométrie analytique. 

141. — Construction des projections des divers points d'une circonférence. — Proposons-nous de déter- 
miner la projection du cercle en construisant celles de ses points relevés; dans ce but, reportons sur 
la figure 143 (pi. VU) les donnéesde l'épure précédentes, et sur la circonférence rabattue considérons 
un point Hi arbitrairement placé ; pour le relever^ joignons-le au centre d'affinité en conduisant par 
Mi une perpendiculaire à la charnière qui sera un premier lieu du point cherché ; on en trouvera un 
second en relevant la droite de jonction des points Mi, Oi, qui va couper la charnière en un point 
fixe fi, et se relève suivant o^; par la rencontre de ses deux lieux on a le point cherché m. 

142. — Construction de là tangente en un point de la projection. 

Théorème. — La projection de la tangente en un point d'une courbe n*est autre que la tangente à la pro- 
jection de la courbe menée par celle du point considéré {fig. a^). — Soient S, P le centre et le plan de 

projection, G, c la courbe et sa projection; M, m le point 
donné et sa projection, Mi, m^ un point voisin du premier 
et sa projection. La droite de jonction des points M, Mi a 
pour projection celle qui unit les projections m^ m^y et, si 
Ton fait mouvoir le point Mi sur C en le rapprochant de 
plus en plus de M, m^ se mouvra à son tour sur c en se rap- 
prochant dent, et comme la sécante mmi est constam- 
ment la projection de la sécante MMi, elle la sera encore 
à la limite lorsque les points Mi,mi s^e confondront simul- 
^^^' «»• tanément, l'un avec M, l'autre avec wi, ou, en d'autres 

termes, la projection de la tangente à G au point M est tangente à la projection c en m. 
Revenons à Tépure {fig. 143) et cherchons à construire la tangente à la projection du cercle en m ; 
dès lors que cette ligne n'est autre que la projection de la tangente à la circonférence, la solution du 
problème consistera à rabattre la circonférence et le point de contact, comme nous l'avons déjà 
fait, puis à construire, par le rabattement M| du point, la tangente à la circonférence rabattue, 
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laquelle ira percer la charnière en un point 6 commun au rabattement et à la projection de la tangente, 
et à tracer enOn la droite de jonction des points m, 6, qui fournira la tangente cherchée. 

143. Projecliom du point le plus haut et du point le plus bas, point le plus haut et point le plus bas de 
la pî^ojection. — Les points le plus haut et le plus bas d'une courbe sont ceux en lesquels la tangente 
est horizontale. Dans notre épure ces points se trouvent, par leur définition même, aux sommets du 
petit axe, dont la construction a été indiquée sur la figure 142. 

£n ce qui concerne la construction des points le plus haut ou le plus bas de la projection, ob- 
servons que la direolion des tangentes en ces points s'obtient très-simplement; en effets conduisons 
pour cela par le centre o une horizontale ow dont le rabattement est Oico, les parallèles à Oi» sur le 
rabattement fourniront sur la figure relevée des parallèles à o«,>; on obtiendra alors aisément les 
points cherchés et leurs tangentes en conduisant des tangentes Civ^, Cj^s à la circonférence dans la 
direction Oita, puis en relevant ces lignes suivant des horizontales menées par y^ yu amsi que leurs 
points de contact qui se placent aux points de croisement c^, c% des tangentes relevées et des perpen- 
diculaires à la charnière menées par G|, G2 : Ci, c^ sont les points qu'il s'agissait de construire. 

144. Points limites dans le sens latéral. — On entend par points limites d'une courbe dans une 
direction donnée, ceux dont les tangentes sont perpendiculaires à celte direction. Les points cher- 
chés, que Ton construit comme les précédents, sont^ par définition, ceux dont les tangentes sont 
verticales. La verticale oa est rabattue enaOi et, par les tangentes BsjSt, Bi^Si au cercle rabattu menées 
dans la direction Oia, on trouve, après avoir relevé ces deux lignes, ainsi que les points de contact 
Bftt Bi, les tangentes verticales p^^i, ^Jf^, et leurs points de contact ^i, b^, qui sont les points limites 
cherchés. 

145. Tangentes par un point extérieur, — Four obtenir directement ces tangentes, sans recourir 
à la courbe, on rabat le point extérieur, afin de mener du point rabattu les tangentes au cercle qui, 
après avoir été relevées, donneront les lignes cherchées. 

146. Tangentes parallèles à une ligne donnée. — C'est là un cas particulier du problème précédent; 
effectivement, le point extérieur est ici à l'infini dans la direction donnée ; le tracé se fera donc 
aisément en conduisant des tangentes au cercle rabattu parallèlement au rabattement de la direction 
donnée, et en relevant ces tangentes. 

D'ailleurs nous avons déjà appliqué ce procédé aux tangentes limites dans le sens vertical et dans 
le sens latéral (§§ 143 et 144). 

147. Points de rencontre de la courbe et d^une droite donnée, -r— On rabat, pour construire ces points, 
la circonférence et la droite donnée, puis on relève les points de croisement de ces rabattements. 

Remarque. — Les trois derniers problèmes que nous venons d'expliquer (§§ 145, 146 et 147) offriront 
dans la suite de ce traité un grand intérélponr la résolution de certaines questions dans lesquelles nous 
aurons à construire, sans qu'il soit utile de trader les projections d'une circonférence, des tangentes 
aux projections de cette ligne, ou leurs points de croisement avec une droite donnée. 

148. Héthodes combinées. — Lorsqu'on doit effectuer le cliangement des deux plans coordonnés 
ea modifiant leurs directions, soit pour rendre perpendiculaire à l'un d'eux une droite, soit pour 
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rendre un plan parallèle à l'un d'eux ; ou lorsqu'on vient» en vue du même but, imprimer à une 
figure deux rolalioiis successives autour de deux axes respectivement perpendiculaires aux plans 
coordonnés, l'application des méthodes offre de graves inconvénients ; effectivement, dès que le plan 
horizontal se trouve changé, ou, ce qui conduit aux mêmes résultats, dès que la figure a tourné autour 
d^un axe perpendiculaire au plan vertical coordonné, la verticale perd, par rapport au spectateur 
ou bien par rapport à la figure, sa direction naturelle, ce qui rend la lecture de l'épure très-pénible. 
En outre, dans les applications, pour représenter une machine, une voûte, un terrain, il convient 
d'opérer sur des corp;^ en place. Ces inconvénients n'existent pas lorsqu'on se borne à changer le 
plan vertical ; car, dans ce cas, la direction de la verticale se conserve, et, en ce qui concerne la 
place naturelle de la figure, la projection horizontale fournit une indication suffisante : on peut donc 
dans tous les cas changer sans inconvénient le plan vertical de projection. 

Pour les épures théoriques, la lecture ne peut être rendue difficile qu'autant que la direction du fil 
à plomb est modifiée, c'est-à-dire qu'après un changement du plan horizontal coordonné ; quant à la 
direction naturelle de la verticale par rapport à la figure représentée, on peut ne point s'en occuper, 
elle n'offi*e, en effet, que fort peu d'intérêt. 

On pourra donc, pour les épures théoriques, résoudre les problèmes d'amener une droite ou un 
plan dans une position perpendiculaire ou parallèle à l'un des plans coordonnés, en changeant d'abord 
le plan vertical, puis, en exécutant une rotation de la figure autour d'un axe perpendiculaire au 
nouveau plan vertical de projection; on est ainsi conduit à employer une combinaison des deux 
premières méthodes. 

Dans d'autres circonstances il pourrait y avoir lieu de prendre une autre combinaison des méthodes : 
ainsi, par exemple, on sait que pour faciliter la construction du rabattement d'un plan on peut préa- 
lablement exécuter un changement du plan vertical, afin d'amener le nouveau plan dans une position 
perpendiculaire à celui qui doit être rabattu, et combiner ainsi la méthode des rabattements à celle 
des changements de plans coordonnés. 

149. Application. — Rendre, par C emploi desméthodes combinées^ un plan parallèle au plan horizontal, 
— Soit PaP' le plan donné [fig. 144, pi. IX); en premier lieu, pour nous conformer aux conclusions de 
l'article précédent, rendons-le perpendiculaire au plan vertical de projection, en choisissant à cet effet 
une ligne de terre x^i qui, tout en occupant une position que Ton devra dans chaque cas particulier 
fixer en vue d'obtenir une réduction des tracés, est dirigée suivant une perpendiculaire à la droite aP 
(§111); dans ce système de plans coordonnés, le plan donné se trouve déterminé par ses traces PaiP^, 
que l'on a d'ailleurs obtenues sur l'épure, en adoptant la construction générale relative au change- 
ment de plan par rapport à un plan (§ 107, 2"*® tracé). 

En second lieu, afin de placer le plan dans la position indiquée par l'énoncé, exécutons, autour 
d'un axe z,z\ perpendiculaire un plan vertical, dont la position, bien que quelconque sur notre épure, 
sera convenablement réglée suivant les circonstances particulières du problème à résoudre, une rota- 
tion telle que la trace verticale du plan PaiP'i vienne sur une parallèle P'a à la ligne de terre Xjyi. l.c^ 
plan se trouve, dans la position actuelle, complètement déterminé par sa trace verticale P'^, attendu 
que sa trace horizontale est ici la droite de l'infini des plans horizontaux (§ 3). 

1 50. Problème. — Remplacer les deux plans de projection par deux plans quelconques perpendiculaires entre 
eux. — Si l'on voulait, à l'aide des deux premières méthodes, donner une solution du problème qui 
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nous occupe^ on serait conduit à exécuter trois déplacements de la figure ou de ses plans coordonnés. 
En effet, il faudrait: 1* rendre le premier plan perpendiculaire à Tun des plans de projection; 
S"" l'amener ensuite dans une position parallèle à l'autre plan de projection; 3"" enfin adopter l'autre 
plan donné pour second plan coordonné. 

Habituellement cette question, qui offre un grand intérêt par suite de ses applications à la char- 
pente, se résout plus simplement en employant, soit un rabattement précédé d'une rotation^ soit 
p'utôt un changement de plan et un rabattement. 

Déterminons, avant d'aborder les tracés relatifs à ce dernier mode de transformation des plans de 
projection, les nouveaux plans coordonnés en fixant : l"* la position, par rapport aux anciens, du plan 
PaP' que l'on doit employer comme plan horizontal (fig. 145, pi. IX), et 2« celle vA, v'h' de lu nouvelle 
ligne de terre; alors, [pour achever de déterminer les données du problème, traçons sur l'épure les 
projections m, m' d'un des points de la figure F que l'on doit rapporter aux nouveaux plans 
coordonnés. 

Une fois les données du problème mises en place, rendons d'abord, en adoptant pour seconde 
ligne de terre la perpendiculaire Xiyi abaissée du point v $ur la trace horizontale du plan PaP', le 
plan vertical perpendiculaire à ce dernier; dans ce second système, le plan donné est déterminé par 
ses traces P]3P'i, qui s'obtiennent d'ailleurs facilement par la méthode que nous avons déjà expliquée 
(§ 107, 2"* tracé). Quant k la ligne de terre «A, v'h', elle se trouve, dans le présent système de plans coor- 
donnés, projetée verticalement sur la trace jSP'i du plan perpendiculaire au plan vertical qui ia 
contient, et conserve sa projection horizontale primitive vk; enfin la projection verticale nouvelle 
m'i du point M de la figure F se construit sans difficulté en changeant de plan vertical par rapport au 
point m, m' (§ 103). 

Passons maintenant à la seconde partie du tracé qui nous occupe, c'est-à-dire au rabattement 
autour de pP du plan PjSP'i, que nous devons, pendant le mouvement, afin d'entraîner la figure F, 
lier invariablement à celle-ci; dans ces conditions, A reste fixe, v'i vient au point de rencontre v\ 
de l'arc de cercle que décrit le point v'i sur le second plan vertical et de ligne de terre Xiyi; consé- 
quemment la ligne de terre vh^ ^o\ se trouve, après le rabattement, en x^y^. Quant au point m, m'i 
de la figure F, observons que la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan PpP'i est une ligne 
de front par rapport aux plans coordonnés conduits par Xi^i, dont la projection verticale m'ip.'i s'ob- 
tient en abaissant du point m'i une perpendiculaire sur la trace verticale P'i du plan, dont la pro- 
jection horizontale se confond avec la perpendiculaire my à la charnière aP, menée par m, et qui donne 
en outre : 1* en sou pied rabattu m^rune des projections cherchées du point M; 2Ma cote finalemV'i 
de ce point en véritable grandeur, laquelle permet de mettre en place la seconde projection m'a du 
point considéré en reportant, dans le sens convenable, sur la ligne de rappel perpendiculaire à x^y^ 
menée par le point ms, la longueur f^'im'i en m'i^t'u 

En somme, nous venons de construire les projections mi,m2 qui déterminent le point M, dans le 
système de plans coordonnés formé par le rabattement autour de aP du nouveau plan horizontal 
PaP' sur l'ancien^ et du plan vertical conduit par la droite vh^v'h\ laquelle se trouve également 
rabattue sur le même plan horizontal en x^y^y et comme le tracé indiqué pour le point M peut se 
reproduire pour tous les points de la figure F^ on doit considérer la question comme résolue en 
principe. 

151. Application. — Déterminer la plus courte distance de deux droites quelconques. — Tout d'abord 
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observons que, dans le cas de droites parallèles au niôme plan de projection, au plan horizontal par 
exemple, les projections de la plus courte dislance des droites données {d,d'), (rf|, rf'i), ainsi que sa vraie 
grandeur, s'obtiennent simplement {fig. 146, pi. TX) pir la verticale ab, a'ô' du point de ren- 
contre des projections horizontales rf, rfi, et dont on limite la projection verticale aux deux droi- 
tes d'.d',. 

En effet, il est manifeste que la droite ab, a'b' rencontre les droites données orthogonalcment; elle 
fournit donc les projections de leur plus courte distance. Quant à la vraie grandeur, elle est en 
évidence en a'b' sur le plan vertical, attendu que la droite de l'espace AB est parallèle à ce plan 
coordonné. 

De quelque manière que les droites soient données, on peut retomber dans le cas simple qui vient 
d'être préalablement résolu, en adoptant un plan de projection pai^llèle aux deux droites, et, dans 
ce plan, une ligne de terre quelconque, que Ton pourra môme ne pas déterminer en se dispensant 
de la figurer sur Tépure. 

Abordons maintenant la construction du cas général en prenant {fig. 147, pi. IX) les droites 
données ((/, rf')» (^i» ^'0 ^^^^ ^"6 position quelconque, et en conduisant par la première, afin 
d'obtenir le nouveau plan de projection, un plan parallèle à l'autre; ce plan sera déterminé par la 
droite rf,rf' et par une parallèle à la seconde droite rfi, d'i menée par Tun des points de la première^ 
nous avons choisi pour plus de simplicité, le point a, a' dont la projection verticale se trouve à la 
rencontre des doites d', d'i : dans ces conditions, le nouveau plan de projection est déterminé par la 
droite d^d' et par la parallèle di,é/'i à la droite dt.d'i, qui offre avec celle-ci une projection verticale 
commune. 

Ayant ainsi déterminé le nouveau plan de projection, adoptons, conformément au tracé précédent, 
une seconde ligne de terre Xiyi perpendiculaire à sa trace horizontale dOi et changeons de plan ver- 
tical; dans ce nouveau système de plans coordonnés le point a, a' se projette en a, a'i, alors la 
droite pa'i fournit la trcice verticale du plan conduit par {d,d')y{$iyd'i); on trouve en continuant le 
changement de plan, que la nouvelle trace verticale de la droite (/i, d\ se projette dans l'ancien 
système en m, m' et dans le nouveau en m, m'i, et que la projection de ce point sur le plan Oi/3a'i se fait 
au pied ^'i de la perpendiculaire abaissée de m'i sur la trace fia'i. 

Tout étant ainsi préparé en vue du rabattement du plan 0jj6a'i, effectuons-le autour de la charnière 
69i et en entraînant celle rf|, d'i des droites données qui se trouve en dehors de ce plan. Tout d'abord 
nous trouvons le rabattement Ai du point a, a' ; alors, comme les points 9, Oi restent fixes, les droites 
(d, d'), [Si, d'i) viennent se rabattre en Ai9, AiQi; d'autre part, pt'i prend la position Mi et donne la 
projection d'un point de la droite di,d'i, après qu'elle a subi le mouvement que lui imprime le 
plan 9iP{ik'i. 

Quant à la projection horizontale de la droite ainsi déplacée, on l'obtient en conduisant par le 
point Ml la parallèle Di à la droite Ai9i. Actuellement la figure offre la disposition qui conduit au tracé, 
réduit indiqué au début de la question; par conséquent, dans le système final de plans coordonnés, 
la plus courte distance présente une de ses projections Bi,Gi au point de rencontre des projections 
nouvelles 9Ai, Di des deux droites données, et la cote m'ia'i de la droite di, d'i, par rapport au dernier 
plan de projection, fournit la vraie grandeur de la plus courte distance. Gela fait, on revient au 
système primitif des plans coordonnés et on trouve sans difficulté les projections cherchées cb^ c'b' de 
la plus courte dislance. 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I. — 7 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV 

152. Problème I. — Rendre un plan 'perpendiculaire à la ligne de terre. 

l*" Métbodc! des GEAKeufEiiTS SX PtAVS GOORDoiTifÉs^ (fi§. 148, pi. IX). — Prenez une première 
ligne de terre Xiyi perpendiculaire à la trace horizontale P du plan donné PaP' et ebangez de plan 
▼ertical, puis changez die plan horizontal en adoptant uifte ligne de terre x^t perpendiculaire à la 
nouvelle trace P'i : vous trouverez ainsi le plan de profil PaP'i* 

^ Mêthobb des ROTATimfs (à résoudre). 

153. Problème II. — Rendre parallèle à la ligne de terre un plan quelconque. 

l"" Méthode des gbangements de plans coordonnés {fig, 149^ pi. IX). — Prenez la ligne de 
terre xig^ parallèle à Tune des traces du plan PaP' donné, à la trace horizontale P, par exemple, et 
ebangez le plan de nom différent: vous trouverez le plan P,F parallèleà la nouvelle ligne de terrexi^i* 

2* MÉTBOini: DBS BOTATioHS (à résoudre). 

154. Problème IIL — Faire tourner une droite d, d d*un angle donné a autour d'un axe hori- 
zontal z, z' {fig. 150, pi. IX). — Changez de plan vertical en prenant la ligne de terre nouvelle Xit/t 
dans une direction perpendiculaire à la projection horizontale de l'axe;, exécutez ensuite, dans le 
nouveau système de plans coordonnés, la rotation des points (c, &i)[7n, m\); puis revenez aux plans 
primitifs : la droite -/y, yi^i sera la position de (/, d' après sa rotation. 

155. Problèma IV. — Faire tourner un plan d'un angle donné autour d*un axe de front (à résoudre). 

156. Problème V. — Faire tourner une droite d'un angle donné autour d'un axe quelconque (à résoudre). 

157. Problème VI. — Entre deux droites quelconques, placer une droite parallèle à un plan donné et 
offrant unelongueur connue [fig, 151, pi. IX). — Rabattez, en entraînant les droites, le plan donné autour 
de sa trace horizontale; soient, après ce mouvement, {d, d'), {d^di) les droites données. Observez alors 
que la projection oblique d'une droite parallèle au plan de projection se fait en vraie grandeur, et pro- 
jetez sur le plan horizontal les deux droites données dans la direction de Tune d'elles, de d^ d\^ par 
exemple; vous aurez: pour diyd\ la trace horizontale o de cette ligne; pour d^d' la droite qui unit 
sa trace G à la projection obliique a d'un quelconque a, a' des points de cette ligne. Cela fait, vous* 
décrirez du point o comme centre avec la longueur donnée pour rayon un arc de cercle, et aux points 
|3,|3i, résultant de la rencontre de cet arc et de la droite 6a,' vous obtiendrez la projection oblique 
d'un point de chacune des droites qui répondent aux conditions de l'énoncé. Dès lors, relevez le 
point p en 6, b\ et, par ce point, conduisez une droite horizontale 6c, b'd rencontrant les droites don- 

■ 

nées ; ce sera, après que vous aurez relevé le plan donné en entraînant cette ligne, Tune des solutions 

4 

du problème. 

Vous construirez d'une manière toute semblable la seconde solution. 

L'épure est soumise à cette vérification que la projection orthogonale bc de la droite BC doit être 
égale et parallèle à sa projection oblique op. 

158. Problème VIL — Déterminer un point sur une droite^ connaissant sa distance à une seconde droit» 
donnée (à résoudre). 
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159. Problème TUI. — Rendre parallèles ies projections verticales de deux droites données (fig. \h% 
pi. IX). 

MÉTHODE DBS GHAnGENiNTS DE PLANS DE PROJECTION. — Oq voit tout d'aboi'd qoe daos k nouveau 
système de plans coordonnés les droites données (i, d% (^, ^') auront leurs plans projetants per- 
pendiculaires au plan vertical et parallèles entre eux: ces plans seront par suite également parallèles 
aux deux droites données {d, d')^(ii^è!). A6n de déterminer simplement l'un d'eux^ conduisez par 
le point a, a' pris sur la droite d^d', et dont la projection verticale résulte de la rencontre dos droites 
d'^ è\ une parallèle </i, ¥ à la seconde droite donnée iyi'; puis, prenez la trace horizontale e'i, 61 du 
plan déterminé par les droites [d^d')j{diyy); cette trace appartiendra à l'un des plans projetants 
perpendiculaires au plan vertical nouveau ; alors^ en prenant une ligne de terre x^yi qui lui soit per- 
pendiculaire, vous aurez, après avoir exécuté le changement du plan vertical par rapport aux deux 
droites, les projections parallèles cherchées d'i,^'i. 

160. Problème IX. — Rendre parallèles les traces verticales de deux plans (fig, 153, pi. IX). 
MÉTHODE DES CHANGEMENTS DE PLANS. — Pour que les iraccs verticales de deux plans soient parallèles, 

il faut et il suffit qu'ils se rencontrent suivant une ligne de front. Vous résoudrez donc la question, 
en construisant la projection horizontale vh de la droite suivant laquelle les plans donnés PaP', Q|3Q' 
se coupent, et en plaçant la nouvelle ligne de terre Xiffi dans une position quelconque paral- 
lèle à celte droite : les plans cherchés auront, après le changement du plan vertical^ pour 
traces Pa^P'* 0(3iQ'i. 

161. Problème X. — Résoudre les deux questions précédentes par la méthode des mouvements de rotation 
(à trouver). 

162. Problème XI. — Achever de construire la projection verticale d*un angle droit dont on donne 
la projection horizontale ainsi que la projection verticale de Fun des côtés {fig. 154, pi. IX). — 
Soient (^, y), rf' les projections données. Construisez une projection auxiliaire sur le plan vertical 
projetant de la droite (J, ¥, afin de mettre l'angle droit en évidence sur ce plan (§ 42); la ligne de 
terre {x^yl) du nouveau plan vertical coïncidera avec la droite ^ ; et, en exécutant ce changement, 
vous trouverez pour le côté i, V la nouvelle projection ^i et pour le sommet s, s' le point «'1 ; d'où vous 
déduirez en élevant la perpendiculaire à ^'i, qui passe au point s\y la projection d'i, sur le plan 
vertical auxiliaire, du second côté de l'angle. Ce second côté sera donc déterminé, dans le nouveau 
système de plans coordonnés, par ses projections rf'i, d\ qui donnent^ en revenant à l'ancien système, 
les projections r, t^ de la trace horizontale de celle ligne et par suite la projection verticale 
cherchée d\ 

163. Problème XII. — Amener ^ au moyen de trois rotations, deux plans rectangulaires à coïncider avec 
les plans de projection (fig. 155, pi. IX). — On donne Tun des plans par ses traces PaP', l'autre 
est alors déterminé par l'intersection vh^ v'h' des deux plans. 

!• Amenez, à l'aide d'une rotation autour de Taxe vertical Zj, z'i, le plan donné PaP' dans une 
position Pi6iP\ perpendiculaire au plan vertical en entraînant la droite vh^v'h' qui, après ce mouve- 
ment, sera déterminée par ses traces v\ Ai. 

2** Appliquez-le sur le plan horizontal au moyen de l'axe 2s, z's, en entraînant toujours la droite 
vhj v'h\ dont la troisième position sera la droite ^it;'i du plan horizontal. 

S"» Enfin l'axe perpendiculaire au plan horizontal z'^^zz pernnctlra d'amener l'intersection i;A, v'K 
sur xy et, par suite» le second plan donné sur le plan vertical. 
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164. Problème XIII. — Amener, au moyen de trois changements de plans de projection^ deux plans 
f^ectangulaires à coïncider avec les plans de projection (à résoudre). 

165. Problème XIV. — Connaissant la projection horizontale de V angle trièdre trirect angle et la côte de 
son sommet^ trouver sa projection verticale {fig, 156, pi. IX). — Soient sa^sb^ se les projections horizontales 
des arêtes. Mettez en place s' d'après la cote donnée; et, afin de construire les projections verticales 
d'un point de chaque arête, prenez les traces des faces sur un plan horizontal de cote Inconnue; elles 
seront perpendiculaires aux projections de ces arêtes (§ 40) ; il sufQra donc pour les obtenir de 
placer à volooté un point « sur la projection horizontale sa de Tune des arêtes et de conduire par ce 
point deux droites respectivement perpendiculaires aux prcîjections sb^ se des deux autres arêtes ; puis, 
de joindre les points de rencontre y, ,S de ces perpendiculaires et des arêtes placées sur les faces qui 
les contiennent, par la droite y,^, laquelle devra, comme vérification^ se présenter suivant une direc- 
tion perpendiculaire à la projection sa. de la première arête. 

Après avoir construit les traces 07, y6, «3 du plan horizontal auxiliaire sur les faces du trièdre, 
cherchez la cote de ce plan à Taidc d'une section faite dans le trièdre, limité au plan horizontal auxi- 
liaire, par le plan vertical projetant l'arête SA; comme cette section donne un triangle rectangle de 
base a(/dont le sommet se confond avec celui du trièdre, vous aurez le rabattement de ce sommet 
autour de la base o^d, à la rencontre S| d'une demi-circonférence de cercle décrite sur ad comme 
diamètre, et de la perpendiculaire à celte droite élevée par le point s. Gonséquemment la difTérence 
de niveau du sommet du trièdre et du plan horizontal sera 5S1, et, en reportant cette longueur en 
sV, la parallèle à la ligne de terre menée par <t' vous donnera la trace verticale H' du plan auxiliaire, 
en y relevant les points a, p, y au moyen de lignes de rappel, vous trouverez les projections verticales 
a', |3', y' des traces fournies par les arêtes sur le plan H' ; unissant enfin les derniers points obtenus au 
point 5' par les droites s'od^s'^'y s'y\ vous obtiendrez les lignes qui répondent aux conditions de l'énoncé. 
Il faut et il suffit, pour que le problème soit possible, que les angles asp, p^y, ysa, formés par les 
projections horizontales des arêtes limitées, d'une part, au sommet, de l'autre au plan H\ soient 
compris entre 90° et 180°. Que Ton prenne, en effet, un angle droit situé d'abord dans un plan hori- 
zontal, puis qu'on le rende mobile autour d'un axe horizontal pris comme charnière et rencontrant 
ses côtés, les projections horizontales du sommet mobile seront toujours soit dans le triangle formé 
parla charnière avec les côtés de l'angle initial^ soit dans son symétrique par rapport à la charnière, 
la projection de l'angle sera donc comprise entre 00" et ISO*"; par suite, la condition est nécessaire. 
Je dis qu'elle suffit; effectivement, si les angles a5|3, |3sy, ysa, sont obtenus, les perpendiculaires ap, oy, yp 
rencontreront les côtés, 5^, sy, sa prolongés au delà du sommet, et le point s sera compris dans le 
triangle «Sy; le cercle auxiliaire coupera la perpendiculaire à ai, menée par f et on pourra consti- 
tuer le trièdre. 

166. Problème XV. — Transporter par rapport à un point, par rapport à une droite et par rapporta un 
plan, Vun des plans de p7*oject ion parallèlement à lui-même (à résoudre). 

167. Problème XVI. — Mener par un point donné une droite assujettie à couper une droite et un cercle, 
non situés dans un même plan {Jîg. 157, pi. X). — Soient PaP' les traces du plan contenant le cercle; 
dy d' les projections de la droite ; m, m' celles du point donné ; la projection horizontale du centre 
du cercle et II son rayon. 

Solution GÉRBRAr.E. — 1" Conduisez par le point m, m' et par la droite d, d' un plan Q ; i^ cherchez 
ensuite l'intersection 1 des plans PaP' et Q; 3* enfin prenez les points de rencontre de la droite I 
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et du cercle donné, puis joignez-les au point m, m', les deux droites ainsi obtenues vous donneront 
les solutions du problën^e. 

Exécution des tracés. — Sans consfruire préalablement les traces du plan Q, eniployez, pour cher- 
cher son inlersection avec le plan donné, la droite rf, rf', et le poinl m^m! qui le déterminent; à cet 
eflel, prenez comme plan auxiliaire le plan de front conduit par le point iriy m', lequel rencontre 
d'une part le plan PaP' suivant la droite //*, /'/'î ^1» d'autre part, le plan Q suivant inn, m'n'\ par la 
rencontre a, a' de ces droites, vous aurez un point de l'intersection cherchée. Pour en obtenir un 
second, vous pourrez recourir aux traces horizontales des plans en profitant toutefois, pour construire 
celle du plan Q, de là droite mrz, m'n! donnée par le tracé relatif à la dclerminalion du premier 
point de rencontre «,«'; il suffira en effet, pour l'obtenir, de joindre par une droite les traces horizon- 
tales hyhi des lignes (rf,rf')i (win,mV) ; cette ligne hhi donnera enfin en son point de croisement avec 
la droite aP la trace horizontale ô de l'intersection des plans. 

Ayant ainsi déterminé l'intersection I des plans, pour construire, conformément à la méthode 
connue (§ 147), la rencontre de la droite I et du cercle, sans tracer les projections de cette courbe, 
rabattez le plan PaP', ainsi que la droite et le cercle qui nous occupent, autour de aP, en profitant de 
la ligne de front ^a, t'a\ 

Ce rabattement et le retour à la vraie position de la figure donnent lien à des tracés maintes fois 
employés, que le lecteur suivra facilement sur l'épure. 

168. Problème XVII. — Connaissant la longueur des six arêtes d'un tétraèdre, le pian de l'une des faces 
et la position d*une arête dccette face; construire la protection du tétraèdre (fig. 158, pi. X).— Soient PaP', 
{ab, a'b') les traces du plan de la base et les projections, supposées construites à l'aide d'un tracé 
préalable, indiqué sur l'épure d'une des arêtes de cette base. 

Rabattez, en entraînant le tétraèdre, le plan PaP' autour de sa trace horizontale, et, sur ce rabatte- 
ment, à l'aide de tracés déjà décrits, mettez en place le côté delà base ab^ a'b'^ qui vient en AiBi, et 
la base elle-même AiBiGi que vous obtiendrez en employant la construction donnant un triangle 
dont on connaît la vraie grandeur des côtés. 

Dès que le quatrième sommet aura subi son mouvement d'entraînement, rabattez-le, tour à tour, 
avec chacun des triangles formant les faces latérales, sur le plan horizontal en Di, D2, D3. Ces rabat- 
tements se construisent par les rencontres des arcs de cercle qui ont pour centres les sommets 
Al, 61, Cl de la base et pour rayons les longueurs des arêtes latérales qui aboutil^scnt aux centres 
respectifs. 

Ces constructions étant effectuées, si, laissant la base fixe, on voulait reconstruire le tétraèdre, il 
suffirait de faire tourner les points D|, Di, D3 autour des arêtes respectives de cette base jusqu'à ce 
que ces trois points vinssent se réunir dans l'espace en un point unique D. Donc, pour trouver la pro- 
jection du sommet sur le plan de la base vous prendrez la rencontre D4 des perpendiculaires aux 
charnières respectives menées par les points D|, D^, D3, et l'épure offrira cette vérification que ces 
trois perpendiculaires doivent se couper en un seul point. 

Pour compléter la détermination du quatrième sommet D, il faut construii^e la hauteur du tétraèdre, 
c'est-è-dire la cote de ce sommet par rapport au plan de la base; à cet effet rabattez , autour de sa 
trace W4 le triangle de l'espace D^D4, dont vous connaissez un côté de l'angle droit ^D4, et l'hypoté- 
nuse qui se trouve une première fois rabattue suivant sa vraie grandeur en ^Di. Après la construction 
de ce rabattement Di^D^, vous connaîtrez la hauteur D4D6 de la pyramide, et vous pourrez, avec les 
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éléments dont la détermination vient d'être indiquée^ relever le plan de la base sur PaP' en entraînant 
le sommet D. 

Autre solution {fig. 159, pi. X). — Soit» après que Ton a rabattu le plan de la base du tétraèdre autour 
de sa trace horizontale, AiBiGi le triangle qui constitue cette base. Concevez, pour déterminer le 
sommet opposé à la base, trois sphères ayant leurs centres aux sommets A|,Bi,Ci de cette base et dont 
les rayons seraient respectivement égaux aux longueurs données des arêtes latérales ; l'un des points 
de rencontre de ces sphères donnera évidemment, après le rabattement de la base^ le sommet in- 
connu du tétraèdre. 

Pour déterminer ces trois sphères^ figurez leurs traces horizontales qui ne sont autres que les 
cercles dont les centres se confondent avec ceux des sphères correspondantes, et dont les rayons 
sont respectivement égaux aux longueurs des arêtes latérales. 

Cela fait, construisez^ dans le but de déterminer l'un des points de rencontre des trois chères, les 
lignes d'intersection de ces surfaces combinées deux à deux. 

Ces lignes, respectivement placées dans les plans radicaux des sphères qui les déterminent, ont pour 
projections horizontales les axes radicaux £/*, ^A, Ik des grands cercles que vous venez de figurer sur 
répure, et comme elles doivent passer par le sommet cherché, leurs projections horizontales, c'est-à« 
dire les trois axes radicaux ef,ghy Ik^ devront, comme vérification, concourir en un point unique D4. 

Ce point D4 sera donc la projection sur le plan delabase du sommet qui lui est opposé. Pour trou- 
ver la vraie grandeur de la cote de ce point, vous pourrez, afin de simplifier le tracé précédemment 
expliqué, remarquer qu'elle est égale à la demi-corde interceptée par Tune quelconque des sphères 
sur leur axe radical commun (cet axe se confond ici avec la verticale du point D4). Alors, rabattant 
autour de la droite unissant les points C1D4 le grand cercle de la sphère Ci conduit par l'axe radical 
des trois sphères, vous retrouverez précisément la trace horizontale de la sphère Ci, et, attendu que 
l'axe radical des sphères se rabattra suivant la perpendiculaire à la charnière C1D4 menée par le point 
D4, cette perpendiculaire D5D4, limitée d*une part au pied D4 de Taxe radical et de l'autre au grand 
eercle rabattu, vous donnera la vraie grandeur de la cote. Il restera à relever de même que dans le cas 
précédent le plan de la base en entraînant les sommets. Vous remarquerez en terminant que les 
deux solutiohs conduisent pour la détermination de la projection D4 du sommet sur le plan de la 
base, au même tracé. 

Méthode de transmutation des figures (§ 1). 

169. Tcmte épure de géométrie descriptive conduit à un théorème de géométrie. — Effectivement, les 
propriétés de la figure de l'espace et de ses projections sont corrélatives, c'est-à-dire qu'à toute 
propriété de la figure de l'espace correspond une propriété de ses projections et réciproquement 
Cette simple remarque, qui permet d'établir un grand nombre de propriétés géométriques, sert de 
base & la méthode de transmutation des figures. 

170. Méthode de Honge. — La méthode de MoNaE a pour but de donner aux propriétés géométri- 
ques établies à l'aide de la méthode de transmutation des figures une plus grande généralité que celle^ 
qui serait fournie en introduisant dans la conclusion les restrictions nécessitées par la construction 
même de ces figures. Pour atteindre ce but, Monge admettait le principe suivant: 

Toute démonstration faite sur une figure générale contenant des éléments réels {painis^ lignes ou surfaces), 
mais susceptibles de devenir imaginaires^ est vraie dans tous les cas. 
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Le dernier problème que noas Tenons de traiter (§ 168, 2*^ soT.) offre l'ane des belles applica- 
tions de la méthode de Monge. Effectiyement, en appliquant la méthode de transmatatton des figures 
à l'épure donnée par fa figure 159 dans le cas de cercles ou de sphères se coupant en des points réels 
on est conduit aux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Les axes radicaux de trois cercles combinés deux à deux concourent en un seul points 
qui est le centre radical de ces cercles. 

Théorème II. — Les plans radicaux de trois sphères combinées deux à deux se rencontrent suivant une 
seule droite y qui est Vaxe radical des trois sphères. 

Cela fait, en considérant le principe de la méthode de Monge comme établi, on peut dire que les 
deux théorèmes précités sont généraux. 

Principe de continuité. — Monge appliquait sa méthode tacitement, sans lui donner la forme d'un 
principe général et sans démonstration. C'est à Pongelet que Ton doit d'avoir donné à la méthode 
de Monge, dans son Traité des propriétés projectives des figures, un caractère général, mais sans en 
indiquer de démonstration rigoureuse, et en la transformant en un principe de géométrie des plus 
féconds qu'il appelle principe de continuité et dont voici l'énoncé : 

Si une figure présente plusieurs cas qui offrent tous le même caractère de généralité, toute propriété 
reconmie vraie pour Fun feux est applicable à tous les autres. 

Pour justifier la méthode de Moncns, oo le principe de continuité, il suffît de remarquer que, sauf 
pour un petit nombre d'exceptions, le calcul appliqué aux questions de géométrie conduit à des 
solutions indépendantes de la position des éléments de la figure, pourvu toutefois que ces positions 
soient générales. 

Remarque. — Il importe, si Ton veut donner leur plus grande généralité aux propositions résultant 
de l'application de la méthode de transmutation des figures, de substituer & l'épure étudiée, sa pro- 
jection centrale sur un plan quelconque; car, après cette modification, les lignes parallèles de l'épure, 
et en particulier les lignes de rappel, deviendront concourantes (§ 13). 

17i. Problème XTIII. — Déduire , en appliquant la méthode de transmutation des figw^es^ de Ce pure 
qui donne ^intersection de trois plans déterminés par leurs traces (fig. 83 pi. V) le théorème suivant: 

Théorème. — Si, dans un plan, les càtés de deux triangles concourent deux à deux en trois points situés 
star une même droite D, et que par un point pris à volonté, dans le plan de la figure, on tracedes droites 
passant au sommet de Vun des triangles, que Fon prenne ensuite les points de rencontre de ces droites avec D, 
et qu'on les joigne aux sommets respectifs du second triangle, ces trois dernières droites concourront en tm 
seul point. 

La figure 83 (§ 73) donne^ par le point de concours des lignes de rencontre de trois plans 
combinés deux à deux, le pmnt d'intersection a^o' de ces plans. Afin d'obtenir, conformément à la 
remarque faite en terminant l'article précédent, ime ph» grande généralité, construisez sur un plan 
qoeieonqiie une projection centrale de l'épure précitée. 

En plaçant le centre de projection dans une position arbitraire, et en projetant : i° les triangles 
AiMs, v'it^'it/s ; ?• les lignes de rappel kih\, AjA'a, AaA'a ; 3" les projections verticales des intersec- 
tions des plans combinés deux à deux A'it/i, A'aw'j, A'at/a, et 4" la ligne de terre xy [fig. 83, pi. V), 
vous obtiendrez (fig. 160, pi. X) successivement: V les deux triangles HiHaHs, W'iW'aW's; 2" les 
projections HiH'i,H2H'2, HsH's des lignes de rappel, qui devront concourir en un point fi^ donné 
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en projetant le point à l'infini des droites perpendiculaires à la ligne de terre primitive (§ 13); 
3* les droites H'iW'ijH'gW'jjH'aW'a, qui devront passer par la projection centrale a' du point a'; 
et enfin 4"" la projection centrale D de la ligne de terre qui devra passer par les trois points de 
rencontre des côtés des triangles HiHâHa, W'iW'i W'g pris deux à deux. En un mot, les conditions 
que nous venons d'énumérer pour cfl*ec|uer convenablement le tracé sont précisément celles in- 
diquées dans l'énoncé. 

172 Problème XIX. — Déduire de l'épure qui donne r intersection de trois plans déterminés par leur 
traces {fig. 83, pi. Y) le théorème de Desargues. — ^Énoncé du théorème de Desargues: 

Si deux triangles^ situés dans t espace^ ou dam un même plan^ ont leurs sommets placés deux d deux sur 
trois droites concourant en un même point, leurs côtés se rencontrent deux à deux en trois points situés en 
ligne droite (à résoudre). 

173. Problème XX. — Déduire de répure, qui donne les traces d'un plan conduit par deux droites qui 
se coupent^ la réciproque du théorème de Desargues (à résoudre). * 

174. Problème XXI. — Projeter co^iiquement une circonférence suivant une deuxième circonférence de 
rayon donné {fig. 161, pi. X). — Énumérons les propriétés dusystème formé par les deux cercles, qui 
conduisent à la solution du problème : 

1° // faut que les deux circonférences des cercles se coupent en des points réels ou imaginaires. — Car les 
circonférences doivent se trouver sur la surface du cône projetant Tune^d'elles suivant l'autre, et 
deux lignes tracées sur une même surface se rencontrent en des points réels ou imaginaires. 

2** Les circonférences doivent être sur une même sphère. — En effet, assujettir une sphère à passer par 
deux circonférences qui se coupent, c'est l'astreindre à passer par les deux points de croisement de 
ces lignes et par un autre point de chacune d'elles; soit en tout quatre points qui doivent se trouver 
sur la sphère, et par ce fait que ces quatre points se trouvent dans les plans des cercles, qui sont ici 
essentiellement difi'ércnts, on voit que les deux circonférences peuvent toujours se placer sur une 
même sphère. 

3" Théorème. — Par deux cercles sur une même sphère on peut conduire deux cônes (fig. 161, pi. X). — 
SoitaMd le grand cercle de la sphère perpendiculaire aux plans des cerclesdonnés ; soit encore, en adop- 
tant pour plan de la figure celui de ce grand cercle, ab, Bh les projections sur ce plan des cercles 
donnés. Tirons deux couples de cordes (a/<, M), (a9, bh) leurs points de croisement S et £ donnent 
les sommets des cônes cherchés; efi'ectivement l'égalité des angles a, ]3 résulte de leur mesure com- 
mune sur la circonférence abhB. On en déduit que les plans perpendiculaires au plan de la figure, 
conduits par les cordes ab, AO, déterminent dans le cône qui aurait pour sommet S ou S et pour base 
commune Tune des circonférences données, deux sections antiparallèles, et comme l'une d'elles est 
un cercle, l'autre sera également circulaire. 

Exécution DR l'épure. — Amenez d'abord le plan du cercle donné dans une position PaP' perpen- 
diculaire au plan vertical {fig. 162, pi. X); soient ensuite (a'à')^ (o, o') la projection verticale du cercle et 
les deux projections de son centre; cherchons à projeter coniquement le cercle ainsi déterminé 
suivant un cercle de rayon donné sur l'un des plans coordonnés, sur le plan horizontal par exemple. 

Les circonférences des cercles doivent se couper en des points réels ou imaginaires sur la ligne 
de rencontre a? de leurs plans, et, si Ton rabat le plan PoP' avec la circonférence qu'il contient, 
autour de aP les pointa de rencontre des circonférences primitives ne bougeront pas; par conséquent 
en astreignant le cercle rabattu en wi, à l'aide du trace bien connu, à rencontrer le cercle cherché sur 
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«P VOUS aurez exprimé par là même que les cercles dans leurs positions naturelles se coupent Or, 
pour que deux cercles se rencontrent sur une droite il faut et il suffit qu'ils aient la droite pour 
axe radical. 

Quand, sur l'épure, le cercle ft>i et la droite aP se couperont en des points réels, la construction de 
la circonférence inconnue n'offrira aucune difficulté, car cette dernière sera déterminée par deux 
de ses points et par son rayon. 

Supposons donc que, conformément à la disposition de notre épure, ces points de rencontre soient 
imaginaires ; et appuyons notre tracé sur le Ihéorème suivant : 

m 

Théorème. — Laxe radical de deux cercles est le lieu des centres des cercles qui les coupent orthogo^ 
nalement. — D'après ce théorème un point », pris à volonté sur Taxe radical aP, est le centre d*un 
cercle qui coupe orthogonalement »i et le cercle inconnu ; en ce cas-là, le rayon du cercle auxi- 
liaire est égîal à la longueur tàdi de Tune des tangentes que Ton peut conduire par «» à la circon- 
férence wi. 

Si l'on conçoit d'autre part l'une des tangentes au cercle inconnu passant au même point w, elle est 
égale, comme rayon d'un môme cercle, à la première. On en déduit que la distance du centre du 
cercle inconnu au point «• est l'hypoténuse d'un triangle rectangle^ dont les côtés de l'angle droit 
sont respectivement égaux à wdi et au rayon du cercle cherché ; par suite en prolongeant Oicfi d'une 
longueur d^ci égale au rayon du cercle de position inconnue, vous aurez par la circonférence décrite 
du point 6> comme centre avec wCi pour rayon, un premier lieu du centre du cercle dont la con- 
struction nous occupe; d'un autre côté, la perpendiculaire menée du centra Oi sur l'axe radical donne un 
second lieu de ce point. Vous obtiendrez donc à la rencontre de ces deux lieux deux points répon- 
dant à la question ; adoptez l'un d'eux, y par exemple, et décrivez, avec le rayon donné, la circonfé- 
rence correspondante, puis projetez verticalement celte ligne en A'/'. Observez alors que le plan de 
front conduit par les deux centres (y, y'), (0,0'} est précisément le plan adopté pour constituer la 
figure 161; vous en conclurez <)u'en y reproduisant identiquement le tracé déjà établi, tracé qui se re- 
produit également en projection sur le plan vertical, vous trouverez les sommets cherchés (s', «), (a',?). 



CHAPITRE V 

APPLICATION DES MÉTHODES AUX PROBLÈMES RELATIFS AU POINT 

A LA DROITE ET AU PLAN 

MESURE DES DISTANCES 

175. Problème I. — Trouver la longueur de la droite qui joint deux points donnés par leurs projections 
ia,a'),{b,b'){fig.i63,p\.X). 

Méthode des cuanggxemts de plans de projection. — Traçons les projections ab, a'bf de la droite de 
l'espace qui mesure la distance des points donnés, et^ en adoptant une nouvelle ligne de terre Xiy^ 
parallèle kabj rendons le plan vertical de projection parallèle à la droite de l'espace AB. Sur ce 
nouveau plan vertical, les projections des points Â, B s'obtiendront (§ 103) en reportant les dis- 
tances aof^^b'y en aïo'i, <3i6'i, sur des perpendiculaires à Xij/i menées des points a, 6. 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. 1 — 8. 
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Dans le jiouveau systèmfi ûe plans coordonnés, on obtient la ligne de front ab^a^b'i^ dont la 
projection verticate a'ib'i donne la vraie candeur de la distance des points qui nous occupent. 

MÉTHODE DES RABATTEMENTS (fig. 163, pi. X). — Rabattons le trapèze bi-rectangle ABod, autour de ab, 
sur le plan horizontal ; les projetantes Aa,Bb se placent, après le rabattement, sur les perpendiculaires 
aoi, àbo élevées des points a,b, à la charnière, et leurs longueurs sont respectivement égales aux 
cotes aa^ ^' des points donnés; conscquemment la droite aA* unissant les points rabattus, est égale 
à la vraie grandeur de leur distance. 

On peut tout à la fois simplifier cette solution et réduire la place généralement occupée par le tracé ; 
à CBt effet rabattons la droHe ÂB autour de- rhorizontale a'jS'i, ab du plan projetant vertical de cette 
droite {fig, 163, pi. X) ; dans ce mouvement le point «, a' reste fixe, et la projection horizontale du 
second point rabattu vient stfr une perpendiculaire menée par b à la projection ab de la charnière, 
à un^ distance de cette ligne égale à la différence des cotes (5'i6' des points donnés; si donc, après 
avoir reporté la distance p'iô' en W3, on trace la droite ab^, on aura, par celte dernière ligne, le nou- 
veau raballement, et par suite la vraie grandeur de la distance cherchée. 

Méthode des mouvements de rotation (fig. 163, pi. X). — Amenons, à l'aide d'une rotation autour de 
la verticale du point A^ la droite AB dans un plan de front Dans ce mouvement le point A et ses pro- 
jections a, a' restent fixes, la droite ab vient, en conservant sa longueur, s'arrêter en a^4, sur une 
parallèle à la ligne de terre ; d'autre part, comme la cote du point B conserve également sa longueur, 
on aura la nouvelle projection verticale de ce point par la rencontre b'^ de la parallèle à xy menée 
pari', et de la ligne de rappel du pointai. La projection verticale de la droite déplacée, obtenue en 
joignant par une droite les points a'b\^ fournira enfin la vraie grandeur de la distance cherchée. 

176. Problème inverse. — Porter sur une droite^ à partir d'un point et dans un sens déterminé, une 
longueur donnée {fig. 164, pi. X). — Soient (d^ d'), {a, a') la droite et le point donnés; proposons- nous 
de porter sur cette droite, dans le sens déterminé par la flèche f, une longueur donnée /. Amenons, 
pour résoudre la question, la droite dans un plan de front, au moyen d'une rotation effectuée autour 
de la verticale du point a', a : ce point pendant le déplacement de la figure sera fixe, et un second 
point b, b\ pris arbitrairement sur la droite mobile, viendra, en opérant le tracé suivant la méthode 
donnée au sujet du problème direct, se projeter en 61, b'i ; il suit de là que la droite donnée se pro- 
jettera, dans sa nouvelle position, en abi, a'b'i. Cela fait, en portant a'o\^=^l^ on trouvera, après avoir 
ramené la droite dans sa jposition primitive d, d\ en entraînant avec elle celui de ses points qui se 
projette verticalement en o'i, les projections 0', demandées. 

177. Problème II. — Trouver la distance d'un point à un pian. 

Solution générale. — 1^ Par le point on conduit une droite perpendiculaire au plan (§ 40); 
2'* on construit ensuite le point de rencontre de la perpendiculaire et du plan (§ 69); 3° enfin, en 
opérant suivant la méthode du paragraphe 175, on détermine, en véritable grandeur, la distance du 
point donné <iu pied de la perpendiculaire, c'est-à-dire la distance cherchée. Bien que la solution du 
problème se réduise, comme nous venons de le voir, à celle de trois problèmes connus du lecteur, 
nous reproduirons, vu Timportance de la question, Tensemble des tracés pour les deux cas principaux 
suivants: 1° le plan est donné par ses traces ; 2* le plan se trouve déterminé par deux de ses droites, 
ou trois de ses points. 



APPLICATION DES MÉTHODES AUX FROfiLËHES, ETC. 59 

i^ Le plan est donné par ses traces {fig. 1(^5, pi. X). — Soient P«P', (a, a') les trafees du plan et les 
projections du point; conduisons, conformément à la solution générale, par le point a, a/ une droite 
perpendiculaire au plan^ dont les projections aW, om sont aussi respectivement perpendiculaires aux 
traces de ce plan, et, afin d'obtenir le pied de cette droite sur ce plan, employons le plan vertical pro- 
jetant de la droite comme plan auxiliaire; ce plan coupera celui qu'on nousdonnesnivantla droite pro- 
jetée en vh^ v'hff qui par sa rencontre /), p' avec la droite am, a'm^ fournit le pi^d cherché. Alors, pour 
continuer l'application de la méthode générale, nous amènerons la droite ap, a^p'\ au moyen d'une 
l'otation, autour de la verticale du point a^a'y en a/>i, dp\^ et nous aurons de la sorte'non seulement la 
vraie grandeur a'p'i de la distance du point fl,«' au plan PaP', mais encore en op, ay les projections, 
qu'il est souvent utile de connaître, de la perpendiculaire abaissée du point a,a' sur le plan PaP'. 
■ 2* Le planest déterminé par trois de ses points {fig. 166, pi. X). — Soient (a, a'), (6, ô'), (r, &) les points 
qui déterminent le plan, et soit o, & le quatrième pointiionné (on a supprimé la ligne de terre [§ 23]). 
D'abord pour pouvoir déterminer la perpendiculaire qui mesure la distance, construisons la direction 
de la trace horizontale du pIan*^donpé ; joignons, dans ce but, les points (a, a'), {by b'] par une droite 
ab, a'b' ; puis, en coupant le plan donné par un plan auxiliaire horizontal conduit par c, c', la ligne de 
rencontre se projettera en cm, c'm'y et, par suite, la projection horizontale de la perpendiculaire 
cherchée s'obtiendra en conduisant par le point o la perpendiculaire ojf à la droite cm. Gela fait, en 
adoptant un nouveau système de plans coordonnés formé du plan horizontal conduit par 772c, mV, et 
du plan vertical projelantla perpendiculaire, construisons simultanément le pied de cette perpendi- 
culaire, et la vraie grandeur de la distance : la nouvelle ligne de terre x^ifi coïncide avec 09, el comme 
le plan horizontal se déplace parallèlement à lui-même, rien n'est changé en projection horizontale, 
quanta la projection verticale nouvelle pour la droite wc, m'c' on trouvera le point c'i, pour les points 
(0, 0'), (é, b') on obtiendra en prenant oo\ = «V, pib\^=^pb'y les projections o\, b'i ; enfin la droite qui 
unit les points c'f, é'i donnera la nouvelle trace verticale P'i du plan des trois points. Actuellement, 
l« problème se réduit à chercher^ dans le second système de plans coordonnés, la distance du point 
0, o'i au plan PiC'tP'i: dans ces conditions on construit sans difficulté les projections o'^/j'i, op, de la 
droite qui mesure la distance, laquelle se trouve projetée en véritable grandeur sur le nouveau plan 
vertical. Pour obtenir les projections de la perpendiculaire dans le système primitif de plans coor- 
donnés, nous reviendrons à Tancien plan vertical ; la projection du point p^^'i s'obtiendra en repor- 
tant, dans le sens convenable, sur la ligne de rappel relative au point/? et au système primitif, la 
longueur pp\^ en V/)'; dès lors, après avoir tracé la droite o'//, nous connaîtrons : l** la vraie grandeur . 
o'ip'i de la droite qui mesure la distance cherchée, et '^^ les projections opy&p' de cette ligne 
dans le système primitif de plans coordonnés. 

178. — Distance de plusieurs points donnés [a,a')^ (6, 6Q, (c, c'), Qio. y à un même plan PaP' {fig. 107, pi. X). 

m 

— Dans ce cas, afin de simplifier l'ensemble des constructions, on rend le plan donné perpendiculaire 
au plan vertical, ce que l'on sait faire (§ 111); la nouvelle ligne de terre ^i^i est perpendiculaire à la 

ê 

trace aP, la trace verticale nouvelle «iP'i du plan donné s'obtient en joignant le point ai au point 
e\ que Ton trouve par la rencontre v y' des deux plans verticaux de projection et du plan PaP', rap- 
portée au nouveau système de plans coordonnés. Enfin le tracé maintes fois employé donne les projec- 
tions û'i, y^c'!,... sur le plan vertical auxiliaire des points («,«'),(*, ô'),(c,c').... Pour achever de 
résoudre le problème il suffît, dans le nouveau système de plans coordonnés, de chercher les distances 
des points (a, a\)y {b, b'i), (e, c'i),... au plan PaP'i ; comme ces distances sont données par des droites de 
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front, et que, d'autre part, leurs points de rencontre avec le plan PaP'i se projettent verticalement sur 
la trace aiP't de ce plan, ou les obtient en véritable grandeur en prenant simplement les distances 
^'i^9 à'ib^f cVsf* des points d'i, i'i, c'i,... à la trace aiP'i. 

179. Problème III. — Conduire par un point un plan perpendiculaire à une droite (fig. 168, pi. XI). — 
Soient (d, d'), {ih, m') les projections de la droite et du point. Les traces du plan devant être respective- 
ment perpendiculaires aux projections de la droite (§ 40), on pourra le déterminer au moyen de la 
ligne de front et de Thorizontale qui, situées dans le plan cherché, se croisent au point m, m' ; Tbori- 
zontale se projette verticalement suivant une parallèle à la ligne de terre m'A', et, horizontalement^ 
suivant la perpendiculaire mh, à la droite d, menée par m ; de même la ligne de front offre une pro- 
jection horizontale mv parallèle à la ligne de terre et, sur le plan vertical, une projection mV perpen- 
diculaire à d\ Le plan est ainsi déterminé par Je couple de droites (mv, mV), {mh, m!h'), 

180. Problème IT« — Abaisser d'un point une perpendiculaire sur une droite {fig. 169, pi. XI). 

Solution générale. — La solution de ce problème se réduit à celle de deux questions précédem- 
ment traitées, en employant la méthode suivante : 1^ par le point donné on conduit un plan perpendi- 
culaire à la droite (§ 179). 3"* On prend le point d'intersection de ce plan et de la droite (§ 69), que 
Ton joint au point donné. Pour exécuter Tépure on a, en se conformant à la solution générale et au 
tracé qui résulte du paragraphe 179, déterminé le plan perpendiculaire à l'aide des parallèles à ses 
traces (mA, m'A'), (mt;, m'v'), qui se croisent en m, m'; puis, en recourant au plan auxiliaire vertical 
projetant la droite D, on a déterminé le point de rencontre p,p' du plan perpendiculaire et de la 
droite cf,</', enfin le point p,/)', joint à celui qu'on nous donne, a fourni les projections m/>, m'p' de 
la perpendiculaire cherchée. 

181. Problème T. — Trouver la distance d'un point m, m' à une di^ite d, d', (fig. 169, pi. XI). — 
Construisez (§180) la perpendiculaire mp,m'p^l abaissée du point m^ m\ sur la droite d,d'f 
et, par une rotation autour de la verticale du point m,m\ amenez-la dans un plan de front, 
en m/}|,m'f>'i: cette dernière ligne m'/7'i vous donnera la vraie grandeur de la distance du point 
à la droite. 

182. Problème VI. — Construire la plus courte distance de deux droites non situées dans un mime plan. 

Solution générale. — Tout d^abord, par la ligne de croisement de deux plans respectivement per* 
pendiculaires aux droites données, on obtient aisément la direction de la plus courte distance: car 
tout plan perpendiculaire à l'une des droites données est nécessairement parallèle à leur perpendi- 
culai^*e commune ; conséquemment, la rencontre de deux plans respectivement perpendiculaires 
aux deux droites données sera également parallèle à la plus courte distance. Une fois la direction de 
la plus courte distance connue, on trouvera sa position en construisant une droite qui, tout en étant 
parallèle à cette direction, s'appuiera sur les droites données; c'est là un problème dont nous avons 
donné la solution (§ 75). 

Exécution db l'épure {fig. 170, pi. XI).— Soient (d, rf'), (rfi, d'i) les projections des droites données. 
Plaçons deux points a,]3 d'une manière arbitraire sur xy^ mais, pour plus de clarté dans l'épure, 
éloignons-les des droites (d, d'), (é/i, Wi), et, par chacun d'eux, conduisons des droites (P, P'), (Q,Q') 
respectivement perpendiculaires aux projections données, ces droites détermineront les traces PaP'» 
Q^Q' des plans dont la rencontre ^, il fournira la direction de la ligne cherchée. 
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Pour obtenir, en opérant suivant la méthode du paragraphe précité, la position de la plus courle 
distance, par un point OyO' pris arbitrairement sur Tune des lignes données, conduisons une parallèle 
^1, ^1 à la direction ^, ^de la ligne cherchée, et observons que le point de rencontre m, m! du plan 
conduit par les droites qui se croisent en o,o' et de celle des droites données qui se trouve en dehors 
de ce dernier plan, appartient à la plus courte distance, que, par suite, cette droite sera la portion 
mn^ m'n\ de la parallèle à ^,^ menée par m, m', et limitée aux droites données ; Tépure devra offrir 
cette vérification que les points n^n' appartiendront à la même ligne de rappel. On construira ensuite 
sans difficulté (§ 175) la vraie grandeur de la plus courte distance. 

Bien que nous eussions déjà traité les questions qui conduisent à la solution du problème actuel, 
nous avons dû, à cause de son extrême importance, donner les constructions avec tous les détails 
qu'elles comportent 



ANGLES FORMÉS PAR DES DROITES ET DES PLANS 

183. Problème L — Construire Tangle de deux droites données {fig. 171, pi. XI). — Si les droites 
données (ab,a'b')y (cdy &d') ne sont pas situées dans un même plan, leur angle est, par définition, celui 
de Tune des droites données et d'une parallèle à l'autre menée par Tua des points de la première. 

Pour exécuter l'épure par le point 5', s de la droite ai, a'i', dont la projection verticale s' se trouve 
au croisement des droites û'i', c'd'y conduisons une parallèle à la seconde droite donnée, sa projection 
verticale coïncide, par suite de la position attribuée au point 5, 5', avec c'd^ ; quant à sa projection 
horizontale, on Tobtient en conduisant par le point s la parallèle s9 à la droite cd. Actuellement pour 
obtenir en véritable grandeur Tangle des droites (a'6', ai), {c^d\ si), construisons les projections ef, e'/' 
d'une horizontale du plan de ces lignes, et rabattons-les autour de cette horizontale : deux de leurs 
points (e, e'), (/*, /"') resteront immobiles et le sommet s, s' se rabattra en un point S9 (§ 128); alors, 
en tirant les droites S^/, S^e, on a Tangle fS^ cherché. 

Si Ton veut avoir les projections de la bissectrice de Tangle des droites qui se croisent en s, «', on 
mènera la bissectrice S^ de Tangle rabattu ; puis on la relèvera facilement suivant la droite sg, s! g' : 
car le sommet se relève en «, sf^ et la rencontre ^, g^ de la bissectrice avec la charnière ne bouge pas, 

184. Problème II. — Construire l'angle d'une droite et d'un plan. 

Solution générale. — Soient (fig. 172, pi. XI) P, Die plan et la droite; leur angle est, par défini- 
tion, celui que forme la droite D avec sa projection CB sur le plan P. La recherche directe de cet 
angle est un peu longue, habituellement on simplifie la solution du problème en observant que Tangle 
CAB, formé par la droite donnée et par la projetante, sur le plan donné, de l'un quelconque de ses 
points, est le complément de celui que nous cherchons ; ce qui réduit la question à la construction 
de Tangle de deux droites. En un mot, pour trouver Tangle d'une droite et d'un plan, on cher- 
chera , par la méthode donnée plus haut, Tangle de la droite avec la perpendiculaire abaissée d'un 
de ses points sur le plan donné, et on en prendra le complément. 

Exécution de l'£pub£ (Jig. 173, pi. XI). — Soient PaP' les traces du plan ; d, d' les projections de la 
droite et s, s' celles de l'un quelconque de ses points. Menons, pour déterminer la perpendicu- 
laire au plan, par les points <, s' deux droites S, V respectivement perpendiculaires aux traces don- 
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nées, et, eonformément à la méthode du paragraphe 183, construisons, en rabattant les droites (i^ è')^ 
{dy d') autour de la trace horiiontale t^ de leur plan, la vraie grandeur ^S^ de l'angle de ces lignes ; 
enfin déterminons, à l'aide de la perpendiculaire S^ à la droite S^, le complément ;9 de cet angle, 
c'est-à-dire l'angle cherché. 

185. Problôme IIL — Construire les angles que fait une droite avec les plans de projection {fig. 174, 
pLXI)« — Ce problème est un cas particulier du précédent; mais, comme les projections de la droite 
sur les plans sont connues, il est plus simple, contrairement à ce qui a lieu pour le cas général, de 
chercher directement l'angle de la droite avec ses projections sur les plans coordonnés. 

D'abord construisons l'angle de la droite donnée d, d' et du plan horizontal, c'est-à-dire l'angle de 
la droite D et de sa projection horizontale d'y dans ce but rabattons, après avoir construit les traces 
{VyV')y{h^h') de la droite donnée, son plan vertical projetant autour de la trace verticale m;' de ce 
plan, pendant ce mouvement le point v, v' demeure fixe, le point h décrit, sur le plan horizontal, 
un arc de cercle de centre v et de rayon vA, pour venir s'arrêter en Ai sur la ligne de terre. Cela fait, 
on voit que la projection horizontale d se trouve rabattue sur xy, tandis que la droite de l'espace, 
également rabattue, s'obtient en tirant la droite v'hi ; Tangle de la droite D avec sa projection hori- 
zontale est donc donné directement par v'hiV^a., 

On trouve, d'une manière toute semblable, en rabattant sur le plan horizontal celui qui projette 
verticalement la droite, l'angle j3 qu'elle fait avec le plan vertical. Si la droite donnée avait ses traces 
hors des limites de l'épure, on pourrait la remplacer par l'une de ses parallèles dont les traces seraient 
dans les limites voulues, ou plutôt, en adoptant des axes menés par un point de la droite perpendi- 
culairement aux plans de projection, la rendre successivement parallèle à chacun d'eux. 

188. Problàme HT. — Construire les projections et une droite passant par un point donné et faisant avec 
les plans de projection des angles donnés {fig, 175, pi. XI). — Soient m, m' les projections du point donné 
et a, |9 les angles donnés (on a supprimé la ligne de terre). 

Mettons en évidence, en rendant la droite inconnue parallèle au plan horizontal à l'aide d'une 
rotation autour d'un axe conduit par le point M et perpendiculaire au plan vertical de projection, 
l'angle J3 que fait cette droite avec ce plan vertical ; dans sa nouvelle position, la droite se projettera 
verticalement suivant la parallèle m^9 à la ligne de terre, et horizontalement suivant la droite m^, 

qui fait avec mm' un angle égal au complément ^ — 13 de celui que doit faire la droite inconnue avec 

le plan vertical de projection. Mettons également en évidence, en imprimant à la droite cher- 
chée une rotation autour d'un axe vertical conduit par M de manière à l'amener dans le plan 
de front de ce point, l'angle a qu'elle doit faire avec le plan horizontal, alors les projections de 
la droite seront : sur le plan horizontal, la parallèle md à la ligne de terre, menée par m, et, 

sur le plan vertical, la droite m'd' inclinée sur mm' d'un angle égal au complément | — a du second 

angle donné. Un point pris arbitrairement sur la droite inconnue de l'espace est actuellement 
dédoublé, donnons-lui, sur d, rf', une position quelconque ûi, a'i, il prendra, par suite, sur l'autre 
droite, deux positions correspondantes dont les projections horizontales 02,^3 s'obtiendront évidem- 
ment en portant mai=ma^-=^m*a\. Actuellement la question se réduit à trouver les positions que 
prendra le point dédoublé quand les droites (î,*'), (rf,«P) se seront réunies de nouveau, en tour- 



• 
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nant : la première, autour de la perpendiculaire ara plauTertical mené par m^ m'^ la seconde, autour 
de Taxe vertical conduit par le même point. Dans ces mouyements les points choisis sur les droites dé- 
doublées décrivent chacun un arc de cercle, et, pour le pointtri, a'i de la droite (f, d\ cet arc se projette 
verticalement suivant ia parallèle a^V^ k la ligne de terre menée par le point a<^i, horizontalement, 
suivant un arc de cercle de centre m et de rayon égal à mai. Pour les points de la droite 9, ^ projetés, 
avant la rotation, en a^, a?, les arcs décrits offrent des projections qui, passant respectivement par 
chacun de ces points, sont parallèles à la ligne de terre ; alors par les rencontres e, ^, e, /*, des projec- 
tions horiaontales des arcs que nous venons de déterminer, on obtient les projections de même nom 
de quatre points répondant à la question. Quant à leurs projections verticales, par suite de la symétrie 
de la ligure, ellçs se confondent deux à deux, et se trouvent aux points de croisement des lignes de 
rappel eg^ fc et de la projection verticale o'i *'i de Vxm des arcs servant à déterminer les points cheiv 
chés ; dès lors, en remarquant que le point m est placé sur les droites joignant les points {CyC), (jg^f) 
et en traçant ces droites ainsi que celles qui vont du point m', soit am point ^, soit bu point f, on 
aura les deux projections de quatre droites répondant à la question, lesquelles sont ici : {mg, nt*g^)y 
{mCym^c'), (mfjTn'f), {me^m'e'). 

Discussion. — U faut et il suffit, pour que le problème ofl're quatre solutions, que les cercles se 
coupent, ou que mp soit plus petit que le rayon mai\ mais, comme on a: mpzzzma^sm^^i 
mai = yua'i = m'Q'iCosa^ la condition précitée pourra s'exprimer par l'inégalité massin]3<mViC0Sa; 

comme par construction ma^ = tn'a'i , cette condition se réduit à sin |3 < cos « ou à sin p < sin i ^ — a j 

OU encore à l3<^--a, qu'on peut écrire «+0<5. Si Ton avait a+ô= 5, les cercles seraient deux 

à deux tangents, le problème ne donnerait plus que deux solutions, lesquelles seraient fournies par 
deux droites de profil. 
Enfin si Ton avait a+^< ^, les cercles seraient extérieurs et le problème serait impossible. En 

résumé: l*' quand la somme des angles donnés estjnférieure à ^, le problème offre quatre solutions, 

deux à deux symétriques par rapport au plan de front et au plan de profil du point donné; 2" dans 
le cas d'angles complémentaires, on trouve deux droites de profil; 3*" enfin le problème est impos* 

sible quand la somme des angles donnés est supérieure à^. 

167. Problème V. — Construire l'angle de deux plans. — On ramène ce problème à la recherche 
de l'angle de deux droites par l'emploi de l'one des deux méthodes suivantes. 

l*" Méthode indirecte. — D'un point quelconque de l'espace conduisons une perpendiculaire sur 
chacun des plans donnés; ce point tombe nécessairement dans l'un des quatre dièdres formés par 
les deux plans ; or, l'angle des perpendiculaires étant le supplément de celui de ces quatre dièdres 
qui contient le point arbitrairement choisi, et, d'autre part, les angles formés par les deux plans étant 
eux-mêmes deux i deux supplémentaires^ on en conclura que la mesure de l'angle aigu de deux plans 
est la môme que celle de l'angle aigu de leurs perpendiculaires» 

2* MÉTHODE DIRECTE. — Mcnons, en un point quelconque de l'intersection des plans donnés un 
plan auxiliaire perpendiculaire à cette ligne, lequel, par ses rencontres avec ceux qu'on nous donne, 
fournit deux droites formant entre elles le rectiligne du dièdre cherché. 
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Malgré l'avantage que présente la méthode indirecte de conduire à un tracé déjà connu, l'autre 
méthode doit lui être préférée, non seulement parce qu'elle est directe, mais encore, et surtout, parce 
qu'elle conduit à la solution de certains problèmes qu'on ne saurait résoudre commodément en 
recourant à la méthode indirecte; ainsi, par exemple, on doit, pour déterminer le plan bissecteur du 
dièdre formé par deux plans, comme nous le verrons bientôt, construire directement l'angle de ces 
plans. Les tracés relatifs à la méthode indirecte n'oiTrent rien de nouveau, le lecteur les exécutera 
sans difficulté; quant au tracé direct, il conduit d'abord à déterminer les lignes de rencontre des plans 
donnés et du plan auxiliaire perpendiculaire à leur intersection, ensuite à construire l'angle de ces 
lignes ; mais, bien que ces deux tracés soient également connus du lecteur, il importe de les repro- 
duire, en élaguant dans chacun d*eux les lignes inutiles à leur ensemble, et en adoptant, pour le 
premier, des constructions propres à simplifler le second. 

Cela dit, exécutons l'épure : Supposons données les traces PaP', Q|3Q' (fig. 176, pi. XI) des deux plans 
dont on cherche l'inclinaison, et construisons d'abord la projection horizontale vh de leur intersec- 
tion ; puis, concevons qu'en un point quelconque de cette intersection on mène un plan qui lui soit 
perpendiculaire; la trace horizontale de ce plan sera la droite ab menée perpendiculairement à vh par 
un quelconque p des points de cette ligne, et l'angle cherché est l'angle au somniet d'un triangle 
dont la base est ab et dont le sommet se trouve à la rencontre S du plan du triangle et de l'arête 
du dièdre qui nous occupe. 

Pour achever de déterminer ce triangle, considérons la droite de l'espace S/>, qui appartient à la 
fois au plan du triangle et au plan vertical projetant l'arête du dièdre cherché ; cette ligne, attendu 
que les plans qui la déterminent sont perpendiculaires respectivement à l'arête du dièdre et à la base 

■ 

ab^ est elle-même perpendiculaire à ces deux lignes ; d'où l'on déduit que Sp est la hauteur du 
triangle cherché, que p en est le pied, et que cette hauteur est également perpendiculaire à l'arête 
du dièdre demandé. 

Maintenant, il ne s'agit plus, pour déterminer le triangle dont on connaît la base ab et le pied de 
la hauteur;), que de construire la vraie grandeur de sa hauteur ; dans ce but, en adoptant xiyi pour 
ligne de terre, prenons pour nouveau plan vertical coordonné celui qui projette horizontalement 
l'arête du dièdre, et rapportons cette arête au nouveau plan : h est un point de la projection cher- 
chée, on en obtient un second en reportant la longueur vvt\ en vv'u sur une perpendiculaire à xiyi^ 
à l'aide d'un arc de cercle;. alors, unissant ces deux points par la droite hv'^ on obtient la projection 
cherchée. 

La hauteur du triangle est une droite qui, comme nous venons de le voir^ passe au point /), est per- 
pendiculaire k l'arête du dièdre, et appartient au nouveau plan vertical ; conséquemment, la projec- 
tion de cette ligne, sur le nouveau plan, se fera en vraie grandeur suivant la perpendiculair^§'| 
à la droite hv\ menée par le point p. 

Actuellement rabattons le triangle de l'espace Sai autour de ab ; sa hauteur, après ce mouvement, 
viendra sur la perpendiculaire pv à la base ab et le rabattement S9 du sommet s'obtiendra en repor- 
tant, au moyen d'un arc de cercle, p^i en pS^'y par suite, comme ab ne bouge pas, le triangle rabattu 

se tracera en tirant les droites aS^, 6S9, et l'angle a&Jf de ces dernières droites a même mesure que 
celui des plans donnés. 
Si l'on veut déterminer le plan bissecteur de l'angle des plans, on mènera la bissectrice Ss9 de 



l'angle rabattu aS^^, et, comme en la relevant le point demeure fixe, le plan bissecteur sera alors 
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déterminé par Tarète du dièdre, qu'il doit nécessairement contenir, et par le point 9 du plan hori- 
zontal de projection; donc sa trace horizontale R sera la droite unissant les points A, 6, et, en 
joignant le point y où celte ligne vient croiser la ligne de terre, au point v', on aura enfin la trace 
verticale R' de ce plan bissecteur. 

188. Problème ll.-^Cmstruire Vangle d'un plan PyP' aoec les plan» de projection [fig. 177, pi. XI). 
— Cherchons, en remarquant que le problème qui nous occupe est un cas particulier du précédent, 
Tangle du plan donné et du plan horizontal; à cet effet coupons, conformément au tracé direct 
expliqué plus haut, les deux plans donnés par un troisième QvQ' perpendiculaire à leur intersection 
7? ; ce plan auxiliaire détermine sur le plan horizontal la droite vA, sur le plan PyP' la droite de 
l'espace dont les traces sont en A,t;', et, sur le plan vertical, la ligne de rencontre vi// laquelle forme 
avec les deux premières un triangle rectangle en v, dont l'angle opposé au c6té W)' a môme mesure 
que le dièdre cherché ; rabattons donc, afin d'obtenir ce triangle en vraie grandeur, le plan QtK2' 
autour de vv^ ; pendant ce mouvement la charnière en/ demeurera fixe, le point h décrira sur le plan 
horizontal de projection un arc de cercle de centre v^ et s'arrêtera à la rencontre Ai de cet arc et de 
la ligne de terre; par conséquent, on obtient, en traçant la droite v'hi^ le triangle rabattu vvfhi dont 
l'angle « a môme mesure que celui du plan Vy?\ et du plan horizontal. 

On a obtenu sur l'épure, d'une manière toute -semblable, l'inclinaison p du plan donné et du plan 
vertical de projection. 

189. Problème VII. — Conduire par un point un plan faisant des angles donnés avec les plans de pro^ 
jection. — Nous donnerons, après l'étude des plans tangents, une solution directe de la question; 
pour l'instant proposons-nous de la résoudre indirectement, en construisant préalablement la per- 
pendiculaire au plan inconnu qui passe parle point donné. Faisons voir, pour déterminer cette ligne^ 
que les angles formés par un plan et par l'une de ses perpendiculaires avec un plan de projection 
quelconque sont complémentaires. 

Soient, en cfTet (fig. 178, pi. XI),P, AB,H, un plan, l'une de ses perpendiculaires et un plan de pro- 
jection ; projetons A en a, le plan des droites Aa, AB est à la fois perpendiculaire au plan P et au 
plan B, il Test donc également à leur intersection EF, consequemment ses rencontres BC, AG avec les 
plans P, H, forment le rectiligne a du dièdre EF^ comme Tangle GAB est droit on voit que AB 
s'incline sur H d'un angle qui est le complément de lun des angles donnés. Nous pourrons donc, 
à l'aide du tracé connu (§186) construire cette droite; il suffira ensuite, pour achever la construction, 
de conduire par le point donné un plan perpendiculaire à la droite auxiliaire. Sans nous arrêter au 
tracé de l'épure, qui sera pour le lecteur un exercice utile, occupons-nous de la discussion du problème. 

Discussion. — Soient a et p les angles donnés, la droite auxiliaire devra faire avec les plans 

"Coordonnés les angles ^ — «, s^P^ ^^f comme à toute solution pour cette droite correspond une 

solution pour le plan cherché, on aura, d'après les conclusions de la discussion donnée à la fin du 
paragraphe 186, l'un des trois cas s^uivants : 

1* Si ^ — «+ 5 — P < a» 0^ ®û réduisant, si a +i3> î le problème offrira quatre solutions, et les 

plans répondant à la question seront deux à deux symétriques par rapport au plan de front et au plan 
ide profil du point donné ; 

S* Sia-f-^^^on trouvera deux solutions, les deux plans satisfaisant aux conditions imposées 
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seront parallèles à la ligne de terre, et symétriquement placés par rapport au plan de front du point 
donné; 

3"" Si enfin a 4- jS < 5 le problème sera impossible. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE V 

190. Problème I. — Construire la plus courte distance des projections d'une ligne droite (fig. 179, 
pi. XI). — Soient d, d' les deux projections données ; en premier lieu, afin de déterminer la direction 
de la plus courte distance, remarquez que cette ligne forme, avec les droites données d, d', deux 
angles droits qui ont un côté, soit sur le plan horizontal, soit sur le plan vertical; d'où vous conclurez 
que ces angles conserveront leur grandeur sur Tun des plans de projection, que dès lors la direc- 
tion cherchée est immédiatement donnée par une droite dont les projections, qu'il est inutile de 
tracer sur Tépure, seraient respectivement dirigées suivant des perpendiculaires aux droites don- 
nées dy d'. 

La direction de la plus courte distance étant ainsi déterminée, cette ligne le sera à son tour dès 
que vous en connaîtrez un point, lequel pourra se construire par la rencontre de la droite d' et du 
plan conduit par l'autre droite donnée d parallèlement à la plus courte distance ; pour déterminer 
ce plan, par un point A, A', pris arbitrairement sur e/, menez une parallèle à la plus courte distance, 
dont les projections ^, ^', sont respectivement perpendiculaires à d etàd', et construisez la trace 
verticale v' de cette ligne; puis, joignez par une droite ce dernier point au croisement a de rf 
et de xy^ et vous aurez la trace verticale av' du plan auxiliaire; la rencontre de ce plan et de la 
droite d' sera en t;'i,t;i, enfin la parallèle v'iA'i, Vi^i à la direction de la plus courte distance, menée 
par Vi, t^'i et limitée aux droites données, fournit les projections ViA|, c/iA'i de la plus courte distance. 
Quant à sa vraie grandeur, vous l'obtiendrez par le rabattement de cette droite autour de la verti- 
cale t;ii;'i de l'un de ses points : le pointai, h\ viendra à la rencontre h% de la ligne de terre et d'un 
arc de cercle de centre Vi, et de rayon égal à Vihi ; par suite la droite rabattue en véritable grandeur 
sera en v'ih^, 

191. Problème II. — Construire la grandeur du côté d'un cube connaissant : 

!• les projections d,d' {fig. 180, pi. XI) de la droite formée par le prolongement de l'un de ses côtés; 

2o la projection horizontale 9 d'un second côté également prolongé^ et non situé dans un même plan avec 
le premier: 

3^ les deux projections a, a' d'un point de la droite A. — Tout d'abord remarquez que les données du 
problème suffisent pour déterminer la droite a; en effet cette droite, devant offrir une direction per- 
pendiculaire à D, sera à la rencontre du plan vertical conduit par ^ et du plan abaissé perpendicu- 
lairement à D du point a, a'. Bien que la construction de la projection verticale de la seconde aréfe 
prolongée soit des plus simples, vous pouvez sans passer par ce tracé effectuer immédiatement celui 
du côté cherché et en déduire môme la projection verticale de la seconde arôte ; effectivement, en 
remarquant que l'un des cOlés du cube est à la fois perpendiculaire à chacune des droites D, A, ou 
réduit la question à la recherche de la plus courte distance de ces deux droites; laquelle, par suite 
de la perpendicularité des droites D, A, peut s'obtenir par une construction plus facile que celle que 
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nous avons indiquée pour le cas général ; en effet la plus courte distance de deux droites perpendicu- 
laires en direction peut être obtenue par la rencontre de deux plans respectivement conduits par 
chacune d'elles perpendiculairement à l'autre. 

Cela posé, pour simplifier l'exécution de l'épure, déterminez tout à la fois et les deux plans per- 
pendiculaires conduits par les droites données, et leur ligne de rencontre ; dans ce but coupez ces 
plans perpendiculaires par un troisième contenant le point a, a' et parallèle au plan horizontal; en 
premier lieu, vous trouverez deux horizontales des plans perpendiculaires lesquelles, passant 
par (a, o'), (6, 6') auront des projections verticales confondues en A'A'i, et des projections horizon- 
tales h^ hi qui; menées par les points a et by seront respectivement perpendiculaires aux droites (f> ^ ; 
en second lieu^ au point de croisement des horizontales que vous venez de tracer^ vous aurez Tun 
des points de rencontre i, i' des plans perpendiculaires, pour en obtenir un autre point t'i, t'i voiis 
emploierez le plan auxiliaire de front du point a, cd ; les projections horizontales des lignes de ren- 
contre des plans perpendiculaires et du plan de front seront confondues suivant la droite //'i, leurs 
projections verticales seront des droites dont l'une f s'obtiendra en abaissant du point a! une perpen- 
diculaire sur la droite d'^ dont l'autre fi sera donnée en joignant les points de rencontre (m, m')(fA, /) 
du plan de front et des droites {d, d^), (^i, A'i) qui déterminent l'un des plans perpendiculaires. 

Après ces constructions l'intersection des deux plans, c'est-à-dire la plus courte distance, s'ob- 
tiendra en tirant les droites t'i'i,tïi et en les limitant en leurs points de rencontre (Pi f>')> (?) ?') ^^^^ 
les projections des droites données. Quant à la vraie grandeur de la plus courte distance pq^p'q' vous 
Tobliendrez sans difficulté par l'une des méthodes déjà expliquées (§ 175). 

Pour terminer, vous aurez en joignant par une droite les points q'a'y la projection verticale ^' delà 
seconde arête du cube, et, comme vérification, cette dernière droite devra être perpendiculaire à la 
projection verticale m'iJ de la ligne de front du plan perpendiculaire à ^,^. 

192. Problème III. — Construire un plan parallèle à un plan donné PaP', et qui en soit distant d'une 
longueur donnée l {fig. 181, pi. XI}. — Mettez en évidence, sur un plan vertical dont la ligne de 
terre x^yi est perpendiculaire à aP, la distance donnée / : la trace verticale du plan donné s'obtient 
après le changement et d'après le tracé maintes fois employé (§ 107), en prenant le point de rencontre 
t/ des deux plans verticaux de projection et du plan PaP', puis en rapportant ce point au nouveau 
système, en v\y et en joignant par une droite ce dernier point t/i à celui qui provient de la ren- 
contre ai des droites Xi^i, «P. 

Dans le nouveau système de plans coordonnés, le plan PaP'i et celui que nous cherchons sont per- 
pendiculaires au plan vertical, par suite, la distance de leurs traces verticales est égale à celle des 
plans, conséquemment vous obtiendrez, en traçant la parallèle Q'ijSi, à aiP'i distante de cette der- 
nière d'une longueur /, la trace Q'i sur le nouveau plan vertical du plan cherché, et sa trace horizon- 
tale Q sera Ja parallèle à ai P conduite par le point de rencontre Pi des .droites Xi^i, Q'i; dès lors, en 
menant par le point de rencontre j3 des droites Q et xy, la parallèle Q' à la droite P' vous aurez la 
seconde trace du plan qu'il s'agissait de construire. 

193. Problème IV. — • Irouver la distance de deux droites parallèles (à résoudre). 

194. Problème V. — Les traces d'un plan PaF et la projection verticale m' d^un point étant données, 
déterminer la projection horizontale de ce poiîU^ de telle sorte qu'il soit à une distance du plan égale à une 
droite donnée, l {fig. 182, pU XII). — Toujours dans le but de^mettre en évidence la longueur donnée^ 
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en adoptant une ligne de terre x,yi perpendiculaire àaP', changeons le plan horizontal de projection; 
le tracé bien connu du lecteur fournit la trace horizontale nouvelle Pi, et, au point de croisement 
d'une parallèle à celte ligne, qui en soit éloignée de / et de la ligne de rappel perpendiculaire à x^y^ 
menée par m\ vous trouverez la projection horizontale nouvelle mi du point cherché» alors, en repor- 
tant l'éloignement m'mi de ce point sur une ligne de rappel perpendiculaire à xy^ en im, vous aurez, 
enfin la projection horizontale m du point demandé. 

105. Théorème I. — Quand une droite fait^ avec les plans de projection^ des angles égaux^ ses deuxpro^ 
jections font également ^ avec la ligne de terre, des angles égaux y et réciproquement, — En effet, par un 
point quelconque A {fig. 183, pi. XII) de la ligne de terre, menez une parallèle AB à la droite con- 
sidérée, elle devra faire également des angles égaux aVec les plans de projection, et projetez Tua 
quelconque B des points de cette droite et la droite elle-même sur les deux plans coordonnés V^H, 
soient A, b' les projections du point et Ab^ Ab^ celles de la droite. Les triangles rectangles BAd'^BA^^ 
qui ont leurs hypoténuses confondues et un angle aigu égal, sont égaux; par conséquent, la cote Bb 
du point B doit être égale à son éloignement B&', ou, en d'autres termes, le point B, comme le point 
A, doit appartenir au plan bissecteur de l'un des dièdres formés par les plans de projection, et, par 
suite, les deux projections de la droite AB, et de ses parallèles, doivent former avec la ligne de terre 
des angles égaux (§ 34). La réciproque se démontre d'une manière analogue. 

196. Problème VI. — Tracer les épures que peut offrir une droite également inclinée sur les plans de 
projection {fig. 184, pi. XII). — La droite doit se trouver, d'après le théorème précédent, parallèle 
à l'un des plans bissecteurs des plans coordonnés, elle peut donc occuper l'une des positions sui- 
vantes : 

1« Oi biy a\ b\ droite du plan bissecteur des dièdres 2 et 4. 

2* ûi^a, a't^'s droite parallèle au plan bissecteur des dièdres 2 et 4. 

3* 0363, a'36'3 droite du plan bissecteur des dièdres 1 et 3. 

4* Qkb\y a'J)\ droite parallèle au plan bissecteur des dièdres 1 et 3. 

h'' a&ds, a'si's droite de profil placée sur le plan bissecteur des dièdres 1 et 3. 

G"" a^b^y a'sb'i droite parallèle à la précédente. 

7"" a^b^y a'ib'-j droite de profil placée sur le plan bissecteur des dièdres 2 et 4. 

8"* aj)%y ol^b\ droite parallèle à la précédente. 

9« aj)9y a' 9b' 9 ] droites parallèles à la ligne de terre et placées sur l'un des plans bissecteurs^ 
iO« alob^o, o'io^'io ) des plans coordonnés. 

il" <zii^ii» ofiib'u droite placée sur la ligne de terre. 

197. Théorème II. — Quand un plan fait, avec les plans de projection, des angles égaux^ ses traces^ 
font également des angles égaux avec la ligne de terre ^ et réciproquement. — L'une des perpendiculaires 
au plan doit faire, avec les plans de projection, des angles égaux ; les projections de cette ligne doivent 
donc^ d'après le théorème I (§ 195), faire également, avec la ligne de terre, des angles égaux et 
réciproquement. 
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198. Problème TU. — Tracer les épures que peut offnr un plan également incliné sur les deux plans de 
projection. — Vous trouverez (/tg^. 185, pi. XII) les sept positions suivantes: 

1<> Pi, P'i plan perpendiculaire au plan bissecteur des dièdres 2 et 4; 

i^ Ps^ P'2 plan perpendiculaire au plan bissecteur des dièdres 1 et 3 ; 

S*" (P3, P'3)^(a,aOf plan bissecteur des dièdres. 2 et 4: déterminé par la ligne de terre et par le 
pointa, a'; 

4<* (Pi, P'i), (aja')y plan bissecteur des dièdres 1 et 3: déterminé par la ligne de terre, et par un 
point a, a', dont la cote est égale à Téloignement ; 

5*" P5, P'5> plan parallèle au plan bissecteur des dièdres 1 et 3 ^ 

&^ Pft» P'et plan parallèle au plan bissecteur des dièdres 2 et 4; 

!• P7, P'7, plan de proBl. 

199. Problème VIII. — Par un point donné a^ a' conduire une droite qui fasse^ avec les deux plans de 
projection, le même angle donné a (fig. 186, pi. XII). — Observez, d'après les conclusions du paragraphe 
196, que les quatre droites qui répondent aux conditions du problème doivent être parallèles deux* 
à deux aux plans bissecteurs des dièdres formés par les plans coordonnés. 

Observez encore que, si l'on déplace la ligne déterre parallèlement à elle-môme, l'un de ces plans 
bissecteurs demeurera fixe, tandis que le second se déplacera parallèlement b lui-même^ et que, par 
suite, si vous adoptez une nouvelle ligne de terre Xiyt parallèle à l'ancienne passant par le point 
milieu ai de la distance a'a^ le point a, a' se trouvera sur le plan bissecteur déplacé, et, par conséquent, 
deux des solutions du problème seront alors dans le plan bissecteur des dièdres i et 3 du nouveau 
système de plans coordonnés. 

Pour obtenir ces deux droites, amenez-les, par une rotation autour de la verticale du point a, af, 
dans le plan de front de ce point : leur projection verticale sera formée par Tune des droites a'O'i 
conduite par a' et inclinée sur la ligne de terre xi^i de l'angle a donné; quant à la projection hori- 
zontale^ ce sera la parallèle aOi à la ligne de terre menée par le point a. 

Actuellement ramenez la droite a'O'i, a8| sur sa position naturelle, en la faisant tourner autour de 
la verticale du point a^a': dans ce mouvement, la trace horizontale d| décrit, sur le plan horizontal 
de projection, un arc de cercle de centre a et de rayon oOi, et, attendu que les droites cherchées se 
trouvent sur le nouveau plan bissecteur des dièdres 1 et 3, ce point viendra s'arrêter sur la ligne de 
terre Xiyi soit en ^1, t\, soit en ^a, f% ; alors, en tirant les projections des droites qui vont du point a^af 
aux traces que nous venons de retrouver, on obtient les deux premières solutions (a^i, a't'^,{at^,a't'^ 
rapportées au nouveau système de plans coordonnés, lesquelles se conservent quand on revient aux 
plans de projection primitifs. Quant aux deux autres droites cherchées elles sont données, par suite 
de la symétrie des quatre solutions par rapport au plan de front du point a, a' (§ 190), par les droites 
projetées en (a/|, a'/'a) (a^s, a'V^. 

Discussion. — Pour que le problème offre quatre solutions il faut et il suffit que la ligne de 
terre x^yi coupe le cercle décrit par le point di, c'est-à-dire que la distance aai soit inférieure au 
rayon aO| de ce cercle, et comme oai^aia', et que adi = ai6'i, la condition se réduit à a'aïK^aitfiy 
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OU à « < 2; si a = 2 ^a droite et le cercle seront tangents et le problème offrira deux solutions^ les- 
quelles seront données p;(r des droites de profil; enfin, si a>~, le problème sera impossible. 

4 

200. Problème IX. — Construire directement, par un point donné ayCd^ un plan qui fasse, avec les 
deux plans de projectionj un même angle donné a. 

Première-solution {fig. 187, pi. XII). — En changeant les deux plans coordonnés, transportez la 
ligne de terre parallèlement à elle-même et faites la passer au point a; soit Xi^i cette ligne déplacée, 
à laquelle correspond un plan vertical contenant le point donné a, a'. Cela fait amenez dans un plaa 
de front, par une rotation autour de la verticale du point a, a', la ligne de plus grande pente du plan 
cherché conduite par ce point, et prise par rapport au plan horizontal : dans sa nouvelle position, 
cette ligne aura pour projection horizontale la ligne de terre, Xiyi et pour projection verticale une 
droite a^i faisant, avec la ligne de terre, l'angle a donné. En ramenant cette ligne de plus grande 
pente à sa position naturelle la trace ti décrit, sur le plan horizontal, un cercle de centre a dont le 
rayon est égal à ^la, et qui doit être tangent à la trace horizontale du plan inconnu ; par raison de 
symétrie, la trace verticale de ces plans sera également tangente à la môme circonférence, et comme 
cette dernière doit passer par le point a', on l'obtient en menant par a' les tangentes P'i, R'i, 
à la circonférence figurée sur notre épure, par leurs rencontres j3, y avec xa/i, ces lignes donnent 
des points placés sur les traces horizontales cherchées, conséquemment, les quatre tangentes menées 
de ces deux points, à la circonférence que vous venez de construire, déterminent les traces hori- 
zontales Pi, Ri, Si, Qi, des plans Pij3P'i, Qi(3P'i, RiyR'i, SiyR'i répondant à la question. 

Pour revenir au système primitif de plans coordonnés, observez que, dans tout déplacement de la 
ligne de terre parallèlement à elle-même, les projections des points et des droites se conservent, mais 
que les traces des plans se déplacent aussi parallèlement à elles-mêmes; par conséquent, la tracé P'i 
conservera ses projections qui sont sur le plan vertical P'i, et, sur le plan horizontal, la ligne de 
terre Xi^i, d'où vous déduirez, en prenant la trace horizontale t de cette ligne, l'un des points de la 
trace horizontale cherchée ainsi que les traces (P, P'), (Q, Q') des deux premières solutions, ensuite, 
par un tracé absolument semblable au précédent, vous trouverez d'abord le point 0,6', puis les 
traces (R, R'), (S^ S') des deux derniers plans répondant aux conditions du problème. 

201. Deuxième solution {figASS, pi. XIÎ). — ^Toul plan qui fait,avec les plans de projection, des angles 
égaux, est perpendiculaire à l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par les plans coordonnés 
(§ 197 et 48) ; dQnc, en abaissant du point a, a' des perpendiculaires sur ces plans bissecteurs, vous 
aurez deux droites par lesquelles passent les deux couples de plans qui répondent aux conditions du 
problème; pour construire ces deux perpendiculaires, observez qu'elles sont dans le plan de profil du 

point donné a, a', et qu'elles font avec les plans de projection des angles égaux à j, que, par suite, 

leurs traces, sur le plan horizontal de projection, seront données en prenant, de part et d'autre 
du point a, sur les verticales de ce point, des longueurs at, ad égales à la cote a'» du point a, a'. 

Dès lors, il est manifeste que ces points t, 8 appartiendront aux traces horizontales des plans cher- 
chés. Maintenant, afin d'obtenir ces traces, rendons parallèles au plan vertical les quatre lignes de 
plus grande pente par rapport au plan horizontal de projection des plans cherchés à l'aide d'une rota- 
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tion effectuée autour de la verticale du point a^a'; dans cette nouvelle position, on obtient pour ces 
lignes une seule droite dont la projection horizontale est parallèle à la ligne de terre et passe par a, 
et dont la projection verticale passe para' et fait, avecxy, Tangle donné a. Cela fait, construisez la 
trace horizontale h de la ligne de plus grande pente déplacée, et remarquez que les traces horizontales 
des plans cherchés doivent être tangentes au cercle de centre a et de rayon égal à aA; si donc, après 
avoir décrit ce cercle, vous lui menez deux couples de tangentes issues des points ^ 0, vous aurez les 
traces P, R, Q, S, cherchées. Quant aux traces sur le plan vertical de projection, vous les trouverez 
fort simplement, attendu que : 1** pour les plans que donne le point /, lesquels soat, d'après la pro- 
priété précitée, perpendiculaires au plan bissecteur des dièdres 1 et 3, ce sont les droites P'^ R' symé* 
triques de P et de R par rapport à la ligne de terre (§ 48) ; 2"" pour le point e, qui correspond à deux 
plans perpendiculaires au plan bissecteur des dièdres 2 et 4, ces traces doivent se placer sur les pre- 
mières prolongées, en S', Q'. 

202. Problème Z. — Construire la plus courte distance de deux droites dont les projections horizon* 
taies sont parallèles {fig. 189, pi. Xli). Soient (e/, d'),{d^y d\) les projections des droites données. 

Pour trouver la direction de la ligne cherchée considérez le plan vertical projetant de Tune des 
droites données; il est parallèle à ces deux droites, par conséquent la plus courte distance lui est per- 
pendiculaire, la direction cherchée est donc fournie par une droite non tracée sur l'épure, mais dont 
la projection horizontale serait perpendiculaire à d et dont la seconde projection off'rirait une direc- 
tion parallèle à la ligne de terre. 

La direction de la plus courte distance étant ainsi coQUue^ il reste à trouver un point de cette 
ligne ; pour cet effet observez que les projections horizontales d'une horizontale mobile rencontrant 
les droites données rayonnent autour d'un point; en effets considérez ces droites mobiles comme 
situées dans des plans parallèles ; ces plans, aussi bien que les droites qu'ils contiennent, diviseront 
les droites données en segments proportionnels; par suite, les projections horizontales des droites 
mobiles diviseront à leur tour les lignes parallèles d, di proportionnellement, elles seront donc con- 
courantes. 

Cette propriété se démontre plus simplement en remarquant que les projections des horizontales 
mobiles donnent sur les droites dy di deux divisions homographiques ayant à Tinfini un point commun, 
que, par suite, les droites joignant les points homologues, c'est-à-dire les projections de la droite mo- 
bile concourent en un seul point. Ce point de concours appartient à la ligne cherchée, car cette ligne 
fait partie du système des horizontales qui s'appuient sur les droites données; pour l'obtenir nous 
tracerons deux des rayons du faisceau considéré. £n vue de ce but coupons d'abord les droites don- 
nées {d^d% (diyd'i) par le plan horizontal de projection, qui détermine les deux traces 6,ej, la droite 
de jonction de ces points donne l'un des rayons 90i du faisceau; quant au second rayon, on observera 
que la perpendiculaire au plan vertical passant au croisement des droites d\ d\ fait partie du système 
des horizontales cl que, par suite, sa projection horizontale ab n'est autre que le rayon demandé. Par 
lanencontre s des deux rayons on a la projection horizontale de l'un des points de la plus courte dis- 
tance et la perpendiculaire aux droites d^di menée de ce point fournit la projection horizontale /7j9| 
de la commune perpendiculaire, des lignes de rappel déterminent les projections verticales />', p\ des 
extrémités de cette ligne, en tirant alors la droite p'p'i^ vous aurez cette projection verticale et l'épure 
sera soumise à celte vérification que les points p\p't devront appartenir à une parallèle à xy\ lyou- 
tons que la droite ppi sera la commune perpendiculaire en véritable grandeur. 
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203. Problème XI. — Déduire de répure précédente la construction de la plus courte distance de deux 
droites quelconques. — Soient {d, </'), (^, <J') les droites données (Jig. 190, pi. XUI). 

Rendons parallèles, par le procédé déjà expliqué (§159), les projections verticales des droites D^ A : la 
parallèle ^i, ^i à^, ^, menée parle point a, a\ de cette dernière dont la projection verticale se fait aa. 
croisement a' des droites d', Vy détermine Siyecdyd' un plan perpendiculaire au nouveau plan vertical, 
dont la trace horizontale ^6 est, par'Suite, perpendiculaire à la ligne de terre inconnue, et permet de 
construire celte ligne en o^i^i; alors, projetant, par la méthode maintes fois expliquée, d, h en $'i, h\ 
sur le nouveau plan vertical et â, a' en a'i sur ce même plan, tirent la droite 6'ia'i et sa parallèle ^i 
menée par A'i, on a, en {d,d\) (l,^i), lés droites données rapportées au nouveau système. On 
retombe ainsi sur la précédente épure dont le lecteur suivra facilement le tracé reproduit sur Tépure 
actuelle en substituant simplement, pour plus de commodité, au premier rayon du faisceau obtenu 
dans répure précédente par les traces des droites données, la projection verticale h\fi de la ligne de 
front située dans le plan hf et rencontrant les droites données. On trouve ainsi la vraie grandeur j^'i^'t 
de la commune perpendiculaire et ses projections pq, p'q' sur les plans coordonnés primitifs. 

204. Problème XII. — Les projections d'une ligne droite et la projection horizontale d^une autre droite^ 
parallèle à la première, étant données, construire la projection verticale de la seconde droite^ la distance 
des deux parallèles étant également connue. — Soient rf, /i- les projections de la droite donnée {fig. 191, 
pi. Xlll), ^ la projection horizontale de la droite inconnue et / la dislance des deux parallèles (on a 
supprimé la ligne de terre). Que Ton prenne un cercle décrit dans un plan perpendiculaire à {/^<f, du 
pied de cette droite comme centre avec un rayon égal a /, et que Ton cherche la rencontre du plan 
vertical projetant de la seconde droite et de ce cercle, on aura des points de la droite inconnue ; me- 
nant ensuite de ces points des parallèles à la droite donnée on trouvera deux droites répondant aux 
conditions du problème. 

Cela dit, passons à l'exécution du tracé en adoptant un système auxiliaire de plans de projection 
formé: 1"" par le plan horizontal H' qui passe au point b,b' pris arbitrairement sur la droite d^d^ 
et, 2"" par le plan vertical projetant de cette droile. La ligne de terre nouvelle arij/i se confond avec d, le 
point b. b' a ses deux projections confondues en b, le point a, a' se projette sur le nouveau planrertical 
au point a\ que Ton obtient enreporlant la cote aa' en aa\y la nouvelle projection verticale de la droite 
(/, d' se trouve en ba\ et les traces du plan mené par B perpendiculairement h la droite D sont en P6P'. 

Actuellement, pour obtenir Tinterseclion du cercle auxiliaire que nous tracerons dans le plan fbP\ 
et du plan vertical Q projetant de A, rabattons le plan PiFi et le cercle qu'il contient sur le nouveau 
plan horizontal ; le cercle rabattu sera simplement donné en décrivant la circonférence de cercle de 
centre b et de rayon égal à {, et comme, d'autre part, les divers points du plan vertical Q se rabattent 
sur la trace horizontale de ce plan, on aura aux points de croisement Ei, F| de cette trace Q et du cercle 
rabattu les rabattements cherchés^ ces points se projettent verticalement après le rabattement en e't, f'^ 
et viennent, lorsqu'ils sont relevés, en (e'i, é), (/'i, f) ; on revient aux plans primitifs coordonnés en re- 
portant les distances c le'i, <Pi/'i en ce-', 9/" de part et d'autre de H'. Menons alors, par les points e', /', des 
parallèles Vi^V^ kd' et nous aurons enfin les deux droites (^, fi},(^, ^0 répondant à l'énoncé da 
problème. 

205. Problème XIII. — Irouver directement l'angle d'un plan dont les traces sont en ligne droite et 
d'une droite dont les projections se confondent sur les traces de ce plan. — Soient {fig. 192, pi. Xllï) PaP' 
les traces confondues du plan; ab, a'b' les projections de la droite. 
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Observons que la droite donnée est dans le plan bissecteur du deuxième et du quatrième dièdre, 
que le plan PaP' se trouve précisément dans une position perpendiculaire à ce plan bissecteur, et que, 
par suite, Tinlerscction du plan bissecteur et du plan PaP' n'est autre que la projection, sur ce der- 
nier, de la droite donnée. 

Cela dit, le problème est réduit à celui de la recherche de l'angle de deux droites dont Tune nb, a'V 
est donnée, et dont on trouve facilement deux points de la seconde en prenant d'abord a, ensuite la 
rencontre n, n' du plan bissecteur avec une horizontale quelconque h^h! du plan donné (§ 31). 

Dans le cas particulier qui nous occupe, les droites dont on cherche l'angle appartenant au plan 
bissecteur du deuxième et du quatrième dièdre, donneront la solution du problème après qu'on les 
aura rabattues, avec ce plan bissecteur, autour de la ligne de terre prise comme charnière et sur le 
plan vertical de projection, par. exemple. 

Pour plusde simplicité dans le tracé, construisons le rabattement de la droite »îw,wV: le point w, m' 
vient en Mi surladroiie mVy à une distance de v égale à Thypoténuse d'un triangle rectangle isocèle 
ayant l'un de ses côtés de l'angle droit en mv, et dont le rabattement, autour de ce côté, est figuré 
en vmti; le rabattement de la droite mriy m'n' s'obtient en conduisant par Mj une parallèle à la ligne 
de terre, et, par la renconlre de cette parallèle avec la droite de jonction du point n, rt! au centre 
d'affinité, on trouve le rabattement Ni du point n,rt! \ d'un autre côté, a ne bougeant prfs, on en 
déduit que les côtés rabattus de l'angle s'obtiennent en tirant les droites Mia,Nia, et que leur écarte- 
ment angulaire p donne enfin la solution du problème. 

206. Problème XIV. — Trouver directement l'angle (Tune droite de profil ab, a'b' et dvn plan déter- 
miné par la ligne de terre et par un de ses points o,o' (fig. i93, pi. XIII). — Nous chercherons tout 
d'abord, appliquant le principe de la solution du problème précédent, la rencontre du plan donné cl 
du plan de profil conduit par ah, a!b' : a en est un point ; la rencontre », «' de la droite de jonction 
du point 0, o' au point c, pris arbitrairement sur la ligne de terre, en donne un second; puis, rabat- 
tant les droites {ab, a'b'}, («w, «'«') sur le plan horizontal, autour de la trace ab prise comme charnière, 
en A,Bi, «ai, nous trouvons l'angle ,3 qu'il s'agissait de construire. 

207. Problème XV. — Trouver l'angle d'une droite de profil ab, a'b' et d'un plan quelconque PaP' 
(fig. 194, pi. XllI). — Appliquez la méthode générale en rabattant autour de l'horizontale aW, am, 
prise comme charnière; le plan conduit par la droite donnée ab, a'b' et par la perpendiculaire bc, b^c' 
abaissée du point A, b' sur PaP' ; vous trouverez ainsi deux droites aAi, otAî qui comprendront le 
complément de l'angle cherché, et, par la perpendiculaire à aAa menée du point Aj, vous aurez enfin 
l'angle j5 de la droite et du plan. 

208. Problème XVI.— Cww/mire la distance d'un point quelconque o,& à une droite de profil ab, db' 
{fig. 195, pi. XIII). — Le tracé général est en défaut dans ce cas particulier, car Thorizonlale et la 
ligne de front menées par le point o,o' dans le plan perpendiculaire à ab, a'b', qui passe par ce môme 

« 

point, se confondent. 

Pour résoudre la question, par o, «' conduisons une perpendiculaire otù^o'u sur le plan de profil 
qui contient la droite donnée ; du pied », » de cette perpendiculaire menons une perpendiculaire 
sur ab^a'b' dont le pied rabattu est en Pi, point qui se relève eu p,p'; la droite de jonction des 
points (o, o'), [p, p') n'est autre, d'après le théorème des trois perpendiculaires, que la droite cherchée ; 
pour obtenir la vraie grandeur de cette ligne, on peut la rendre, à l'aide d'une rotation autour de 
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la perpendiculaire au plan vertical passant par o^o\ parallèle au plan horizontal, en op^^ ou^ encore, 
construire la vraie grandeur du triangle rectangle de Tespacc otap^o^wp' en reportant coo en PiOi et en 
tirant la droite OiQi qui est la vraie grandeur cherchée. 

209. Problème XVII. — Construire j par la méthode des rabattements^ la distance d'un point o, o' à une 
droite rf, d' {fig. 196, pi. XIII). — Traçons par le point o, o' une horizontale o'a'^ oa, du plan conduit 
par la droite djd^ et par le point o,o\ et rabattons ce plan autour de cette horizontale; un point 
quelconque 0, b\ pris arbitrairement sur d, d^ vient en Bs ; les points {aja')y (o, o') ne bougeant pas, 
aBs est le rabattement de la droite donnée, et celui de la perpendiculaire cherchée s'obtient 
en conduisant par o la perpendiculaire Pi à la droite aB^. Le point Pi se relève en p^p\ 
et, après avoir tiré les droites op, o^, on a: en oPi la vraie grandeur de la perpendiculaire 
répondant aux conditions du problème, en op, o^p^ les projections de cette ligne dans sa position 
naturelle. 

210. Problème XVIII. — On propose de construire les traces dunplan conduit par une ligné de front et 
placé à une distance connue d'un point donné (à résoudre). 

211. Problème XIX. — Construire quatre plans parallèles équidistants, connaissant vti point de chacun 
deux. — Soient A, B, C, D les points donnés et a, p, v, i (fig. a*) les plans cherchés ; considérons une 
des droites de jonction des points donnés pris deux à deux, soit AD, par exemple ; les plans |B, 7 doivent 




FlG. Gi. 

la diviser aux points 1 et 2, en segments additifs ou soustractils égaux entre eux. Ces points sont donc 
faciles à déterminer; on en déduit les droites C2, Bl qui doivent être parallèles aux plans cherchés; 
ces plans seront alors déterminés en conduisant par les points donnés des plans parallèles aux deux 

droites C2,B1. 

Examinons maintenant les diverses positions que peuvent occuper les points 1 et 2 par rap- 
port à A,D. 

Plaçons-les d'abord à l'intérieur du segment AD, nous aurons les deux figures 05, «e qui suivent : 



B 



un 



x 



u 
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Ea les plaçant Tun à l'intérieur du segment AD et l'autre à l'eitérieur et à la droite de AD^ nous 
trouvons les deux nouvelles figures qui suivent: 

c 




/ 




Fio. ai. 



FiG. ff|. 



Plaçons les points de division à l'extérieur et à la droite de AD, nous trouvons les combinaisons 
figurées ci-dessous : 





FiG. av. 



FiG. a:o« 



Supposant l'un des points de division à l'intérieur et l^iutrc à Tcxtérieur et àlagauche du segment, 
on trouve encore deux combinaisons figurées ci-dessous : 





FiG. &|. 



FiG. bt. 



Enfin, en plaçant les deux points de division à la gauche et extérieurement au segment AB, on 
obtiendrait deux dernières dispositions^ soit en tout dix solutions relatives à la jonction de deux des 
points, et comme les quatre points donnés produisent lorsqu'on les joint deux à deux un nombre de 
droites égal à 

4 

le problème ofi're GO* solutions. 
La figure 197, pi. XIII, donne^ pour une solution, quatre plans déterminés chacun par un couple 

de droites parallèles. 

■ 

212. Problème XX. -* Ékint données les traces horizontales de deux plans^ faisant entre eitx un angle 
donnéj et la projection horizontale de leur commune intersection, trouver leurs traces verticales. — 
Exécutez, en intervertissant l'ordre des constructions, Tépure donnant l'angle de deux plans. 
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213. Problème XXI. — Par une droite située dans un plan donné, conduire un plan faisant nvec le 
premier' un angle donné (à résoudre). 

214. Problème XXII. — Étant données les deux projections d, d' d'une droite, la projection horizon^ 
taie $ d'une seconde droite, et celle ab de la plus courte distance entre D et A, trouver les projections verti- 
cales des droites AB, A, et la vraie grandeur de leur plus courte distance {fig. 498, pi. XIII). — Adoptons 
pour nouveau plan vertical de projection celui qui projette D sur le plan horizontal; en conservant 
ce dernier plan coordonné, la ligne de terre nouvelle «i^i se confond avec rf; nous savons construire 
les projeclîonsf^f'i, a'i sur le nouveau plan vertical de la droite D et du point A; quant à la plus courte 
distance, elle s'y projettera» d'après un théorème bien connu du lecteur (§ 42), suivant une perpen- 
diculaire à rf'i menée par la projection a\ du point A, et se limitera, d'une part, au point o'i; de Tautre, 
h la rencontre b'i de la projection qui vient d'être construite et de la ligne de rappel perpendicu- 
laire à Xi^i menée par b. La commune perpendiculaire est donc, dans le système nouveau des plans 
coordonnés, déterminée par ses projections ab^ a\b\, et rien de plus facile que de revenir au système 
primitif, dans lequel la perpendiculaire commune se projette en ab, a'b'\ la vraie grandeur de cette 
ligne, que nous n'avons point figurée sur l'épure, se ferait également avec la plus grande facilité. 

Il reste alors à construire S\ pour le faire adoptons un troisième plan vertical parallèle à celui qui 
passe par A, la nouvelle ligne de terre x^y^ est alors parallèle à ^ ; on construit aisément la projection 
nouvelle a'gé'a de la commune perpendiculaire, et celle de A qui se trouve être, d'après le théorème 
cité à l'alinéa précédent, placée sur la perpendiculaire faà û'j b\ qui passe par b'^\ la trace horizon- 
tale de 5,(J'a se fait en t'^^^t dans le système de projection actuellement employé, et sa projection f 
sur l'ancien plan vertical permet de tracer la droite *', ce qui achève la résolution de la question. 

215. Problème XXIII. — Étant données les projections d'une droite D, la projection horizontale d'une 
seconde droite A, la vraie grandeur de la plus courte distance entre D et A, ainsi que les projections du 
point ou elle rencontre la droite D, trouver la projection verticale de la droite A, et les deux projections 
de la plus courte distance (à résoudre). 

216. Problème XXIV. — Etant donné un plan PjSP', conduire dans ce plan et par un de ses points k, 
une droite qui fasse avec la direction de la ligne de teire un angle a donné (fig. 199, pi. XIII). —Le point A, 
étant donné dans leplanP/3P', sera déterminé par l'une de ses projections, sa projection verticale a', 
par exemple. 

Construisons tout d'abord la parallèle à la droite inconnue qui passe au point j5 ; pour le faire met- 
tons en évidence l'angle a formé par cette parallèle avec la ligne de terre, en la faisant tourner autour 
de xij, afin de la rabattre sur le plan vertical suivant une droite rf'i inclinée de a sur la ligne de terre 
et passant par jS. 

11 faut maintenant relever un point de la droite d'i; à cet eflet coupons le plan PjSP' et les diverses 
positions que prend la droite mobile, par un plan de profil quelconque RyR' qui détermine : sur le 
plan Fj6P', la droite dont les traces sont en t',Q; sur la droite mobile, des points placés à la circonfé- 
rence d'un cercle de centre y et de rayon égal à ym'. Parla rencontre de cette droite et de ce cercle 
on trouvera le point cherché. 

Afin d'obtenir cette rencontre rabattons autour de yR, d'abord le cercle auxiliaire en décrivant du, 
point y comme centre, avec un rayon égal à yw', une circonférence de cercle^ puis l'inlereecliondes 
plans, en joignant, après avoir rabattu t en ^,, ce dernier point & par une ligne droite; les points de 
croisement B|, Bj de ces lignes donnent les rabattements de deux points répondant à la question. 
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Occupons-nous du point B{ et abandonnons la solution qui se rapporte à Bj, dont la construction 
serait identique à celle que nous allons indiquer; relevons Bj en by U et tirons les droites ^b^ pb'\ nous 
aurons ainsi une parallèle à la droite inconnue ; menant alors par a' une parallèle à pb\ nous trouve- 
rons la projection verlicale i d'une droite répondant à l'énoncé du problème. Pour construire sa 
projection horizon(aIe> observons que la droite cherchée étant au plan PjSP' aura sa trace verticale 
en i?- , v, et que, par conséquent, la parallèle à d menée par v fournira en à celte projection hori- 
zontale. 

217. Problème XXV. — Connaissant Tune des projections d'une droite^ les deux projections de Cun 
de ses points et l'angle quelle doit faire avec un plan^ on demande de construire la seconde projection 
de cette droite (à résoudre). 

218. Problème XXVI. — Construire la distance d'un point o, & à une droite de front d, d' {fig, 200, 
pi. XIII). — On abaisse directement du point o, o' donné la perpendiculaire oy, op sur la droite (§42), 
et Ton en construit la vraie grandeur o'\p' par la méthode connue (§ 175). 

219. Problème XXVII. — Construire les traces d'un plan incliné de 45 degrés sur l'horizon^ connaissant : 
\^ la pnojection verticale a'b' de Vune de ses lignes de fronts et 2° la projection &, sur le même plan 
coordonné^ d'un des points du plan inconnu dont Véloignement est double de celui de la droite AB. — La 
solution se trouve suffisamment indiquée par la/î^. 201, pi. XIV. 

220. Problème XXVIII. — Construire l'angle de deux plans (P, P')(Q, Q') et les traces du plan bissec- 
teur de l'un des dièdres qu'ils forme^it, dans les cas particuliers suivants : 

1* Les traces verticales sont parallèles {fig, 202, pi. XIV). — L'intersection des plans est une ligne 
de front projetée verticalement en h'f ; en coupant les plans donnés par un plan perpendiculaire 
à cette droite, puis en rabattant les intersections, on trouve l'angle demandé a'Ajô', et les traces B', B 
du plan bissecteur. , 

2** Les deux plans donnés ont même trace horizontale (fig. 203, pi. XIV). — Cette trace horizontale est 
alors la commune intersection des deux plans, et l'on obtient sans difficulté le rabattement a'hib' de 
Tangle en véritable grandeur, ainsi que les traces B, B' du plan bissecteur. 

3* Les plans donnés sont parallèles à la ligne de lettre {fig. 204, pi. XIV). — La commune intersec- 
tion étant parallèle à la ligne de terre, on aura l'angle cherché en rabattant sur le plan horizontal les 
intersections des plans donnés avec un plan auxiliaire de profil : sur notre épure, l'inclinaison des 
droites VA, y^hi est égale à celle des plans et les traces du plan bissecteur sont en B, B'. 

4® Le premier plan est perpendiculaire à la ligne de terre et le second quelconque {fig, 205, pi. XIV). — 
Par l'application de la méthode générale, on trouve le rectiligne de l'angle cherché en aSa et les 
traces B, B' du plan bissecteur. 

5* L'un des plans donnés est quelconque, F autre passe par la ligne de terre et par un poiiU connu 
{fig. 206, pi. XIV). — Soient PaP' les traces du premier plan et o^o' le point qu'on doit adjoindre 
à la ligne de terre pour déterminer le second. 

Le point a appartient à la commune intersection des plans donnés; d'un autre côté, le plan hori- 
zontal conduit par o, & détermine un second point a, a' de cette ligne ; la projection horizontale de 
l'intersection se fait donc en «a ; en menant alors une perpendiculaire hhi à a^, on a la trace horizontale 
du plan déterminant le rectiligne du dièdre inconnu. . 

'Après avoir rabattu en «Ai Tintersection des plans, oïl obtient la hauteur dSi du triangle donnant 
l'angle demandé, d'où Ton déduit le rabattement ASs^i de ce triangle, et alors l'angle de môme nom 
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.n'est autre que le rectiligne cherché. Lorsqu'on aura traCé la bissectrice S^^ de cet angle, le plan bis- 
secteur sera déterminé par les points a, (a, a'), j3^ et Ton en construira les traces B, B' à l'aide de 
l'horizontale av, a'v\ 

ê 

6® Les plans ont leurs traces en ligne droite {fig, 207, pi. XIV). — Les deux plans donnés (P, P')', 
(0, Q') sont alors perpendiculaires au plan bissecteur des dièdres 2 et 4 (§ 46); coupons-les donc 
par ce plan bissecteur, qui détermine d'abord sur les plans donnés deux points de rencontre en a, ^^ 
puis sur Tarôledu dièdre le sommet de Tangle dont les projections sur les deux plans coordonnés 
tombent au milieu s,s* de. la droite vh, v'h' et qui se rabat autour de a â en Si. Le rectiligne rabattu 
en vraie grandeur est donc en aSfi, et les traces du plan bissecteur se trouvent confondues en B, B'. 

7<* Les traces de noms différents se confondent sur l'épure (§ 91) (à résoudre). 

221. Problème XXIX. — Construire, par un point donnée un plan également incliné sur les deux plans 
coordonnés et dont les traces forment, dans l* espace^ un angle donné {h résoudre). 

222. Problème XXX. — Connaissant la vraie grandeur d'un angky les deux projections de l'un de ses 
côtés et la projection horizontale de Vautre côté, construire la projection verticale de ce dernier côté. — 
Soient d, d [fig, 208, pi. XIV) les deux projections de Tun des côtés, ^ la projection horizontale du 
second côté et a la véritable grandeur de Tangle. 

Le second côté, dont la recherche fait l'objet du présent problème, se trouve être à la fois placé sur 
le plan vertical projetant de ce côté, plan .que la droite ^ détermine, et sur un cône de révolution, 
également connu, qui aurait pour axe la droite d^d', pour sommet 5,5', et dans lequel le demi-angle 
au sommet vaudrait l'angle a donné; tout se réduit donc à la détermination de Tintersection du cône 
et du plan. Pour l'obtenir, changeons de plan vertical en plaçant la ligne de terre sur d\ alors la droite 
donnée d,d' se projette, dans le nouveau système, end, d'i, elle appartient au nouveau plan vertical 
et les deux génératrices du cône situées dans ce plan font avec elle l'angle a donné; on peut donc 
facilement tracer Tune d'elles S'i^'i. Conduisons, par la trace horizontale h de Ja droite d, d'iy un 
plan Pi, P'i perpendiculaire à cette droite, et cherchons ses intersections avec le cône et avec le plan 
vertical conduit par ^; la première est un cercle de centre h et de rayon égal à hb'i ; la seconde est 
une droite placée au croisement de deux plans^ dont Tuu P, P'i est perpendiculaire au nouveau plan 
vertical, tandis que le second est perpendiculaire au plan horizontal et passe par ^; il en résulte que 
les projections de cette droite ne sont autres que ^, P'i. 

Il faut actuellement chercher la rencontre de la droite et du cercle en rabattant ces deux lignes 
autour de APi, prise pour charnière, et sur le plan horizontal ; le cercle rabattu est donné par celui 
que nous avons tracé sur Tépure en prenant h pour centre et hb'i pour rayon ; quant à la droite, sa 
trace horizonale 6 ne bouge pas, et en prenant l'un quelconque de ses points a, a'i, on en construit 
facilement le rabattement Ai, d'où Ton déduit celui dA| de la droite elle-même; Mi est le rabat- 
tement de l'un des points de croisement cherchés (on a négligé d'employer le second point de ren- 
contre donnant une autre solution du problème). 

Le point Hi se relève sans difficulté et ses projections sont, dans le nouveau système, m, m'i, et 
dans Tancien, les points m, m' que l'on obtient par un changement de plan exécuté sur m, m\. La 
droite de jonction des points s'y m' fournit la projection verticale i du second côté de l'angle, et la 
question se trouve ainsi résolue. 

223. Problème XXXI. — Construire t angle de deux droites â projections de noms différents confondues 
{fig* 209, pi. XIV). — Soient {d,d')(i,B') les droites données. On a recours, pour obtenir l'angle 
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qu'elles font entre elles, à la méthode générale, qui consiste à les rabattre sur le plan horizontal en 
adoptant pour charnière la trace horizontale Bt du plan qu'elles déterminent; ce que l'on fait en 
remarquant simplement que le sommet de Tangle s, s^, placé sur le plan bissecteur des dièdres % 
et 4, se rabat en S^ et donne l'angle dS^/ qu'il fallait construire. 

224. Problème XXXII. — Une droite esi donnée par ses deux projections qui se rencontrent en un même 
point de la ligne de terre ; mener par la droite un plan tel, que ses deux traces, étant relevées, forment un 
angle bissecté par la droite donnée {fig. 210, pi. XIV). — Soient rf, d les projections de la droite donnée 
et a leur point de croisement sur xy. 

Cherchons à déterminer la perpendiculaire à la droite donnée menée, dans le plan cherché, par 
un point arbitrairement choisi sur cette droite; cette ligne doit appartenir à un plan quelconque 
perpendiculaire à rf, d\ dont on sait construire les traces R;3R'; il faut, en outre, qu'elle passe par la 
rencontre m, m' du plan R^SR' et de la droite donnée, que l'on a construite en recourant au plan QaQ' ; 
enfin la portion de la perpendiculaire cherchée comprise entre ses traces doit être divisée en deux 
parties égales au point m, m'; et comme le rapport des segments d'une droite est projectif lorsque le 
centre de projection est à Tinfini, la projection verticale de la portion de la perpendiculaire que 
nous considérons est un segment de droite inscrit dans Fangle R'/3x, passant par m' et divisé en ce 
point en deux parties égales. D'après un problème de géométrie, on sait que cette droite s'obtient en 
conduisant par m' une parallèle m'a' à la ligne de terre, en reportant a'jS en a'/' et enjoignant t\ rrl par 
une droite que l'on prolonge jusqu'au point G'; ayant ainsi trouvé la projection verticale d7' delà 
perpendiculaire, on construit sa trace horizontale 9 et, joignant le point a aux points 9, t par deux 
droites, on obtient les traces PaP' du plan cherché. 

225. Problème XXXIII. — Mener par trois points donnés A,B,C trois plans parallèles à une même droite D, 
et tels, que les deux premiers forment entre eux un angle donné ç bissecté par le troisième {fig. 21 1 , pi. XIV). 
— Rien n'empêche de supposer que l'on a préalablement exécuté un changement du plan vertical 
coordonné afin de placer la droite D dans un plan de front. Soient donc Xit/i et d, d\ la nouvelle ligne 
de terre et les projections de D dans le nouveau système; supposons également que les points donnés 
se projettent en (a, û'i), (6,6'i), [c, d{) dans ce même système; en menant par chacun d'eux une parai- 
lèle h,d,d!i et en prenant les traces de ces trois lignes en Oi, 61,63, on'ohtient une droite de chaque 
plan inconnu et un point sur chacune de leurs traces horizontales. 

L'intersection des trois plans cherchés sera parallèle à (/, d\; par suite, le plan P, P'i, conduit 
perpendiculairement à celte droite, donnera sur ceux que nous cherchons des droites formant les 
rectilignes des dièdres de ces plans, et dont l'une devra, par conséquent, bissecter l'angle des deux 
autres; un point de chacune de ces droites est donné par la rencontre des trois parallèles à d, d\ 
et du plan P, P'i; ces points ont leurs projections verticales en a'i,j3'i,yi, et ai, ^2,^2, sont leurs rabatte- 
ments effectués autour de la droite P prise pour charnière et sur le plan horizontal : leurs projections 
horizontales^ inutiles à Tépure actuelle, n'ont pas été tracées. 

Il faut actuellement résoudre, pour obtenir le rabattement des rencontres du plan P^P'i et des 
trois plans cherchés, un simple problème de géométrie^ en décrivant sur a%Si un segment capable de 9, 
en joignant le milieu m de l'arc (x^^ au point y.2» cl en prenant le point de rencontre S de celte ligne 
avec le segment pour le joindre aux points as, ^a ; l'angle a%^p% est égal à 3^ et se trouve bissecté par 
la droite Sy^; d'où Ton conclut que les trois divergentes du point S sont les rabattements de droites 
placées respectivement dans les plans cherchés. 



go TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

En relevant la figure^ les points Ai, A3, A3 ne bougent pas ;conséquemmeat, les droites de jonction de 
ces points à 01,6^,63, qui doivent, si l'épure est exactement faite, concourir en un seul point 6, ne sont 
autres que les traces horizontales des plans qu'il s*agit de construire. Chacun de ces plans se trouve alors 
déterminé pardeux droites, et rien n'est plus simplequed'obtenirleurs traces sur le plan vertical primitif. 

226. Problème XXXIV. — Construire quatre droites non situées deux à dfux dans un même plan^ équi- 
distantes et qui offrent une même perpendiculaire commune^ connaissant un point de chacune d'elles A, B, G, D 
et un point de leur commune perpendiculaire {fig. 212, pi. XIV).— Soient (a, a'), (A, A'), (c,c'),(d,(i'), 
(0, 0') les projections des points donnés (on a supprimé la ligne de terre). '^ 

Concevons quatre plans conduits par les droites cherchées, perpendiculairement à la commune 
perpendiculaire; il est manifesteque ces plans sont parallèles et qu'ils sont équidistants; nous savons donc 
les déterminer (§211). Nous allons reprendre leur construction en ayant soin d'élaguer les lignes inutiles 
à répure actuelle; en vue de ce but, tirons les projections ad, a'd de Tune des droites de jonction des 
points A, B, C, D pris deux à deux et divisons-la en trois parties égales au moyen des points (S, !3'), 
(y, y); alors, en traçant les projections des droites de jonction des deux couples de points (c, c% (7,7') 
et (A, A'),(;5, p'), on obtient deux parallèles (cy, c'y'), (As, b'fi') à la direction générale des quatre plans 
équidistants, pour l'une des soixante solutions du problème (§ 211); cette direction est donc mainte- 
nant déterminée. On en peut déduire, en lui menantsimplcment par 0, 0' une perpendiculaire, la com- 
mune perpendiculaire aux quatre droites cherchées. Pour è.xécuter le tracé de cette perpendiculaire 
menons par y, y une parallèle y^ y'f k la droite ;S6, ^'b'y et traçons une horizontale cf, c'f et une ligne 
defrontc^,cy du plan conduit par (yc^y'c'), (>/,>/'); puis du point 0,0', menons, en traçant les droites 
op, o'p' respectivement perpendiculaires à cf, c'g', les projections delà commune perpendiculaire. 

Cela fait, on obtient un second point de chaque ligne cherchée par la rencontre des quatre plans 
parallèles et de la perpendiculaire commune op, o'p'. Cherchons le point de rencontre de ladroite op, 
o'p' et du plan défini par les divergentes du point y, y ; on trouve, en adoptant le plan projetant verti- 
calement OP comme plan auxiliaire, d'abord deux points de l'intersection des plans en (A, k'), [m, m'), 
et, par suite, la droite k'm\km commune à ces deux plans, laquelle donne le point de rencontre yi,y'i 
de la droite et du plan. En tirant alors les droites cyi, c'y'i on a Tune des droites demandées. 

Une autre droite a été de môme obtenue en joignant A, b' au point de rencontre de la droite 0/), o'p' 
avec le plan passant par j3,/3' et parallèle à la direction générale des quatre plans équidistants; à cet 
effet, on a cherché, sans déterminer autrement ce plan, son intersection avec le plan auxiliaire déjà 
conduit par o'p', lequel rencontre /3A, J3'A' au point Uyn' ; en jnenant de ce point une parallèleà mk^ 
m'k'y on obtient sur le plan horizontal ni, qui détermine la projection horizontale jSi de la rencontre 
de la droite et du plan; une ligne de rappel donne alors le point p'i ; en tirant ensuite les droites AjSi, 
A'p'i, on trouve les projections d'une nouvelle droite satisfaisant aux conditions du problème. 

Les deux derniers points que nous devons construire sont susceptibles d'un mode de détermina- 
tion analogue à celui qui vient d'être indiqué pour |3i, j3'i ; mais, afin d'obtenir une plus grande sim- 
plicité du tracé, observant que les segments interceptés sur o/>, o'p' par les droites cherchées doivent 
être par l'énoncé même égaux entre eux, nous avons simplement pris j5'ia'i=fiy'i=y'i.S'i, ce qui 
nous a donné les points a'i, Xi que nous cherchions; nous en avons déduit «i, ^1. 
La résolution du problème s'achève alors en traçant les droites (aaj,aVi), [dèu d'fi). 
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CHAPITRE VI 

PROBLÈMES RELATIFS AUX ANGLES TRIÊDRES 

227. Un trièdre a six éléments : les trois faces a, b,c et trois dièdres respectivement opposés à ces 
faces. A, B, C. On a vu, en géométrie, qu etrois quelconques de ces éléments étant donnés, on peut 
toujours déterminer les trois autres. 

Le présent chapitre a pourobjet la construction des trièdres, c'est-à-dire la détermination graphique 
des éléments inconnus d'un trièdre, dont trois éléments sont donnés; question qui conduit à chercher 
la solution des six problèmes distincts suivants: 





Données. 




Inconnue-. 


1° 


a. 


*, 


C 


A. 


B, C 


2» 


C, 


b. 


A 


B, 


C, a 


3« 


b. 


c, 


C 


A, 


B, a 


i' 


A, 


B, 


c 


a, 


b, C 


5° 


A, 


C, 


c 


a» 


6, B 


6° 


•A, 


B, 


c 


a, 


b, c 



Les trois derniers cas peuvent se résoudre indirectement au m'oyen des premiers, en s'appuyant 
sur les propriétés du trièdre supplémentaire. La géométrie nous apprend, en effet, que -les faces du 
trièdre supplémentaire sont les suppléments des dièdres du trièdre proposé^ et que, réciproquement, 
les dièdres du trièdre supplémentaire sont également les suppléments des faces de l'autre trièdre. 
Cela posé, que l'on donne, par exemple, les trois dièdres A, B, G d'un trièdre, les faces du trièdre 
supplémentaire 180 — A, 180 — B, 180 — C seront par là môme connues; la construction du trièdre 
supplémentaire, faite d'après la méthode du premier cas, donnera trois dièdres de ce trièdre; enfin 
on connaîtra, en prenant leurs suppléments, les faces du trièdre primitif. 

Bien que, par l'emploi du trièdre supplémentaire, on eût pu, comme nous venons de le démontrer, 
se borner à traiter les trois premiers cas, nous allons donner une solution directe des quatre premiers 
problèmes^ nous réservant d'ailleurs de traiter directement, après l'étude des plans tangents, les deux 
dernières questions. 

228. Problème généraL — Déterminer les éléments inconnus d'un trièdre^ connaissant une face c^ la 
projection o d'un point de V arête opposée sur le plan de cette face^ et la cote de ce point par rapport au plan 
de la même face (fig. 213, pi. XY). — Rien n'empêche de supposer, pour la simplification du tracé, que 
la face donnée soit appliquée sur le plan horizontal. Soient donc ASB la face ainsi placée^ o la pro- 
jection horizontale d'un point de la troisième arête et / la cote de ce point. Pour obtenir les dièdres B, A 
adoptons deux plans verticaux de projection respectivement perpendiculaires aux arêtes SB, SA et 
menés par le point o; les deux lignes de terre Xtyi^ x^y^ passent par et sont, à leur tour, respective- 
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ment perpendiculaires aux mômes arêtes. Le point se projette, soit en o, 0|, soit en o, o^ 
sur des perpendiculaires aux lignes de terre, et à des distances ooi, 00% de chacune d'elles égales 
toutes deux à /. 

Dès lors les droites de jonction des points (0|, B), (oj, A) ne sont autres que les traces des plans des 
faces BSO, ASO; il faut en conclure que deux des rectilignes cherchés se trouvent en évidence en AiBi. 

Les rabattements des triangles rectangles de l'espace SAO, SBO sur le plan horizontal, effectués 
autour des arêtes SA, SB prises comme charnières respectives, font connaître les vraies gran- 
deurs AS03, BS04 des faces a, b. 

Enfîn, pour construire le rectiligne du dièdre C, menons un plan perpendiculaire à son arête, dont 
la trace horizontale />9 est une perpendiculaire menée à la projection So de cette arête par un quel- 
conque de ses points. Ce plan détermine sur le trièdre un triangle de section dont pq est un côté et 
dont les deux autres côtés sont perpendiculaires dans l'espace à Taréte SO, et se trouvent, après les 
rabattements précédemment effectués des faces SBO, SAO, sur les perpendiculaires pSi, jlj abaissées 
des extrémités/?, q de la base sur la troisième arête dédoublée. 

Nous connaissons actuellement les trois côtés pq, ;>Si, ql^ d'un triangle dont l'un des angles n'est 
autre que le rectiligne qu'il sagi.t de construire; le rabattement plaÇ' de ce triangle sur le plan hori- 
zontal, en prenant pq pour charnière, se construit facilement à l'aide de la vraie grandeur de ses 
côtés, et l'anglede même nom donne en véritable grandeur le rectiligne Gj que nous devions construire. 

Vérifications. — Notre épure comporte trois vérifications, savoir : 

l"" Les droites Sos,So4, qui sont les rabattements d'une même droite SO dédoublée, doivent être 
égales. 

2** Il faut encore, pour le motif précité, que Ton ait SSi =SS2. 

3*» Le point S3, rabattement du sommet du rectiligne du dièdre C, doit tomber sur So; effective- 
ment, si Ton projetait sur le plan horizontal le sommet 2 du rectiligne, on trouverait un point de la 
projection de Tarêle SO, ou, en d'autres termes, un point deSo; d'autre part, celte droite So est, 
par construction, perpendiculaire à la charnière pq ; et comme les projections d'un point et son rabat- 
tement sur le plan de projection considéré sont constamment placés sur une même perpendiculaire 
à la charnière^ on voit que £3 doit bien appartenir à So. 

229. Premier cas. — Connaissant les faces a, b, c d'un angle trièdre^ construire les angles plans de ses 
dièdres, — La géométrie donne dans ce cas les conditions de possibilité, qui sont:a<ô-)-c 
eia-\-b-{-c <2ir, en désignant par a la plus grande des trois faces du trièdre. 

Plaçons, en supposant ces conditions remplies, la plus grande face CSB [fig. 214, pL XV) sur le plan 
horizontal et rabattons les deux autres autour des arêtes SB,SC sur le plan de la première, elles 
viendront recouvrir deux espaces angulaires CSAi, BSA2 respectivement égaux aux deux faces c, è 
données. 

Prenons deux points Ai, Aa équidistants du point S et sur l'arête dédoublée ; ils décriront, lorsqu'on 
les fera tourner autour des charnières respectives SC, SB pour reconstituer le trièdre, des arcs 
de cercle projetés horizontalement suivant les perpendiculaires abaissées des points Ai, As sur leurs 
charnières SC, SB ; le point a de rencontre de ces lignes est donc la projection horizontale du point 
de la troisième arête donné par Ai, A3 remis en place sur cette ligne. Quant à la cote de ce point, 
c'est précisément celle d'un point de même projection horizontale appartenant à une sphère dont le 
centre serait en S et qui aurait pour rayon celui du cercle figuré sur notre épure. En faisant dans la 
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sphère auxiliaire une section par le plan vertical projetant de Tarôte SAj on obtient un grand cercle 
qui^ rabattu sur le plan horizontal autour de Sa^ s'applique précisément sur le cercle déjà tracé sur 
notre épure. En entraînant avec ce cercle la projetante du point A, on trouve pour cette ligne 
rabattue la perpendiculaire oAz à la charnière, qui n'est autre que la cote cherchée. 

Au point où nous en sommes, le problème se réduit à celui du cas général précédemment traité ; 
effectivement, on connaît, outre la face a donnée, la projection a d'un point de Tarète opposée et sa 
cote aAa- 

230. Deuxième cas. — Construire les éléments inconnus cTun trièdre, connaissant deux faces et le dièdre 
compris. — Plaçons sur le plan horizontal, et dans une position arbitraire, Tune des faces don- 
nées ASB {fig. 215, pi. XY), et rabattons la seconde sur ce même plan horizontal autour de l'arête SA 
prise comme charnière; ce rabattement s'obtient en traçant simplement la droite SCi qui fait avecSA 
un angle égal à celui de la seconde face donnée. 

Mettons en évidence, pour faire intervenir utilement le troisième élément donné, le dièdre A sur un 
plan vertical pris dans une position perpendiculaire à son arête SA ; la ligne de terre Xly^ est ainsi 
perpendiculaire à celte arête et la trace P'i de la face CSA s'obtient en conduisant par A une droite 
formant avec x^i/i le rectiligne du dièdre donné. Dès lors relevons, pour constituer le trièdre, la 
face GiSA qui s'arrêtera sur le plan P'iAS ; le point Ci décrit dans ce mouvement, sur le plan vertical, 
un arc de cercle de centre A et de rayon ACi, pour venir s'arrêter à son tour en c'u c. Cela fait, on 
connaît la face ASB, la projection c sur son plan d'un point de l'arête opposée et la cote oe'j de ce 
point; on est donc encore ramené au problème général. Il résulte du tracé même que le problème 
de la construction d'un trièdre est toujours possible dans le cas qui vient d'être traité. 

231. Troisième cas. — Construire les éléments inconnus d'un trièdre dont on donne deux faces b,c et 
le dièdre C opposé à Fune déciles (fig. 216, pi. XV). — Plaçons sur le plan horizontal la face CSA adja- 
cente au dièdre donné SC, en dirigeant la seconde arête SA de cette face suivant une perpendicu- 
laire à la ligne de terre; la grandeur de la deuxième face connue peut être figurée sur notre épure, 
après son rabattement sur le plan horizontal autour de l'arête SA prise comme charnière ; elle recouvre 
alors en effet un espace angulaire ASBi, égal à la face donnée c. 

Deux des éléments donnés étant ainsi placés, mettons le troisième en évidence par l'emploi d'un 
second plan vertical de projection perpendiculaire à l'arête SC, dont la ligne de terre Xi^i est égale- 
ment perpendiculaire à cette arête ; dans ce nouveau système le plan de la face inconnue BSC a pour 
trace horizontale P la droite SC déjà tracée, et sa trace, sur le second plan de projection, s'obtient 
immédiatement par la droite P'i menée par a et inclinée de Tangle donné G, surxjj/i. Pour déterminer 
ce plan dans le système primitif de plans coordonnés, tout revient à changer de plan vertical par rap- 
port au plan P'iaP; une construction (§ 107) bien connue du lecteur donne la trace P' sur l'ancien 
plan vertical de projection. Remettons en place la face ASBi par une rotation autour de SA : le 
point B décrit, sur le plan vertical de projection, un arc de cercle de centre A de rayon égal à AB|, 
pour venir s'arrêter soit en B'i,pi soit en B's, jS^, sur la trace verticale P' du plan de la face inconnue, 
et le problème offre deux solutions. 

Le tracé que nous venons d'exécuter conduit à la connaissance pour chaque solution de la projec* 
fion Pi ou j3i sur le plan de la face connue CSA, d'un point de Tarête opposée à cette face et de la 
cote B'iPi ou B's^t de ce point, ce qui nous fait encore retomber sur les données du problème gé- 
néral pour chacune des solutions. 

Pour que la construction soit possible, il faut et il suffit que le plan PCF coupe le cône décrit par 
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la rotation de SBi aulourde SA. Déterminons, afin d'exprimer celte condition à Taide des éléments 
donnés, la distance du point A à l'une des génératrices du cône et celle de ce même point au 
plan PGP'; la première est donnée par la perpendiculaire Aq menée de A sur la génératrice SBi ; la 
seconde s'obtient en projetant le point A en «'i sur le plan vertical auxiliaire et en abaissant de ce 
point la perpendiculaire a'i/?'i sur P'i; cette perpendiculaire donne évidemment en véritable gran- 
deur la distance du point A, a'i au plan PaP'i. 

Pour que la rencontre du cône et du plan ait lieu, il faut et il suffit que Ton ait Aq>a'ip'i; mais 
la figure donne Ajr=ASsinc, a'i/?i' = û'iasin G = ASsinôsin G. 

En remplaçant dans l'inégalité, on trouve la condition de possibilité 

sin c> sin^sinC. 

En outre, pour que le problème offre deux solutions, il faut que B's tombe enlre G et B'i, c'est 

-à-dire que Ton ait : 

AB,<AC, ou c<b. 

232. Quatrième cas. — Construire les éléments inconnus d'un trièdre dont on donne une face c et les 
deux angles dièdres adjacents A, B (Jig. 217, pi.' XV). — Plaçons sur le plan horizontal la face don- 
née A SB, et, afin de mettre en évidence les reclilignes des dièdres donnés, adoptons deux lignes de 
terre Xij^i, x^y^ respectivement perpendiculaires aux arêtes SA, SB de ces dièdres; les plans PAP'a, 
QBO'i, dont les traces verticales s'inclinent sur les lignes de terre respeclives des angles A,B don- 
nés, déterminent ceux des faces GSA, GSB. 

Il est maintenant facile de construire un point de l'arête opposée à Ja face donnée et sa cpte au- 
dessus du pUn de cette face ; il suffit, en effet, de chercher un point de la commune intersection des 
plans PAPj.'QBQ'i, ce que l'on a fait à l'aide d'un plan horizontal auxiliaire déterminé simple- 
ment dans les deux systèmes de plans coordonnés par ses traces verticales H'i,H'a menées parallèle- 
ment aux lignes de terre respectives à une même distance arbitrairement choisie de ces lignes. Le 
plan auxiliaire donne sur ceux dont on cherche l'intersection deux horizontales (^i, A',), {k%, h'^ qui 
déterminent à leur tour le point de rencontre cherché <?, c'^. 

Dès lors on est encore ramené au problème général ; car on connaît une face ASB, la projection c 
d'un point de l'arête opposée et la cote yc\ de ce point. Ajoutons, pour terminer la question, que, 
d'après la construction même, le problème est toujours possible et n'a qu'une seule solution. 

233. Application.— Réduction de l'angle à l'horizon. — Le présent problème se rencontre quand , 
dans le levé des plans, on a mesuré, à l'aide du graphomètre, l'angle que deux droites font entre 
elles et ceux qu'elles font avec la direction du fil à plomb, et que l'on se propose de déterminer le 
plan de l'angle, ou, en d'autres termes, l'écartement angulaire des projections horizontales de 
ses côtés. 

Dans ces conditions, la verticale du sommet forme avec les deux côtés de l'angle un trièdre dont 
on connaît les trois faces et dont on cherche l'un des dièdres ; on pourrait donc recourir au tracé pré- 
cédemment expliqué (§ 229). Mais comme on ne doit construire qu'un seul dièdre, la question se 
simplifie au moyen d'une solution directe que nous allons indiquer. 

Soient a, 6 les angles formés par la direction du fil à plomb avec les côtés de l'angle a donné. 
Plaçons, afin de tenir compte de la position naturelle des données, l'un des côtés de cet angle 
en BG {fig. 218, pi. XY) sur le plan vertical en inclinant cette droite de l'angle a sur la verticale BA;. 
ceci fait, pour mettre en évidence les deux autres éléments connus, rabattons sur le plan vertical la 
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troisième arête autour des droites 6A, BG prises successivement comme charnière; nous obtiendrons 
ainsi les droites BD, BE formant avec les charnières respectives les angles donnés h et s. 

Afin d'obtenir la projection horizontale dont la recherche constitue la présente question, reconsti- 
tuons Tangle; en vue de ce but, relevons le point de Taréte dédoublée qui offre un premier rabatte- 
ment D| au point de croisement de la ligne de terre et de BD, et dont le second rabattement D| 
s'obtient en reportant la longueur BD| en BDa sur le second rabattement BE de Tarôte dédoublée. 

Dans leurs mouvements de rotation autour des charnières respectives^ les points Di, Da décriront 
des arcs de cercle projetés verticalement suivant les perpendiculaires DiA, D^m abaissées respective- 
ment de chacun de ces points sur les axes de rotation, et le point de croisement d! de ces lignes déter- 
mine la projection verticale du point cherché ; sa projection horizontale se trouve placée en un des 
points de rencontre du cercle décrit par le point D| et de la ligne de rappel menée par d'', le cercle 
que décrit Di est sur le plan horizontal, son centre est en A, il a pour rayon AD| ; on peut donc le 
tracer et obtenir d. 

La projection horizontale de l'un des côtés de l'angle est donc la droite de jonction des points A, (/; 
celle de Tautre côté se confond avec xy\ par suite, Técartement angulaire «i des projections horizon- 
tales xy^ AD donne Tangle a réduit à Thorizon. 



CHAPITRE VII 

DES POLYÈDRES 

234. La question des polyèdres présente, indépendamment de son utilité propre, un grand intérêt 
en ce sens qu'elle fournit de très nombreuses applications des divers tracés relatifs à la droite et au 
plan; et comme ces tracés sont fondamentaux en géométrie descriptive, qu'ils constituent la base 
inème de cette science, nous allons, dans le but de les rendre familiers au lecteur, traiter avec 
quelques développements les problèmes de géométrie descriptive qui se rattachent aux polyèdres. 

Commençons par indiquer les divisions générales du présent chapitre; il comprendra les questions 
suivantes: 
1"^ Représentation des polyèdres au moyen de deux projections orthogonales. 
2" Section pUme des polyèdres. 
3» Intersection d'une droite et d'un polyèdre. 
4** Intersection de deux polyèdres* 
5*" Développement. Ligne minimum. 
6** Détermination des sphères inscrites ou circonscrites aux polyèdres. 

235. Représentation des polyèdres. — Pour représenter un polyèdre au moyen de ses projections 
sur deux plans coordonnés, on construit celles des arêtes du solide, en ayant recours, pour la mise en 
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place des projections de ces lignes, aux méthodes qui viennent d'être développées et qui servent à la 
détermination des projections d'un système de droites satisfaisant aux conditions imposées par 
récartement relatif des lignes, leurs longueurs, etc. Après ce premier travail on s'occupera de la 
visibilité des arêtes du polyèdre. Le contour qui limite la projection considérée du solide est tou-r 
jours entièrement visible. 

Pour les arêtes qui ne font pas partie de ce contour nous distinguerons trois cas ; 

i* Le polyèdre est supposé convexe et fermé de toutes parts. 2^ Le polyèdre convexe est supposé 
non fermé et réduit à sa surface. S"" Le polyèdre n'est pas convexe. 

236. Polyèdre convexe solide ou fermé de toutes parts. > - Soit (fig. bs) ABCD, etc. l'une des pro- 
jections du polyèdre (*); par exemple la projection horizontale. Considérons le contour extérieur 
limite ABGDEFG; ce contour est, comme nous venons de le dire, toujours visible; d'autre part, le 
polyèdre étant convexe et fermé, toute perpendiculaire au plan de projection considéré, dont le pied 
sur ce plan tombe à l'intérieur du contour limite, rencontre la surface du polyèdre en deux points : 
Tun supérieur, placé du cêté du spectateur et par conséquent visible ; l'autre inférieur et par suite 
caché. D'où l'on conclut que le polyèdre se trouve divisé en deux parties par le contour projeté 
en ABGDEFG, dont l'une placée, du côté du spectateur, est entièrement visible, tandis que Tautre est 
entièrement cachée. 




Fig. bi. 

Il suffira donc de déterminer la visibilité d'un point placé sur la surface du polyèdre ; et en eflet, 
supposons que le point K soit visible; remarquons alors que tout mobile partant de ce point et par- 
courant les arêtes, sans traverser le contour limite, se trouve toujours placé sur des arêtes visibles ; 
donc les contours KHIE, RJD, RBGJ, etc., sont visibles. En somme, on peut dire que la visibilité de 
la figure résulte de celle d'un de ses sommets extérieurs au contour limite. 

Nous avons admis que le contour limite sépare seul la partie visible de la partie cachée; le cas con- 
traire est impossible; en efi*et: 

i^ Pour qu'une arête intérieure au contour, HK par exemple (fig. i^); servit à la séparation, il faudrait 
que l'une des faces ^BKH passant par HK fût visible, que la face contiguê PQKH fût cachée, et que, 
par suite, le corps offrit des faces placées au-dessous des premières et servant à la jonction de la face 



(1) Voir, pour les conditions que doivent remplir les sommets, les faces et les angles du polyèdre convexe figuré, 
l'excellent Traité de géométrie de MM. Rouché et de Gomberousse, 4* édition, 1879, seconde partie, page 105. 
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HPOK ci du contour limite ABGDEF6. Dans ces conditions, une projetante voisine de HK et coupant 
les faces qui se touchent suivant celte arête, chacune en un point, couperait encore au moins l'une 
des faces de jonction dont on vient de parler, ce qui est inadmissible dans le cas d'un polyèdre 
convexe. 




FiG. b4' 



2° Pour qu'un point V, placé sur une arête SR (fig. Ô5), servît à la séparation, il faudrait qu'une ver- 
ticale mobile sur RV donnât d'abord sur le polyèdre deux points d'intersection ; puis ensuite, comme 
les premiers points ne se confondraient pas en Y^ il faudrait que la verticale passant par ce point V 
vint couper le polyèdre en un troisième point placé sur une arête supérieure TU; ce qui ne saurait 
encore avoir lieu pour un polyèdre convexe. 




Fio. fr». 

Ceci dit, retournons aux considérations d'où nous sommes partis, et cherchons à déterminer la visi- 
bilité d'an point quelconque du polyèdre. 

237. Visibilité d'un point quelconque pris sur la face d'un polyèdre. 

Première méthode. — Pour déterminer, par exemple, la visibilité d'un sommet quelconque K 
(fig. ^3), prenons la rencontre de la verticale de ce point et du polyèdre ; on pourra dire, ce tracé 
fait^ que le point est visible s'il se trouve être le plus élevé des points d'intersection placés sur sa 
verticale ; sinon il sera caché. 

Deuxième méthode. ~ La question se simplifie le plus souvent en cherchant la visibilité des points 
qui, placés sur deux arêtes, ont une projection commune sur le plan de projection considéré^ comme, 
par exemple, les points projetés en Z (fig. (3). Il est alors, en effet, très facile de déterminer la ren- 
contre du polyèdre avec la verticale du point Z, car on en connaît la projection horizontale Z, et, 
sur le plan vertical^ les points de rencontre sont fournis aux croisements de la ligne de rappel du 
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point Z et des projections verticales des arêtes qui ont IJ^ MD pour projections horizontales. Ayant 
trouvé ces intersections, la visibilité des points projetés en Z se détermine comme on l'a dit en 
expliquant la première méthode, et celle du polyèdre se règle alors par la méthode du mobile (§236). 

238. Polyèdre convexe non fermé et réduit à sa surface.— On détermine la visibilité en suppo- 
sant le polyèdre fermé (§§236 et237);puis, on enlève les facBs que Ton avait rétablies; ei l'on considère 
comme visibles toutes les arêtes placées au-dessous des faces enlevées. Si, par exemple, nous repre- 
nous la figure 63, mais en enlevant la face HIJK et en supposant le polyèdre réduit à sa surface, nous 
trouverons la figure be. 




FiG. bé. 

239. Polyèdre non convexe. — Dans ce cas le contour limite sera toujours entièrement visible. 
Pour les autres arêtes il faudra recourir à Tune des méthodes indiquées (§ 237). — Le plus souvent on 
simplifie beaucoup la question par un examen attentif de la figure de l'espace et de ses deux projec- 
tions, qui permet de distinguer, à l'aide de la forme du corps, les arêtes cachées de celles qui sont 
visibles. 

240. Application.— Représentation de la pyramide. — Pour construire les projections d'une pyra-* 
mide donnée^ on trace celles de sa base à l'aide de la méthode connue (§ 60), puis on détermine celles du 
sommet de la pyramide que l^on joint aux diverses projections de même nom des sommets de la base. 

241. Visibilité. — Dans le cas de la pyramide, la méthode donnée pour régler la visiiblité d^un 
polyèdre quelconque peut être simplifiée; effectivement, le plan de la base partage l'espace en deux 
régions, dont Tune contient le spectateur; on détermine celle qui contient le sommet de la pyra- 
mide, et alors deux cas se présentent : 

1° Le spectateur et le sommet de la pyramide sont dans la même région; la base est alors com- 
plètement cachée par les faces latérales de la pyramide, sauf cependant les arêtes de cette base qui 
se trouvent sur le contour limite de la projection considérée du polyèdre, qui sont seules visibles sur 
cette base. £n ce qui concerne la visibilité des arêtes latérales, nous dirons simplement qu'une arête 
latérale est entièrement visible ou cachée, selon qu'elle vient aboutir en un sommet visible ou caché 
de la base. 

2"* Le spectateur et le sommet sont dans deux régions différentes, c'est-à-dire de part et d'autre du 
plan de la base. 

Cette base est alors entièrement visible ; quant aux arêtes latérales, celles qui, en projection sur ce 
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plan considéré el non prolongées, traversent la projection correspondante de la base, elles sont 
entièrement cachées; les autres sont au contraire visibles sur toute leur longueur. 

En somme, tout se réduit à chercher la visibilité du sommet par rapport au plan de base, ce que 
l'on fera par Tune des deux méthodes précédemment expliquées (§ 237), 

Nous allons d'ailleurs, afin de préciser la question qui vient d*étre traitée, exécuter l'épure de la 
pyramide en y indiquant la visibilité. 

242. Application. — Construire les projections d'une pyramide quadr angulaire. — Soient «, s' {fig, 219, 
pi. XV) les projections du sommet et abcd^ a'b'dd' celles de la base> déterminées par la construction 
connue du lecteur (§ 60). Enjoignant les points s, s' aux projections correspondantes des sommets de 
la base, on a les projections des arêtes de la pyramide et par suite celles de ce polyèdre. Reste à 
déterminer la visibilité. Commençons parla projection horizontale; construisons dans ce but, con- 
formément à la méthode connue, le point de rencontre de la verticale du sommets, <' et du plan 
de base. 

En employant le plan auxiliaire vertical conduit par os, on trouve pour son intersection avec le 
plan de base la droite afy a^f laquelle détermine en s, 9' le point de rencontre cherché. 

Le point «' est sur notre épure au-dessus de a', on en conclut que le sommet de la pyramide est lui- 
même au-dessus du plan de base ; conséquemment, dans le cas figuré le sommet s^s' et le specta- 
teur sont dans la même région par rapport à ce plan d*où résulte, pour la projection horizontale, 
et d'après les conclusions du précédent paragraphe, la visibilité indiquée sur notre épure. 
Pour la projection verticale on procède pareillement, en construisant le point 91, s' ou la perpen- 
diculaire au plan vertical menée par le sommet 5, s' de la pyramide perce le plan de sa base, et en 
observant que, d'après la position de aj sur l'épure, le sommet j, s' est en avant de ce plan, c'est-à« 
dire que le sommet et le spectateur sont encore dans la même région ; on en conclut pour la pro- 
jection verticale la visibilité indiquée sur l'épure. 

L'application de la seconde méthode établie dans le cours du paragraphe 2.37 permet d'obtenir 
plus simplement la région contenant le sommet; effectivement, supposons, par exemple, qu'il 
s'agisse de la projection horizontale, sur ce plan les projections «a, cb {fig. 219, pi. XV) de deux 
arêtes se rencontrent au point /*, qui correspond à deux points de l'espace projetés verticalement 
en p et en 9' ; ce dernier point étant au-dessus du premier, le sommet est aussi au-dessus du plan de 
base et, par conséquent, dans la région contenant le spectateur; d'où l'on déduit, en suivant les 
indications données au paragraphe 241, la visibilité indiquée sur la projection horizontale; on pro- 
céderait pareillement pour l'autre projection. 

En terminant, il importe de remarquer que les considérations précédentes s'appliquent encore 
au prisme, attendu que ce solide est une pyramide dont le sommet est le point à l'infini sur les 
arêtes latérales. 

243. Section plan des polyèdres. — On peut construire le polygone d'intersection d'un plan et 
d'un polyèdre, soit en déterminant ses côtés, qui ne sont autres que les intersections des faces et du 
plan sécant, limitées au périmètre des faces correspondantes, soit en déterminant les sommets du 
polygone, qui sont aux points d'intersection des arêtes et du même plan sécant. 

Pour employer commodément la seconde méthode, il convient de rendre le plan sécant perpendi- 
culaire à l'un des plans de projection; alors les projections sur ce nouveau plan des sommets du 
polygone de rencontre se trouvent immédiatement en prenant les points de croisement des pro- 
jections des arêtes du polyèdre et de la trace du plan ; des lignes de rappel et les secondes pro« 
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jections des nrêtcs donnent, par leurs rencontres, les sommets de la projection de la section sur le 
second plan coordonné. II faut alors, en exécutant le changement de l'un des plans de projecti'o» 
pqur les divers sommets du polygone de rencontre, revenir au système primitif de plans coordonnés. 
Enfin, s'il y a lieu, la vraie grandeur du polygone de section s'obtiendra par un rabattement du pian 
sécant sur Van des plans de projection. 

Dans le cas d'un polyèdre convexe, la visibilité des projections du polygone que Ton vient de con- 
struire s'obtient en remarquant que tout côté qui offre un sommet placé sur une arête cachée du 
polyèdre est entièrement caché et que, par^uite, les seuls côtés visibles sont ceux dont les extré- 
mités tombent sur deux arêtes visibles. 

Avant d'aborder l'élude des sections planes de la pyramide et du prisme, rappelons quelques 
propriétés géométriques qui sont d'un emploi constant en géométrie descriptive. 

244. Homologie plane. — D'après Poncelet on dit que deux figures planes sont homologiques 
lorsqu'elles se correspondent point par point et droite par droite de telle sorte : 1** que les points 
correspondants se trouvent sur des droites qui convergent en un seul point nommé centre cPhomo- 
logie^ et, 2** que les droites correspondantes se croisent sur une même droite appelée axe 
d'homologie. 

245. Théorème. — Si Vune quelconque des deux condùtons qui servent à définir Vhwnologie est 
remplie, Fautre l'est également. — En premier lieu supposons que les points correspondants se trouvent 
sur des droites issues du centre d'homologie, et démontrons que les droites correspondantes se 
croisent sur une môme droite, qui sera l'axe d'homologie. 

Il suffit évidemment d'établir la propriété pour trois couples de droites correspondantes, ou, ce qui 
revient au même, de démontrer que deux triangles dont les sommets s'appuient sur trois droites 
qui convergent vers un même point, ont les rencontres de leurs côtés correspondants sur une 
même droite. 

La propriété devient évidente si l'on considère les deux triangles comme les projections de deux 
sections planes faites sur les faces latérales d'une pyramide, dont le sommet se projetterait au centre 
d'homologie, et dont les arêtes latérales auraient pour projections les droites de jonction des points 
correspondants sur la ligure primitive. 

Effectivement, les côtés des triangles auxiliaires sont ainsi les droites de rencontre des plans 
des faces latérales et des plans sécants, droites qui se croisent deux à deux sur l'intersection de ces 
mêmes plans sécants, et dont, par suite, les projections se rencontrent en trois points placés sur la 
projection de cette intersection. 

En second lieu, démontrons que deux figures qui ont un axe d'homologie ont aussi un centre 
d'homologie. 11 suffit d'établir que trois droites quelconques menées par trois couples de points 
homologiques sont concourantes, ou bien démontrer pour deux triangles la réciproque de la propo- 
sition que l'on vient d'établir. 

Que l'on imagine deux triangles dans l'espace projetés sur les triangles considérés, et tels que 
leurs plans se coupent suivant une droite projetée elle-même sur l'axe d'homologie; les côtés de 
ces triangles se couperont à leur tour, comme ceux de leurs projections, en trois points placés sur 
une même droite. Ils détermineront, par conséquent, trois plans se croisant au sommet d'une pyra- 
mide dont les projections des arêtes latérales, qui ne seront autre chose que les droites de jonction 
des sommets homologues des triangles primitifs, passeront bien par un même point, qui sera le 
centre d'homologie. 
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246* Théorème. — Les projections sur un plan de deux sections planes faites sur les faces latérales 
d^une même pyramide sont homologiques. — En effet, deux côtés des polygones de section placés sur 
une même face latérale concourent au point d'intersection du plan de cette face et de la droite de 
rencontre des deux plans sécants ; d'ailleurs, les droites qui joignent les sommets correspondants des 
sections se coupent en un seul point qui est le sommet de la pyramide. Or les deux propriétés que 
nous venons d'indiquer sont projectives, c'esl-à-dire qu'elles se conservent quand on projette les 
figures d'une manière quelconque sur un même plan; les deux projections des deux sections planes 
de la pyramide sont donc homologiques. On voit, en outre, que l'axe d'homologie est la projection 
de l'intersection des deux plans sécants et que le centre d'homologie n'est autre que la projection 
du sommet de la pyramide. 

247. On peut énoncer différemment le théorème que nous venons d'établir en disant : 
Lorsque deux figures planes sont en perspective , leurs projections sur un plan quelconque sont homO' 

logiques» 

248. Pour déterminer la figure homologique à une figure donnée il suffit de connaître le centre c, 
Vaxe X d*homologie^ et un couple a, a' de points homologues (fig. 67). 




Effectivement, cherchons*à construire à l'aide des éléments donnés l'homologue d'un point quel- 
conque m de la figure connue. 

Pour cela, menons la droite am qui coupe Taxe en a, joignons par des droites (a, a'), (c, m); le 
point d'intersection m' de ces lignes est évidemment le point homologue du point m. 

249. La réciproque du théorème établi au paragraphe 246 est vraie et s'énonce ainsi : 

Deux polygones homologiques situés sur un même plan peuvent être considérés comme les projections 
sur ce plan de deux sections planes d'une même pyramide. 

Soient en effet (fig. ôg) c, ar, (a, a'), abdy etc., et P, le centre d'homologie, son axe, un couple 
de points homologues, les sommets de l'un des polygones considérés et le plan des polygones 
homologiques; soient encore X, Q et A', une droite quelconque projetée sur P en x, un plan quel- 
conque passant par cette droite^ et un point quelconque ayant pour projection sur P le point a'. 

Considérons en outre un plan R conduit par la droite X et le point A'; soient encore A, B, D,... 
ieil poîûis du plan Q i}ui' ont Jean préisetions «a 41, é, ^^. et G Je poûit de croîceaicni ée la per- 
pendiculaire à P menée fv e aa»c la éxdàe âA(. 
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Concevons alors la section A' B' D', etc., que donnerait le plan Q sur la pyramide dont le sommet 
serait C et la base ABD, etc., la projection sur P de cette section serait un polygone a!b'd\ etc.. 




FiG. hi. 

homologîque au polygone abd^ etc., qui serait déterminé (§248), comme Tun des deux polygones 
donnés, par le centre Cy l'axe x d'hom'ologie, l'une des figures abd^ etc., et un couple a, ol de points 
homologues, ce polygone se confondrait donc avec celui des polygones donnés dont un des sommets 
est en a!\ ce qui démontre la propriété. 
On eût pu énoncer le présent théorème de la manière suivante : 
Deux figures homologiques sont les projections de deux figures planes en perspective. 

250. Remarque. — La transformée homologique d^une droite est une droite. — Cette remarque résulte 
immédiatement de la définition donnée plus haut (§ 244). 

La droite à Tinfini (§ 3) de Tune des figures a, d'après le théorème de l'alinéa précédent, pour 
transformée homologique une droite que l'on nomme la droite limite de l'autre figure. 

251. Problème. — Connaissant le centre C, Vaxe d'homologie X et un couple de points homo^ 
logues a, a', construire les deux droites limites (fig. A9). 




FiG. bo- 



La droite à l'infini du plan coupe l'axe d'homologie à l'infini; donc son homologue devra couper X 
également à Tinfini; par suite les droites limites sont parallèles à l'axe d'homologie. 
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• Pour obtenir un point de la droite limite relative à la figure qui comprend le point o, menons 
par son conjugué a' une droite aa' de direction quelconque et cherchons l'homologue du point 
à l'infini V^y sur cette droite, il devra se trouver sur la droite qui joint c au point i'^, c'est-à-dire 
sur la parallèle à la droite aa' menée par c^ il devra également appartenir à la droite «a qui eat 
rhomologuede aa'; ce sera donc le point de jrencontre b de ces lignes. La parallèle L à Taxe X 
menée par le point b est donc la droite limite cherchée. 

On construirait de même la seconde droite limite. 

252. Remarque. — Quand le centre dhomologie est à rinfiniy il y a affinité (§ 126). 

En elTet, reprenons (fig. bTbîs) la figure i? en plaçant c à Tinfini dans une direction donnée; 
les droites aa'y mm' deviendront parallèles, et en désignant par Oiy mi les points de ren- 
contre des droites (aa\X)y (mm'yX)^ on aura 2i^=!^i^; les ordonnées des points qui 



Jn 
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correspondent à une même abscisse sont donc proportionnelles; par suite» d'après le paragraphe 
précité, il y a affinité. 



RAPPORT ANHARMONIQUE. 

253. M. Ghasles appelle rapport anharmonique de quatre points situés en ligne droite, le rapport 
des distances de Tun de ces points à deux des autres divisée par le rapport des distances du quatrième 
point à ces deux-là. 

Soient les quatre points (fig; &io) a, &, c, x placés sur la mBme droite; le point c détermine sur ab 

le rapport de simple section -^; le point x détermine de même le second rapport de simple 



b 



Fig. ftie. 

^O' , i:..: A^^. j _ * . ^ . __ ca xa 



section -^ ; en divisant ces deux rapports nous trouvons _ : ^ ; ce résultat est le biquotient ou le rap- 
port anharmonique des quatre points; on le désigne par {abcx). 
Remarque. — Les segments doivent être affectés d'un signe convenable, suivant les conventions 
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indiquées «n géométrie^ Si, par exemple^ on adopte pour sens positif celui de la flèche (iig. 6id), 
ca sera négatif, cb sera positif, etc. 

Connaissant ia valeur du rapport anharmonique et la position de trois points a^b^Cy on peut 
évidemment trouver la position du quatrième point x. 

254. Théorème. — Le rapport anharmonique est projectif (fig. C|). 

Soient {abcx) le rapport donné, S le centre de projection, P le plan de projection A, B, G, X 
les projections des points a, b, c, x. Nous voulons démontrer que Ton a : (a6câ?) = (ABCX). 

En effet, les triangles* ocS, cbS donnent 

ca sin(cS,aS) cb sin(cS,ftS) 

ëS sina * cS sinô ' 

en divisant membre par membre, on obtient 



ca sin(cS,QS) sin^ 

cb sin(cS,tô)' sina 

on a de même, pour le second rapport de simple section, 



xa sîn(xS,<ïS) sinb ^ 

xb sin(a?S,6S) ' sina ' 



en formant le biquolient, on trouve 



ca ^xa sin(cS,aS) , sin(j?S,aS) 

cb' Fb~ sin(cS,6S) * sin(xS,6S) ' 

Ce rapport ne dépend que de Tinclinaison des projetantes; il conservera donc sa valeur en 

projection* 

s 



!» » 
! * \ 




Vis,^ 



On peut encore énoncer le présent théorème de la manière suivante : 

Le rapport anharmonique des points déterminés par les rayons d^un faisceau sur une sécante est constant ^ 
quelle que soit la position de la sécante. 

Quand des plans passent par une môme droite, ils constituent une feuillée de plans; des plans qui 
passent par un même point forment tin faisceau de pions. 

255. Théorème. — Les sections pleaméfwm fernUe 4e qwatre fism •ffimi w rsffmfi mkmrnmnfm 
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Car deux sections planes quelconques forment deux faisceaux de quatre droites qui ont pour 
sécante commune l'intersection des plans de ces faisceaux; et comme cette sécante commune fixe 
le rapport anharmonique de chaque faisceau, ce rapport est bien constant* 

256. Corollaire. — L^ rappot't anharmonique déterminé sur une sécante quelconque par une feuitlée 
de quatre plans est constant. 

En effet, si Ton conduit par une des sécantes un plan quelconque, on obtiendra sur la feuillée 
un faisceau de quatre droites dont le rapport anharmonique est égala celui que donne la feuillée 
sur la môme sécante ; et comme le rapport anharmonique du faisceau est constant, celui de la 
sécante Test également, ce rapport se nomme le rapport anharmonique de la feuillée. 

Division habhonique. — On dit qu'un segment de droite ab (fîg. c^ est divisé harmoniquemenl 
aux points c et x, quand le rapport anharmonique {abcx) est égal à — 1. 

a c b X 



FiG. Ci. 



La division harmonique du segment ab se trouve donc caractérisée par la relation 

0) 

qu'on peut écrire 



ca 
cb' 


xa _ 
xb' 


= -i, 


ca 
Tb 


— — 


xa . 
xb' 



les points c ei x sont dits conjugués harmoniques par rapport aux points a et b. 

Démontrons que réciproquement aet b sont conjugués harmoniques par rapport aux points c et x. 

En effet on a : ca= — ac^ cb= — bc^ xa=. — ax, xb=2 — bx; en remplaçant dans la relation (1) 

il vient : 

ac ax , 

bc ' bx ' 

ou 

ac bc . 

ax ' bx ' 

donc a et b divisent harmoniquement le serment cr. 

257. Théorème. : — Le conjugué hamnonique du milieu â!um droite est le point à l'infini sur cette 
droite, — En effet, quand c se trouve au milieu de a*, on stca =. — cb; la relation (i) donne alors : 

M xa . xa . 

■ 

cette valeur du rapport de simple section caractérise le point à l'infini sur la droite. 

Le théorème est donc démonlré; sa réciproque est vraie et se démontrerait sans difficulté. 

On dit qu'un faisceau de quatre droites ou qu'une feuillée de quatre plans sont harmoniques, 
lorsque leur rapport anbarmoaique est égal à moins un. 

258. Théorème. — Un dièdre et ses plans bissectetxrs, ou un angle 'et ses bissectrices^ forment une 
feuillée harmonique de plans ou un faisceau harmonique de droites. ^^ Il suffit de considérer le faisceau, 
-car dans les cas de U feuillée on peut toujours substituer à ses quatre plans le faisceau des droites 
d'intersection qu'ils donnent sur un plan perpendiculaire à leur arête commune. 
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En ce qui concerne le faisceau, il est manifeste que toute parallèle à Tune des bissectrices se trouve 
coupée par les rayons de ce faisceau en quatre points dont l'un est à Tinfini sur cette bissectrice, 
tandis que le segment déterminé par deux des autres est divisé en deux parties égales par le qua- 
trième, comme on le voit sur la (Gg. Cs). 



ICA 



Fio. e^. 

Le théorème se trouve ainsi démontré, car le milieu d'une droite et le point à l'infini de cette 
droite sont, on le sait, conjugués harmoniques des extrémités de la droite (§ 257). 

259. Section plane du prisme. — Nous considérerons, afin d'appuyer nos tracés sur ceux des 
figures homologiques, le prisme comme une pyramide dont le sommet serait à l'infini sur les arêtes 
latérales du prisme. Alors, dans le prisme, une section plane ou sa projection sur l'un des plans 
coordonnés est, comme dans la pyramide^ homologique à la base ou à sa projection sur le môme 
plan coordonné; mais d'autre part, dans le cas du prisme, le centre d'homologic est à l'infini; on 
peut donc simplement dire qu'il y a affinité entre les projections, sur un mêtoe plan coordonné, de 
la base et d'une section plane du prisme. 

260. Application.. — Étant donnés le plan de base VpV du prisme, la prysction horizontale abcdef 
de cette base ainsi que la direction ^, X des arêtes latérales y déterminer là commune intersection (Tunplan 
quelconque QqQ' et du prisme (fig. 220, XV). 

Préfilablement construisons, à Taide des droites {vk, v'h') (M, ifO'), les projections verticales a', b', & 
de trois sommets de la base, et celles d\ e', /' des autres sommets de cette base, en ayant cette fois 
recours au tracé déjà expliqué (§ 60). 

Ces premières constructions étant effectuées, après avoir également conduit, par les projections 
des sommets de la base et dans les directions è, 6' y les projections des arêtes latérales du prisme, 
cherchons la section demandée. 

Pour le faire nous eussions pu simplement chercher les rencontres des arêtes et du plan Q^Q'; 
mais comme ces constructions, maintes fois employées, sont bien connues du lecteur, nous leur 
avons préféré, afin d'appliquer les théories développées plus haut, un tracé nouveau basé sur 
l'affinité. 

II suffira de construire, par exemple, la projection sur le plan horizontal; la projection verticale se 
déduira ensuite facilement de la première à l'aide de lignes de rappel partant des points de celle-ci 
pour aboutir aux projections verticales des arêtes latérales du prisme. 

Abordons, tout ceci entendu, la question proprement dite, en déterminant Taxe d'affinité X de 
la projection horizontale cherchée, cet axe n'est autre que la projection horizontale de la droite de 
rencontre des plans PjoP', QqQ! que Ton sait construire. 

Plissons à la recherche du rapport d'affinité» en construisant tout d'abord, à l'aide du plan pro- 
jetant vertical de l'arête latérale du point c, d, le croisement y, 7' de cette arête avec le plan 
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sécant Q^Q', puis en formant simplement le rapport ^=K^ qui n'est autre que celui que nous 

cherchions. Les ordonnées des sommets du polygone inconnu, comptées sur les projections horizon- 
tales des arêtes du prisme sont alors égales à R.aaj, JLb^^y K.d<(», K.ec^, K/^^, ces quantités peuvent se 
calculer, on peut aussi les obtenir très facilement à l'aide du compas de réduction ; mais comme on 
doit préférer en géométrie descriptive les tracés aux calculs et que le compas de réduction est loin de 
•donner l'exactitude désirable, nous allons les déterminer par une simple construction géométrique. 

Portons sur deux droites oyi, oyt {fig, 221, pi. XY) formant entre elles un angle quelconque, les 
longueurs oci = cyj, oyi =^yrf et tirons la droite Civi; ceci fait, reportons en oai, o&i, odi, oe^ ofi les 
ordonnées aat, djSt, di%^ rcs, /^j, de la projection horizontale des sommets de la base et menons par les 
points Al, 61, (/|,e|, /*!, ainsi trouvés des parallèles à la droite civi, lesquelles, par leurs rencontres 
avec o^s, déterminent d'abord les points «i, ^i, ^1, ci, 71, ensuite les ordonnés oai, o;Si, 0^1, oci, o^i 
des sommets du polygone cherché. Il reste alors à reporter simplement ces ordonnées en a^a, jSsP, 
Mi (t<f rs? et à former, en tirant les droites «p,*^, 7^, etc., le polygone oLp-fit^ qu'il fallait construire. 

Actuellement on trouve, comme il a été dit, à l'aide des lignes de rappel menées par les sommets 
de la projection horizontale que nous venons d'obtenir, ceux de la projection verticale a'jSV^'c'?' 
correspondante. 

Nous avons représenté sur l'épure le tronc de prisme compris entre la base sur le plan P/>P'' et le 
polygone de rencontre avec Qf Q', et, afin de régler la visibilité, nous avons, le tronc de pyramide 
étant en partie dans le dièdre 2, cherché sa trace verticale en prenant simplement les traces, sur ce 
plan y'zy ^'3, c'3 des arêtes latérales non prolongées au-delà des bases du tronc, et les traces e's, e'4, 
encore sur ce même plan, des côtés (f'c'j^i), (jS'y', IS7). 

On trouve ainsi en &'« v's ^'3 c'3 d'à la trace verticale du tronc de prisme. La vraie grandeur delà 
section s'obtiendrait par un rabattement du plan Q^Q' et de la figure qu'il contient sur l'un des 
plans de projection; nous n'avons pas exécuté cette construction fort simple qui eût rendu plus 
difficile la lecture de l'épure. 



SECTION PLANE DE LA PYRAMIDE 

261, Problème. — Construire F intersection d'une pyramide et d un' plan. — Soient sur le plan 
horizontal, abcd {fig. 222, pi. XYI) la projection du polygone de base, s et x celles du sommet de 
la pyramide et de la rencontre du plan de base et du plan de section. Nous n'avons pas figuré de pro* 
jection verticale afin d'éviter l'emploi de lignes inutiles à l'explication du problème actuel, le lecteur 
pourra toujours, par de simples lignes de rappel, rétablir cette projection nécessaire à la détermi- 
nation complète des lignes de la figure. 

Supposons en outre que l'on ait déterminé, par un tracé préalable bien connu, la projection 
horizontale « du point de rencontre d'une arête latérale arbitrairement choisie, et du plan de 
section. 

Tout est maintenant préparé pour faire l'application des tracés relatifs aux figures homologiques ; 
en effet, les éléments connus sont : l'axe x et le centre s d'homologie, une première figure abcd et 
un point a de la seconde, homologue du point a delà première, et Ton veut simplement construire la 
seconde figure. C'est là un problème connu (§ 248) dont nous allons appliquer le tracé à la présente 
question. A cet effet, joignons par une droite le point de rencontre n de Taxe x et de la droite ab 
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au point a, ce sera rhomologue de cette droite ab; prenons son point de croisement |B avec sb qui 
sera l'homologue du point b; en continuant de même, nous pourrons achever la construction de la 
projection horizontale a^yè du polygone cherché. 

262. Problème. — Construire la section d^une pyramide par un plan qui détermine avec celui de base 
un axe d*homologie éloigné. 

Soient s la projection du sommet de la pyramide sur le plan horizontal et abcdef celle de la base 
sur le même plan de projection {fig. 233^ pi. XVI). 

On suppose que l'axe d'homologie se trouve à rexléricur de l'épure, il faut alors substituer à cet 
axe, qui équivaut à deux conditions, deux points du polygone de section. Nous construirons donc 
directement les projections horizontales a, 3, <^ des trois points de rencontre de trois arêtes latérales 
arbitrairement choisies, et du plan de section. La question est actuellement réduite à un simple 
problème de géométrie. On doit, en effets connaissant le centre s d'homologie, trois couples de 
points homologues (a, «), {b, ^), (/*, y) et Tune des deux figures abcdef, construire la seconde. 
Joignons par une droite deux des points connus j3, f de la figure dont on poursuit la construction 
et traçons son homologue bf; tirons alors les droites de jonction du point a, homologue du point a 
donné, aux autres sommets c, J, e de la même base et prenons les rencontres m, r/zi, nii de ces 
droites avec bf, leurs homologues seront sur ^^ et sur les droites sm, smi, sm^ en [i, pi, ^j^; on en 
d(jduit les homologues «u, a/xi, au2 des diagonales de la base, et, par les rencontres de ces droites 
<iycc celles qui unissent s aux sommets de cette base^ on trouve enfin les sommets inconnus y, $, c, 
du polygone cherché; ce qui permet de le tracer. 

263. Problème. — Par un point donné conduire un plan coupant les faces latérales d'une pyramide 
quadrangulaire suivant un parallélogramme. 

Les sections que des plans parallèles déterminent sur les faces latérales d'une môme pyramide 
étant homothétiques, nous construirons : en premier lieu, la direction des plans qui donnent sur les 
faces latc^rales opposées de la pyramide considérée deux couples de parallèles; en second lieu, par 
le point donné, un plan parallèle à la direction trouvée (§ 65) qui sera celui que nous cherchons! 

Première solution {/î^. 221, pi. XIV). —Soient ABGD la base sur le plan horizontal de la pyra- 
mide donnée et s la projection sur ce môme plan de son sommet 

Il est un moyen très direct et très simple de résoudre la question; efi'ectivement, pour qu'un plan 
détermine sur deux autres des intersections parallèles il faut et il suffit qu'il soit parallèle à l'inter- 
section de ces deux-ci, on en conclut que les couples de plans formés par le prolongement des 
faces (ASB, DSC), (ÂSD, BSG) donnent par leurs croisements respectifs deux droites dont les traces 
sont on /, 6 et dont le plan détermine la direction cherchée; cette direction est donc celle d'un plan 
dont la trace horizontale se fait suivant la droite P de jonction des points t, et qui passe en outre par 
le sommet S de la pyramide. Ceci fait, on déterminera par la méthode du paragraphe 65 la trace 
horizontale Pi, du plan conduit par le point donné et parallèlement à la direction précédemment 
trouvée, lequel plan coupera les traces horizontales des deux couples de plans indiqués plus haut^ 
suivant deux couples de points (R, H) (F, G), qui sont les traces horizontales des côtés du parallélo- 
gramme de section. En tirant alors par les points du premier couple des parallèles à la droite projetée 
en sty et par ceux du second des parallèles à la droite qui se projette en s^ nous aurons les pro; 
jections horizontales de ces côtés, qui devront, si l'épure est exactement faite, s'entrecouper en 
quatre poins a, b, e, d, placés sur les projections horizontales des arôtes latérales de la pyramide. 

Deuxième solution. — La solution qui vient d'être donnée tombe en défaut lorsque les côlés 
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opposés du quadrilatère de base se coupent à Textérieur des limiles de Tépure. On peut alors 
simplement remarquer que le point de concours des diagonales du parallélogramme doit les diviser 
en deux parties égales et appartenir à la droite de jonction du sommet de la pyramide au point de 
croisement des diagonales du quadrilatère de base. 

Reprenons [fig, 2*25, pi. XVI) la projection horizontale sABGD de la pyramide. Construisons les 
diagonales ÂG, DB de la base, leur point de concours et la droite sO formée par la projection 
horizontale du croisement des plans diagonaux. 

Plaçons sur cette dernière, dans une position arbitraire, un point o et cherchons la projection du 
parallélogramme de section ayant ce point pour centre; les diagonales de ce parallélogramme 
sont des segments de droites qui, compris entre les couples de droites formées par les projections 
des arêtes opposées [sk, sG), (sB, sD), passent en outre au point o et y sont divisés en deux 
parties égales; la construction de ces segments est un simple problème de géométrie^ résolu, pour 
l'un d'eux, sur notre épure en conduisant par o une parallèle à sd^ laquelle vient croiser SB en m, 
en prenant 7nb—-sm et en tirant la droite ôo que Ton prolonge jusqu'au point rf; cette ligne bd 
n*est autre que Tune des diagonales cherchées. Quant à Taatre^ elle s'obtiendrait pareillement et 
déterminerait avec la première la direction générale des plans cherchés, on achèverait alors la 
construction en conduisant par le point donné un plan parallèle à celui de ces diagonales. 

Troisième solution. --On peut sans le secours de ce qui précède, et en ne se fondant que sur 
Thomologie, retrouver le tracé établi au commencement du présent paragraphe. 

Rappelons d'abord une déûnition géométrique. On appelle quadrilatère complet la figure ABCDQt 
(fig. 22 i, pi. XVI) obtenue en prolongeant, jusqu'à leurs points de rencontre t, 6, les côtés opposés 
d'un quadrilatère. Cette figure a six sommets A, B, G, D, $, t, et trois diagonales AC, BD, Bt. 

La trace horizontale de la pyramide doit être homologique à la projection du parallélogramme de 
section, il faut donc que le quadrilatère complet ABCDO^ ait pour homologique un second qua- 
drilatère complet dont les sommets homologues k Q, t soient à l'infini, c'est-à-dire que 0/ est la 
droite limite relative à la base donnée. Soit 9i un point de la trace horizontale du plan sécant 
cherché, comme cette dernière n'est autre que Taxe d'homologie que l'on sait devoir être 
.parallèle à la droite limite, on trouvera cet axe en conduisant par 6i la parallèle Pi à Qt. Ceci fait, 
cherchons l'homologue du côté DA de la base; il doit passer par la rencontre F de ce côté avec 
l'axe d'homologie Pi, d'autre part, ce même côté rencontre la droite limite en ô dont Thomo- 
logue 0^ est à l'infini sur sQ; dès lors menant la parallèle à sB qui passe en F on a l'homologue 
cherché. Il faudra le limiter en ses points de croisement a, d avec la droite de jonction du centre s 
d'homologie et des sommets A, D de la base. On construira pareillement les autres sommets du 
parallélogramme cherché. 

264. Méthode de transmutation des figures. — L'épure 224 montre que tout quadrilatère 
complet peut être projeté suivant un parallélogramme : on prendra à cet effet pour plan de 
projection le "plan sécant dont Pi est la trace, pour centre de projection le sommet de la pyramide 
et pour figure projetée la base de ce polyèdre. 

Il suit de là que toute propriété projective du parallélogramme est encore applicable au quadrilatère. 
Aimi nous avons vu que le conjugué harmonique du milieu o de la diagonale ac est à l'infini sur cette 
droite (fig. 224 pi. XVI). Comme cette propriété est projective on est conduit au théorème qui suit : 

Théorème. — Dans tout quadrilatère complet chaque diagonale est divisée karmoniquement par les 
deux autres. 
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Les nombreux théorèmes qui découlent de la transformation du quadrilatère par la méthode 
projective sont du domaine de la géométrie et ne sauraient, bien que d'un grand intérêt, trouver 
place dans le cadre de ce traité ; nous donnerons, néanmoins^ parmi les exercices du présent chapitre 
d'autres applications de ce mode de transformation. 

205. Intersection d'une droite et d'un polyèdre. — Les points de rencontre d'une droite et 
d'un polyèdre s'obtiennent en conduisant par la droite un plan sécant auxiliaire dont on construit la 
rencontre avec le polyèdre, et en prenant ensuite les points en lesquels cette ligne de rencontre vient 
couper la droite donnée. L'application de la méthode n'offre de difûculté que dans le choix du plan 
sécant auxiliaire, à ce sujet on ne saurait donner de méthode générale, il faut, dans chaque cas 
particulier et par un examen attentif des données, choisir, comme on le verra tout à l'heure par des 
exemples, le plan dont la section avec le polyèdre se construit le plus aisément. 

266. Application. — Trouver ks points de rencontre d'une droite et d'un prisme. — Supposons que 
la base ABCDE du prisme soit placée sur le plan horizontal de projection {fig, 226, pi. XVI) 
et, à l'aide de la direction des arêtes latérales qu'on suppose également connue, traçons les pro- 
jections du solide sur les deux plans coordonnés, donnons-nous enfin en j, f , les projections de 
la droite dont nous voulons la rencontre avec le prisme. 

Le choix du plan sécant auxiliaire est ici des plus facile; effectivement, en coupant le prisme 
par un plan conduit par i,y parallèlement à ses arêtes latérales, l'intersection se réduit à deux 
droites parallèles à ces mêmes arêtes. 

Exécutons les tracés indiqués; par un point 9, g\ arbitrairement placé sur è, 6\ menons les pa- 
rallèles gky g'k! aux projections des arêtes latérales et prenons la trace horizontale h -de la droite 
qu'elles représentent^ ainsi que celle t, t' de la droite è,è' donnée; tirons th^ nous avons la trace hori- 
zontale du plan auxiliaire, qui donne en ses points de rencontre avec celle du polyèdre^ les traces 
horizontales 9i, 62 des droites de rencontre du plan sécant auxiliaire et du prisme. En menant alors,, 
par ces deux points 61, G^, des parallèles {iu i'i)i (ta, t^s) aux arêtes latérales et en prenant leurs points 
de croisement (^i, m'i), (ms, m'») avec la droite donnée, on trouve enfin les points qu'il s'agissait 
de construire, et leurs projections correspondantes (mi, m'i), {rn^^ m'i) devront, si l'épure est exacte- 
ment faite, se trouver sur des lignes de rappel. 

267. Visibilité d'une droite par rapport à un prisme. — Cette question est importante en ce 
sens qu'elle sert, dans la question de l'intersection d'un polyèdre et d'un prisme, à régler la visibilité 
des arêtes du polyèdre. 

Pour la résoudre, on doit tout d'abord déterminer^ parle procédé du précédent paragraphe, la ren- 
contre de la droite et du prisme; reprenons donc l'épure de cette intersection (fig. 226, pi. XYI) et 
cherchons la visibilité de la droite ^, j'. 

Il importe d'examiner successivement les divers segments déterminés par le prisme sur la 
droite, nous trouverons : 1* le segment mim^, m'im\ intérieur au prisme, dont les deux projections 
sont toujours cachées; 2'' ceux dont les projections sont extérieures, sur le plan coordonné 
considéré, aux droites qui forment le contour limite de la projection du prisme, segments qui 
ne sont jamais cachés par le prisme. Ainsi, pour l'exemple actuel, ont peut dire que »i/,fA'i<', etc.,. 
sont visibles; S"" les segments^ extérieurs au prisme mais dont les projections sur le i^laa 
considéré sont intérieures à celles de ce polyèdre sur ce même plan, qui sont vus ou cachés, 
suivant que leurs points de rencontre avec le prisme tombent sur des faces visibles ou 
cachées sur le plan de projection correspondant. Ainsi, par exemple twa, m'^ tombant sur une 
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face visible en projection horizontale et cachée en projection verticale, triant sera visible 

et m's^'s caché. 

268. Intersection d'une droite et d'une pyramide {fig. 227, pi. XVI). ^ Soient ABGDE, (5,s'), 
{dy d') la base de la pyiauiide placée sur le plan horizontal, les projections du sommet et celles de la 
droite donnée. 

Conduisons, par la droite (d^ d') et par le sommet s, s' de la pyramide, un plati sécant auxiliaire, 
dont la trace horizontale ih à été obtenue en prenant d'abord celle t, f de d, d\ ensuite celle A, h' de 
la droite de jonction du point s, s' à l'un quelconque //, g' des points de dyd'i cette trace th du plan 
auxiliaire détermine, en (Oi, 6'i),(93, (i'%) celles des droites de rencontre du plan sécant auxiliaire et de 
la pyramide; en tirant les droites (^i,5'6'i), {js^iySfH'^ on a les projections de la section de la pyramide 
et du plan, d'où Ton déduit celles (m^, m'i), (m^, m'«) que l'on cherche. 

On eût pu, sans rien changer aux épures 226, 227, présenter les solutions des deux derniers pro- 
blèmes de la manière suivante. Prenons sur le plan horizontal coordonné la projection centrale de 
la pyramide (le prisme est une pyramide particulière) et de la droite d^d'y en adoptant le point s, s' 
(placé à riniini sur les arêtes latérales dans le cas du prisme) pour centre de projection, et cherchons 
les points communs aux deux projections. La projection de la pyramide n'est aulre que la base de ce 
corps. Quant à celle de (/, d^ elle passe d'abord par ^ qui est à lui-même sa propre projection cen* 
traie et ensuite par h projection de ^, g'\ c'est donc la droite th. On en conclut que les points de ren- 
contre inconnus ont leurs projections centrales en 6i, Gs, en relevant ces points on trouve ceux (mi,m'i), 
(m^, m'a) qu'il fallait construire. 

269. Visibilité d'une droite par rapport à une pyramide. — La présente question a Ja même 
importance que celle du paragraphe 267 et se traite pareillement, on suivra donc facilement sa solu- 
tion sur l'épure 227. 

270. Intersection de deux polyèdres. — La question se résout en principe par la construction de 
rintersection des plans conduits par les diverses faces, problème bien connu du lecteur, mais dont 
l'application faite sans méthode conduirait à de très nombreux tâtonnements qu'il importe de réduire, 
sinon d'éviter. 

Pour cet effet, nous allons énumérer et résoudre divers problèmes établissant par leur enchaîne- 
ment une méthode régulière de construction. 

271. Problème. — Trouva* Vintersection de deux faces de polyèdres, — Soient ÀBGDEF, GHIJKL 
(ûg.Ca) les faces dont on cherche la com mune intersection. On construit celle PQ des plans de ces faces 
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(§ 66) et on la limite en M^ N, de manière à ne conserver que la partie de cette droite intérieure aux 
périmètres des deux faces données, seule utile dans la question. Quand l'intersection PQ (fig. c^ 
n'offre pas de partie commune aux faces ces dernières ne se coupent pas. 
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Ëoûn, la figure peut offrir une troisième disposition : la partie utile MN de PQ (fig. e5)peut con- 
trairement à ce qui a lieu dans la figure ^3, se terminer au périmètre de la même face. 
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272. Problème. — Trouver un point utile de Ptntersectton de deux polyèdres. 

Méthode des sections. — Nous ne connaissons pas de méthode générale donnant un point utile de 
rintersection, c'est-à-dire un point placé à l'intérieur du périmètre des deux faces qui le contiennent. 
Le plus sûr moyen, dans les applications^ consiste à le chercher par un examen attentif de la 
position et de la forme des polyèdres. 

Quand ce moyen est inefficace il faut recourir à la méthode des sections. 

Elle consiste à couper les deux polyèdres par un plan auxiliaire et à prendre les points de croise- 
ment Ry S des périmètres ABGDEF, HKLMNP (ûg. Ce) des deux sections qu'il détermine. 
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Ces points R, S ne sont autres que des points utiles des polygones de rencontre. Si les périmètres 
de section ne donnaient aucun point de croisement, on devrait changer un nombre suffisant de fois 
la position de ce plan sécant auxiliaire. C'est donc seulement par tâtonnements successifs qu'on peut 
arriver en général à construire un premier point utile de l'intersection. 

273. Problème. — Connaissant un point utile M de la commune intersection de deux polyèdres^ achever 
la détermination de cette ligne (fig. c^). 

Le point M est à deux faces ABCDE, FGHIJ se coupant utilement, soit PQ la partie utile de leur 
intersection ; prenons l'une quelconque Q des extrémités de cette ligne, ce point est sur Taréte ED 
qui se trouve elle-même à la rencontre de deux faces ABCDE, EDKL, abandonnons celle ABCDE de 
ces faces que nous venons d'employer et remplaçons-la par la face adjacente EDRL, tout en conser- 
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vant la secoDde face F6HIJ déjà employée du second polyèdre, par la rencontre QK de ces faces, nous 
obtiendrons un nouveau côté utile du contour cherché. 

L'extrémité R de la ligne que nous venons d'obtenir se trouve sur Taréte EL, qui appartient 
à la face ED&L déjà employée, abandonnons-la pour la remplacer par la face adjacente ELON, etc. 

En continuant ainsi on retombera, si les deux polyèdres sont fermés, sur le point P ; Tune des lignes 
de rintersection sera ainsi déterminée. 




Fie. Cl. 

On devra alors s'occuper de vérifier l'existence d'autres lignes de rencontre ; ce que Ton fera en 
cherchant, par la méthode connue, s'il existe des points utiles extérieurs à la ligne trouvée, et, en 
opérant sur eux comme sur le point M pris en premier lieu, on trouvera ainsi des nouvelles lignes 
polygonales faisant partie de l'intersection que l'on cherche. 

Remarque importante. — La méthode qui vient d'être donnée pour tracer le polygone de rencontre 
de deux polyèdres peut encore servir lorsque, après avoir construit les sommets de ce polygone par 
un procédé quelconque, on veut les joindre dans un ordre convenable. 

274. Application. — Construire V intersection de deux cubes qui ont une diagonale verticale commune. 
— Cherchons d'abord à établir les bases de la construction des projections d'un cube ayant une de 
ses diagonales verticale. 

Soient AB cette ligne (fîg. c^ et ÂCDBEHGF le cube correspondant. 

Le contour AGEB est formé de trois côtés égaux, inclinés sur la diagonale AB d'angles égaux, on 
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en conclut que les projections de ces côtés sur AB sont égales; ayant projeté C en y, E en t, on peut 
donc dire que la diagonale AB se trouve divisée par ces points y, c en trois parties égales. Ajoutons pour 
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terminer, que les droites AG, AH, AF sont aussi égales et également inclinées sur la même diagonale AB, 
et que, par suite, les projections sur cette ligne des points G, H, F se font'en un seul point y; pareille- 
ment les sommets G, Ë^ D, se projettent en c sur la diagonale donnée. On voit par là que les six som- 
mets dont on poursuit la construction peuvent constituer deux groupes de trois points respectivement 
placés dans deux plans perpendiculaires à la diagonale donnée et passant par les points 7, c qui la 
divisent en trois parties égales. 

Passons maintenant à la construction de Tun des cubes. Soient ab^ dU (fig. 228, pi. XVII) les pro- 
jections de la diagonale donnée^ pour achever la détermination du solide, nous donnerons encore 
la projection horizontale^/» de Tune de ses arêtes prolongée. 

Partageons, au points /, c', la projection verticale de la diagonale donnée en trois parties égales^ 
et, par ces points de division, conduisons des plans horizontaux P', Q' ; nous savons que chacun de 
ces plans devra contenir trois sommets du cube. Cherchons à mettre en place ces deux groupes de 
sommets; en vue de ce but, imprimons une rotation au cube afin d'amener le côté BM dans un plan 
de front; après ce déplacement, la face perpendiculaire à ce côté se projettera verticalement suivant 
une seule droite formant avec la projection verticale de ce même côté un angle droit dent le sommet 
se construit avec facilité; efTectivement, il doit appartenir en premier lieu à la circonférence d'un 
cercle décrit sur a'F comme diamètre, en second lieu^ à OS ce point sera donc en ^, la projection 
horizontale correspondante sera è et rien de plus facile que de ramener le sommet ^,^' sur sa posi- 

tion primitive rf, d'. 

La symétrie de la figure permet alors de tracer les projections horizontales des arêtes issues 
de b,b'\ il faut, en efi'et, que leurs projections bd^bCybg sur ce plan coordonné, soient égales et 
forment des angles égaux entre eux et valant par suite 120; avec ces deux conditions on peut tra- 
cer, connaissant Tune bd de ces droites, les deux autres bc^bg; quant aux projections verticales 
correspondantes, ou les obtient en relevant à l'aide de lignes de rappel, e, g en e', g' sur Q'. 

Les projections des faces du cube doivent se faire suivant des parallélogrammes sur chaque plan 
de projection; construisons donc sur les couples de côtés {bd^bé)^[beybg)y{bgybd) des parallélo- 
grammes, et nous aurons les projections horizontales c, h^ f des trois derniers sommets inconnus ; 
en procédant de même on obtiendra leurs projections verticales correspondantes dyh\ f* qui de- 
vront, si l'épure est exactement faite, se trouver d'abord sur les lignes de rappel menées par les 
premières, ensuite sur P'. Reste, pour achever le tracé des deux projections à joindre le point a! aux 
points c\ A', f et le point a aux points correspondants e, /*, h, 

m 

On voit facilement que la projection horizontale. est composée des côtés d'un hexagone régulier et 
de celles de ses diagonales qui passent par son centre. [Ce tracé terminé reportons le cube trouvé 
{fig. 2:28, pi. XYII), sur la figure 329 de la même planche et combinons-le avec un second cube de 
même diagonale AB. 

Pour plus de régularité dans la figure, j)laçons les deux cubes symétriquement par rapport au plan 
de front conduit par leur commune diagonale et de manière que les sommets des hexagones, for- 
mant leurs projections horizontales, soient équidistants. 

Pour construire le polygone de rencontre des cubes nous chercherons simplement, profilant de la 
symétrie, la troncature faite par la face a'u'v'w', auvw sur l'angle trièdre du sommet f^f'.en examinant 
attentivement la figure on reconnaît bientôt que les droites {fd,fd% {uv^u'v') symétriquement 
placées par rapport au plan de profil conduit par la diagonale ab^ a'b' se coupent en un point k,k! de 
ce plan de symétrie, de même les droites {vw, vV), (fg^ fg^) se coupent en m, m! et comme a, a' 
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appartient au triangle de la troncature^ elle se fera suivant amk, olm'K, En procédant de même pour 
tous les sommets non communs de l'un et de l'autre cube, on achève de déterminer Tintersection des 
deux polyèdres donnés. Afin de compléter cette élude, nous avons représenté les diverses combinai* 
sons qui peuvent se faire avec les corps : ainsi la figure 229 donne les projections du solide constitué 
par Tensemble des deux cubes; sur la figure 230 on a représenté le cube primitif (donné par la 
figure 228) supposé plan et existant seul^ en supprimant la portion de ce cube comprise dans Tautre* 
Enfin, la figure 231 représente le solide commun aux deux cubes supposés pleins et opaques, on 

« 

y reconnaît aisément que ce solide est un dodécaèdre équifaclal. 

275. Observation relative aux hachures. — Dans les épures d'intersection de corps, on place 
des hachures, dirigées dans un sens arbitraire, sur les parties coupées visibles; en outre, il est bon, 
lorsque ces parties sont formées de plusieurs surfaces, et surtout quand ces surfaces ont des lignes 
communes, de changer le sens des hachures placées sur les diverses surfaces. On trouvera sur 
répure 230 l'application des conventions que nous venons d'indiquer. 

276. Intersection de pyramides. — En considérant le prisme comme une pyramide dont le som* 
met est à Tinfini, nous sommes conduits à chercher : 

l"" l'intersection de deux pyramides ; ' 
2« celle d'une pyramide et d'un prisme ; 
3"* celle, enfin^ de deux prismes. 

Il importe, avant d'aborder la solution de ces trois questions, de faire ohserver qu'elles se ré- 
solvent sans tâtonnements, contrairement à ce qui a lieu pour les polyèdres quelconques. 

277. Premier problème. — Construire l'intersection de deux pyramides. — Nous allons supprimer 
la projection verticale inutile à l'explication de l'épure et que Ton construirait aisément à l'aide de 
lignes de rtippel. Dans toutes les constructions qui vont être indiquées, il ne sera donc question que 
de projections horizontales. • 

Soient [abcde^ ghklm)^ s et «, les projections des deux bases et celles des sommets des pyramides 
données (fig. 232, pi. XVI). . 

Supposons, en outre, que Tenait préalablement construit celle j?^ de la commune intersection des 
plans de base, et celles t, des traces sur ces mêmes plans de la droite de jonction des sommets S, S, 

Dans la recherche de l'intersection de deux polyèdres quelconques, nous avons construit les côtés 
des polygones de rencontre; pour l'épure actuelle, au contraire, nous construirons les sommets de 
ce polygone que nous unirons ensuite, deux à deux et dans un ordre convenable, par des lignes 
droites. Ces sommets s'obtiendront en conduisant par les arêtes de chaque pyramide des plans pas- 
sant par les sommets de l'autre, et ce tracé sera régularisé en adoptant simplement des plans sécants 
auxiliaires passant par les diverses arêtes et par la droite Ss des sommets de la pyramide. Dans ces 
conditions les plans auxiliaires donneront une feuillée et les projections de leurs traces sur les plans 
de base deux faisceaux de droites dont les sommets seront en t^Q et dont les rayons correspondants 
se couperont sur la droite pq et viendront successivement passer par les sommets des bases. 

Avant de procéder à la construction d'un sommet du polygone de rencontre, il importe, si l'on veut 
éviter tout tâtonnement, de tracer les plans limites, c'est-à-dire ceux qui comprennent entreeux tous 
les plans sécants auxiliaires utiles à la détermination complète de l'intersection. 

278. Plans limites. — L'un des plans cherchés a pour traces, sur les plans des deux bascs^ les 
droites projetées en Opi, tpi, dont l'une Bpi coupe la projection de la base correspondante en un 
seul pointa, tandis que l'autre tpi coupe celle de la seconde base d'une manière quelconque ; on 
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trouve de même le second plan limite iOpi. Ces deux plans sont bien ceux que nous cherchons, car 
tout plan conduit par S2 et compris entre eux,alleindra les deux pyramides, et au contraire, tout 
plan passant par la môme ligne et extérieur à l'espace' angulaire compris entre les plans limites ne 
pourra atteindre qu'une seule pyramide. 

279. Construction d'un point quelconque du polygone de rencontre. — Les divers rayons des 
faisceaux devront successivement passer par chacun des sommets a, ô,c, /<, A% /,rw, des deux bases 
compris entre les plans limites. 

Indiquons la construction relative à l'un d'eux Ba ; il coupe pq en pi, son rayon conjugué s'obtient 
alors en tirant la droite p^t; le plan sécant correspondant, qui a pour traces sur ceux des bases les 
droites projetées suivant les rayons que nous venons de tracer, coupe la pyramide de sommet S sui- 
vant deux droites dont l'une est l'arête projetée en sa, et dont la seconde inutile à l'épure n'y est pas 
figurée; ce même plan auxiliaire rencontre l'autre pyramide suivant deux droites projetées en at;4, 
(tWa, et les points de croisement 14,74, de ces dernières avec la droite sa, donnent deux sommets quel- 
conques de la projection du polygone d'intersection. En renouvelant ce tracé, comme on le voit sur 
l'épure, pour tous les sommets des bases^ indiqués plus haut, on construit aisément les divers som- 
. mets du polygone d'intersection. 

280. Pénétration. Pénétration réciproque. Arrachement. — ^ Lorsque les deux plans limites 
sont- relatifs à la même pyramide, c'est-à-dire quand ils coupent tous deux suivant une seule arête la 
même surface, cette dernière pénètre dans l'autre suivant une première ligne, pour en sortir suivant 
une deuxième; on dit alors qu'il y di pénétration. Gomme cas particulier chaque plan limite peut ren- 
contrer les deux pyramides suivant une seule arête ; on trouve dans ce cas deux polygones d'iulei*section 
se rejoignant en deux de leurs points respectivement placés à la rencontre des arêtes contenues dans 
chaque plan limite. 11 y a alors pénétration réciproque. Enfin, si l'un des plans limites coupe l'une 
des pyramides suivant un polygone et que l'autre plan limite coupe la seconde pyramide encore sui- 
vant un polygone : on dit qu'il y a arraclœment. C'est lé cas représenté sur la figure 232. 

281. Jonction des points. — Cette question demande de l'attention, et, bien qu'on puisse la 
résoudre par un simple examen de la figure de l'espace^ il est souvent utile, si l'on veut éviter les 
erreurs, de recourir à Tune des méthodes qui suivent. 

' 282. Méthode générale. — La méthode précédemment donnée (§ 273, Rem.) pour la jonction des 
points de rencontre de deux polyèdres quelconques, s'applique sans difficulté à l'épure qui nous 
occupe, nous allons néanmoins en indiquer une autre dont l'avantage est d'être également applicable, 
comme nous le verrons plus loin, dans la recherche de l'intersection des surfaces coniques quel- 
conques, recherche qui n'est autre que la généralisation du présent problème, attendu que, d'après 
la définition donnée au paragraphe 8, la surface latérale de la pyramide peut'être considérée comme 
une surface conique dont la directrice serait polygonale. 

283. Méthode des projections centrales. — Imaginons un point mobile qui décrirait le poly- 
gone cherché d'un mouvement continu en partant de l'un de ses sommels, et prenons la projection 
centrale de ce mobile sur chacun des plans de base, en plaçant lé centre de projection au sommet 
correspondant des pyramides de façon que le contour polygonal cherché soit alternativement projeté 
sur chacune des bases. Il est alors manifeste que ces projections devront égafement décrire les deux 
bases d'un mouvement continu en' rebroussant chemin sur les plans limites. Enfin, si l'on projette 
sur la droite PQ les points mobiles qui décrivent les bases, en adoptant le centre de projection 9 pour 
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la base de droite, et t pour celle de gauche, on trouvera un seul et même mouvement encore continu 
avec rebroussement aux points projetés en p^, p^. 

En substituant à chacun de ces mouvements sa projection horizontale et en les considérant dans 
un ordre inverse^ on pourra trouver la marche de la pointe traçante qui doit unir les sommets du 
polygone de rencontre. 

AOn d'éviter Tun des rebroussements, nous partirons de Tun des plans limites et nous aurons les 
mouvements simultanés suivants : l"" sur pq d'abord pio^s.^.pi dans le sens in, ensuite dans le sens m, 
le chemin pjp(ip^...,pi ; 2*" sur le polygone de droite le chemin correspondant indiqué par les flèches 
/i>/2>/3>-.../8 ; 3* sur l'autre polygone, celui que les flèches Fj, Fg, F3,....Fio indiquent; -i* enfin, 
pour la pointe qui doit tracer le contour cherché, celui que les flèches çi, 9*, 03, 94,... .?u indiquent à 
leur tour. 

Nous venons d'appliquer la méthode des projections centrales dans le cas de l'arrachement, on 
trouvera plus loin un exemple de son emploi pour la pénétration. 

284. On a figuré (pi. XVI) diverses combinaisons des pyramides : la première donne (fig, 232) la 
projection du solide constitué par leur ensemble formant un seul et même corps; la seconde {fig. 233) 
donne la projection de Tune des pyramides entaillée par l'autre; des hachures ont été placées sur 
ia figure en se conformant au^: conventions du paragraphe 274. Enfin la dernière donne (fig. 234), la 
projection horizontale du solide commun aux deux pyramides. 

285 Visibilité du polygone d'intersection. — Pour qu'un côté soit vu, il faut et il suffit, si Ton repré- 
sente l'ensemble des deux pyramides comme dans la figure 232^ qu'il se trouve à la rencontre de deux 
faces également vues. Quand l'un des polyèdres est supprimé (fig. 233) le cofttour aibiCidieifigihikij\m^ 
placé sur des faces vues du polyèdre conservé est également vu ; l'autre partie de l'intersection est 
cachée, sauf cependant les segments OiPi^piÇt^riai, placés à Textérieur du contour indiqué plus 
haut, lesquels deviennent en effet visibles par suite de la suppression de la partie du polyèdre figuré 
comprise dans celui que Ton a enlevé. 

Pour le solide commun (fig. 234) on remarque que celles de ses arêtes qui étaient visibles sur la 
figure 232 le sont encore sur celle qui nous occupe et on achève de régler sa visibilité parla méthode 
du mobile (§ 236). 

286. Visibilité des arêtes latérales des pyramides. — Pour la régler il suffit de recourir au 
paragraphe 269. 

287. Ponctuation. — Dans le tracé des épures, lorsqu'on suppose un corps supprimé, il importe 
de le figurer, sans pour cela gêner la lecture de l'épure des parties conservées, à cet effet on repré- 
sente le corps enlevé en traits mixtes formés de petits traits séparés par un point, comme on le voit 
sur la fig. 233, pi. XVI. 

288. Second problème. — Construire V intersection (Tun prisme et (Tune pyramide. — La droite 
commune aux divers plans auxiliaires passe alors par le sommet de la pyramide et par le pointa 
l'infini des arêtes latérales du prisme : c'est la parallèle h ces arêtes conduite par le sommet de la 
pyramide. Sauf cette remarque, nous n'avons rien de nouveau à indiquer sur cette question que Ton 
résout comme la précédente. 

289. Troisième problème. — Construire Vintersection de deux prismes. — Nous appliquerons tou- 
jours la' méthode du premier problème; mais en changeant les données afin de présenter la question 
sous un nouveau jour. C'est dans ce but que les deux bases inférieures des prismea ABGDEG,HIJKL 
{fig, 235, pi. XVIII) ont été placées sur le plan horizontal de projection ; toujours dans le même but; 
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on a choisi, comme on pourra s'en assurer un peu plus.loin, le cas de la pénétration, et, afin d'obte- 
nir une figure plus régulière^ on a limité les prismes à l'aide de leurs bases supérieures, dont les pro- 
jections horizontales figurées en aibiCidieigi^ kit\jikJi sont nécessairement égales à celles des bases 
inférieures précédemment tracées et offrent leur orientation. Tirons les droites de jonction des 
sommets homologues afin d'obtenir les projections horizontales des arêtes latérales^ pour chaque 
prisme. 

Les plans sécants auxiliaires devront passer par les points à l'infini dans les deux directions des 
arêtes latérales^ ou en d'autres termes, ces plans devront être dirigés parallèlement à ces arêtes ; pour 
achever de déterminer le problème supposons que Ton ait préalablement construit la trace horizon- 
tale Il de l'un d'eux. 

290. Construction d'un point quelconque du polygone de rencontre. — Cherchons^ par exemple, 
les points de Taréte projetée en Âai ; le plan sécant conduit par celte droite a pour trace horizontale 
la parallèle Ri à R menée par la trace A de Tarête, ce plan coupe les faces du second prisme suivant 
des parallèles aux arêtes latérales de ce polyèdre menées par les points 6i, Oi, et Ton trouve, aux 
points de croisement ^e^ ^4, des projections Gf/i, Btt^ de ces parallèles avec Aoi, les projections de deux 
points du polygone cherché. 

291. Plans limites. Nature de la section. — Les traces horizontales des points limites P, Q, 

* 

rencontrent en un seul point la base du prisme pentagonal, on en conclut que ce dernier pénètre 
dans l'autre. 

292. Jonction des points. — Dans le cas de la pénétration la jonction des points se fait plus 
aisément que dans le cas de Tarrachement précédemment étudié. En eflet, observant que la section 
comprend deux polygones, Pun d'entrée, l'autre de sortie, on est conduit à les tracer séparément. 
Pour obtenir l'ordre suivant lequel les points de Tune des lignes d'intersection doivent être réunis 
par des droites, on prendra celui des points de rencontre placés dans les pians sécants qui se 
succèdent lorsqu'on parcourt simultanément la base complète du prisme pentagonal dans le sens des 
flèches 7i, 92, ?3, 94, ?5, et l'un des segments de la base de l'autre prisme compris entre les plans 
limites dans le sens des flèches /*!, ft, /*3, /*«, /'s, fa. On trouvera ainsi le polygone d'entrée a^a%a3a^. ..agOo. 
Quant au polygone de sortie Tordre de jonction des points sera donné en parcourant, toujours dans 
le sens des mêmes flèches^ le polygone pentagonal complet et en substituant au déplacement suivant 
les flèches /1.../69 celui qui se trouve indiqué par les flèches FiFa..«F6, ce qui conduit au polygone 
bib^b3,..bsbQ. L'épure représente le prisme hexagonal supposé plein et opaque, en supprimant la por- 
tion de ce corps comprise dans le prisme pentagonal, ou, en d'autres termes, le solide figuré est un 
prisme hexagonal percé d'un trou prismatique pentagonal* 



DÉVELOPPEMENT DES POLYÈDRES. LIGNE MINIMUM 

293. Développement des polyèdres. — Pour développer un polyèdre défini par ses projections 
il suffit de construire sur celles-ci les éléments nécessaires à la détermination de la vraie grandeur 
des faces ; puis, de dessiner ces dernières tout en les réunissant dans l'ordre qui résulte de leur 
liaison et des arêtes que l'on suppose dédoublées ; comme ce dédoublement des arêtes peut s'effec- 
tuer de plusieurs manières, il s'ensuit que le développement d'un polyèdre peut prendre diverses 
formes correspondantes. 
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294 Ligne minimum. — Proposons-nous de trouver la ligne de longueur minimum unissant deux 
points de la surface d'un polyèdre sans la quitter. La détermination de cette ligne est une application 
immédiate du théorème qui suit : 

295. Théorème. — Parmi les différents développements de la surface d'un polyèdre convexe il y en 
a toujours un pour lequel la ligne minimum unissant deux des points de cette surface^ sans la quitter, se 
transforme en une seule droite. 1* Supposons d'abord que les sommets de la ligne minimum ne tombent 
pas sur ceux du polyèdre, et considérons deux des côtés consécutifs, MN, NP (fig. c^o) de cette ligne 
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ainsi que les faces ABGDE, EFGHD qui les contiennent; nous allons démontrer que les droites MN, NP 
se placent en prolongement Tune de l'autre lorsqu'on effectue le développement du polyèdre sans 
dédoubler l'arête ED du point N. 

Prenant en effet deux points à, /3, l'un sur MN, l'autre surNP, suffisamment voisins pour que Ton 
puisse tracer sur le développement une droite unissant ceux qui leur correspondent sans sortir des 
polygones développés ; on voit que cette droite sera nécessairement la transformée de la ligne mini- 
mum unissant sur la surface a à p. et comme toute portion d'une ligne minimum doit être également 
minimum, on en conclut que cette même droite sera aussi la transformée de la ligne brisée aS^, ou 
que les trois points ot,N>p seront en ligne droite sur le développement, ou encore que MN, NP le 
seront également, sur ce même développement. 

Faisons voir maintenant qu'une face abcde contenant l'un des côtés MN de la ligne minimum 




l 
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(fig. ^i) ne saurai! contenir d'autres points de cette ligne. En effet pour qu'elle en contînt un V il 
faudrait admettre l'existence sur cette face d'une ligne brisée minimum VHN, qui devrait, par consé- 
quent, être moindre que la droite de jonction /des points N, V; l'absurdité de l'hypothèse fuite est 
ainsi rendue évidente. 
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Pour achever la première partie de la démonstration considérons, en conservant la même figure, 
une portion quelconque MNPQ de la ligne minimum et les faces àbcde^ cdfgh^ àghlm^ qu'elle tra- 
verse: chacune de ces faces devra contenir un côté rectiligne de la ligne minimum et ne saurait, 
d'après la démonstration donnée plus haut, contenir d'autres points de cette ligne. 

II faut maintenant prouver que le développement peut se faire sans dédoubler les arêtes oe, cd,hg, 
mly etc., qui passent par les divers sommets de la ligne minimum. Rien n'empêche, en premier lieu, 
le dédoublement des arêtes ne contenant pas de sommet de la ligne minimum, on peut donc faire 
abstraction dék faces qui ne contiennent pas cette ligne et supposer qu'on les a supprimées; rien n'em- 
pêche, en second lieu, de dédoubler les arêtes qui, sans contenir de point de la ligne étudiée^ pour- 
raient être communes aux faces conservées. Gela fait, les faces ne sauraient se toucher que suivant 
des arêtes contenant des points de la ligne minimum et comme chacune d'elles ne saurait elle-même 
contenir qu'une droite de cette ligne on voit qu'une même face ne peut alors en toucher plus de 
deux autres. 

En définitive tout se réduit à effectuer le développement sur un plan de faces réunies deux à deux 
par une seule arête, sans dédoubler les arêtes communes; lequel peut évidemment se faire par 
des rotations successives autour des arêtes communes, rotations que rien ne saurait maintenant em- 
pêcher; et nous venons de voir que dans ces conditions les côtés successifs de la ligne minimum 
se placent sur une même droite; donc pour le cas qui nous occupe le théorème est démontré. 

2° Examinons actuellement si le contour minimum peut passer par l'un des sommets S du po- 
lyèdre (fîg. di). 



Soient ASBCDËF l'angle solide correspondant et MSN une portion de la ligne minimum^ passant 
au point S, cette portion devant être minimum on pourra raisonner sur elle sans se préoccuper des 
lignes qui la précèdent et qui la suivent. Le polyèdre étant convexe l'angle S l'est également, et la 
somme de ses faces est inférieure à quatre angles droits, on en conclut que les droites MS, NS 
partagent les faces de cette angle en deux groupes dont l'un donne unesomme d'angles inférieure 
à quatre angles droits, mais qui peut devenir supérieure ou égale à deux angles droits, tandis que 
l'autre donne une somme inférieure à deux angles droits; par suite, si l'on fait le développement de 
i*angle solide ouvert suivant une de ses arêtes on peut trouver l'une des trois positions indiquées 

ci-dessous (fig. rfa, ^4» ^s). 

Pour la Ûg. fl?3 la droite de jonction des points Mi, Ni traverse l'espace angulaire BiSiB'i 
extérieur au développement, et ne fournit par suite aucune indication; mais, en recourant 
à la figure ^3 donnant le développement du même angle solide fait différemment, on recon- 
naît que la ligne minimum serait donnée par l'enroulement de la droite MiNi qui ne passe 
pas par le sommet de l'angle. Pour la figure ^4, dans laquelle MiSi, NiSi ne forment qu'une 
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môme droite, il semblerait que celte ligné dût fournir la longueur minimum ; mais, pour cela il 
faudrait que M|S|Ni fût inférieur aux lignes qui la précèdent et qui la suivent tout en partant des 
mêmes extrémités Mi, N|. En examinant la figure on reconnaît que, d*un côté de MiNi, pour les 
lignes telles que Miai^ici^iNi, la condition est évidemment satisfaite; mais que, de l^autre, elle ne 
Test points car les lignes telles que Mi|3i, jS'iyiiNi sont interrompues sur l'arête dédoublée. Il faut alors 
recourir à la figure conjuguée e/s, qui fait ressortir l'existence de la droite MiN| donnant par son 




fig; di. 




enroulement un chemin moindre et ne passant toujours pas par le sommet du polyèdre. En somme 
on peut dire que la ligne minimum ne saurait passer par Tun des sommets du polyèdre. Quand on 
trouvera dans une application la 'disposition de la figure e/4, on devra procéder à un nouveau rabatte- 
ment, comme nous le montrerons bientôt par un exemple. 

296. Application. — On donne les projections horizontales ABCDEG, oiôiCidiéijri, des bases d'un prisme, 
la hauteur h de ce prisme ainsi que les projections horizontales m, n de deux points placés sur les faces 




D. 



FiG. d». 



qui ont leurs traces en GE, AB; on demande de déterminer par deux projections la ligne minimum qui 
unit les deux points M, N sans quitter le prisme (fig. 236, pi. . XVIIl). Le tracé de la projection 
horizontale du prisme s'achève avec la plus grande facilité, nous le supposerons donc effectué, et 
nous passerons à la recherche du développement. On facilite la construction en déterminant la section 
droite en véritable grandeur; section qui donnera la longueur des hauteurs des divers parallélo- 
grammes qui constituent les faces latérales dont on cherche le développement. 
.296. Section droite d'un prisme oblique. — Conformément aux indications du paragraphe 243 
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on peut amener le plan vertical à être perpendiculaire au plan sécant, ce qui se fera en prenant 
simplement un nouveau plan vertical parallèle aux arêtes latérales. La ligne de terre Xt yi sera 
donc parallèle aux projections horizontales de ces arêtes; on construit aisément la projection 
verticale nouvelle du prisme à Taidc de la hauteur connue A, ainsi que les traces PaP'^ du plan . 
sécant qui doivent être respectivement perpendiculaires aux projections des arêtes latérales. 

Les projections verticales des sommets de la section droite se placent immédiatement en a^a, b^z, 
c'z. d's, e'zy g'3 et, sans construire la projection horizontale de la section droite inutile à l'épure 
actuelle, on passe à la recherche de sa vraie grandeur en la rabattant autour de la trace aP prise 
pour charnière, ainsi Ton trouve, après quelques tracés fort simples que Tépure indique suffisam- 
ment, en A363C3D3E3G3, la véritable grandeur de cette section. 

La disposition des tracés que nous venons d'adbpter a non seulement l'avantage de simplifier les 
constructions qui viennent de le motiver^ mais encore elle facilite, comme on va le voir^ l'ensemble 
des constructions ultérieures. 

Nous arrivons maintenant au développement Ouvrons le prisme suivant Tarête G^i, g'g\ par 
exemple, et appliquons-le sur le plan de front conduit par celle arête. 

La section droite se développe sur P', et ses sommets viennent en des points que l'on obtient en 
portant : 

g'3^^A = G3E3, E4D4 = E3D,. D*C4 = D3C3, etc.,, 

les perpendiculaires à aP' menées par les points E4, D4, C4 donnent, après le développement, 

les positions des arêtes latérales. 

D'autres part, pendant le développement les sommets des deux bases se déplacent dans des plans 
perpendiculaires à g'g'i, qui ont pour traces sur le plan de front qui contient le développement, 
des droites dont les projections verticales sont les perpendiculaires à g'g\ menées par a', b\ o',.-«; 
on trouve ainsi les transformées g' EaDgCsB^A «Gâ^ g'i^^^^àtû^^ de ces bases. 

Mettons en place, sur la figure développée, les points donnés M, N; à cet effet menons par chacun 
d'eux des parallèles aux arêtes latérales du prisme ; ces parallèles ont pour projections horizontales 
les droites mn^ nv, qui rencontrent les côtés de la base supérieure au points ^, y, lesquels corres- 
pondent sur le plan vertical, à u', v', d'où Ton déduit, d'abord, sur le développement^ les points jxs,vt, 
ensuite, sur la projection verticale, les points m\nf qui répondent aux points donnés; de ces der- 
niers on tire, à l'aide du tracé général déjà appliqué à plusieurs points, les positions Ma, Ni des 
points donnés après le développement du prisme. 

La transformée par développement de l'une des lignes minimum n'est autre que la droite de 
jonction des points Ma, Na, laquelle s'enroule sur le prisme en mV/YrV, mtUsrHf sans difficulté; 
ajoutons que la droite MaNs, .donne dans sa véritable grandeur la ligne minimum. 

Pour construire la seconde solution il faut rendre contiguës les faces qui la contiennent; pour le 
faire il suffirait de reporter la face développée en EiC^'^g' à la suite de ÂaOs^aGa en ayant soin 
d'entraîner avec elle le point Ma; mais, il est plus simple de mettre M3 en place dans sa seconde 
position sur le développement. Il viendra eu M3 à une distance «^-iMs de l'arête Ga^a égale à waM^ 
et comptée sur le prolongement de m'Ma. 

La seconde ligne minimum développée en vraie grandeur est donc la droite MsNs; on l'enroule 
facilement comme la première, et l'on trouve, en m'v'w'n\ mvwn^ ses deux projections. 

11 est un cas exceptionnel signalé à la fin du précédent paragraphe, c'est celui de la ligne minimum 
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qui unit deux points placés après le développement, en KsLi sur une droite passant par Bî ; nous 
allons vérifier que la droite RaU ne répond pas an minimum de ia distance. Reportons pour cela 
la base dans sa véritable grandeur suivant A9BSC3D3E3G3. considérons les faces latérales AsBsftsCit,- 
Asa^^tCs comme appliquées sur le nouveau développement et transportons suivant XB1G3X1» )iiG3D4>9 
les deux faces latérales traversées par BsLs. En reportant alors, à Taide du tracé indiqué sur la 
figure, Li en L3, et en tirant la droite KtLs on aura dans sa véritable grandeur la ligne minimum. C'est 
par l'enroulement de RiLj que Ton pourrait avoir les projections de la plus courte distance qui sépare 
les deux nouveaux points donnés sur la surface du prisme. 



DÉTERMINATION DES SPHÈRES INSCRITES OU CIRCONSCRITES AUX POLYEDRES 

298. Lorsque le polyèdre est régulier, on peut construire facilement le centre commun à la sphère 
inscrite au polyèdre et à celle qui lui est circonscrite; ce point est donné en effet par la rencontre 
de deux perpendiculaires aux plans de deux faces non parallèles, menées respectivement par le 
centre de chacune d'elles. Les rayons se trouvent par les vraies grandeurs des distances qui séparent 
le centre que Ton vient de construire à celui de Tune des faces, ou à l'un des sommets du polyèdre. 
Lorsque le polyèdre esl irréguiier, le problème est généralement impossible, excepté cependant pour 
le tétraèdre qui est toujours inscriptible et circonscriptible à la sphère. Pour préciser la question à 
l'aide d'un exemple utile à connaître, entrons dans le détail du tracé pour le tétraèdre. 

299. Problème. — Circonscrire une sphère à un tétraèdre donné. — Plaçons la base ABC sur le 
plan horizontal {fig. 237, pi XYIII) et soient s, s' les projections du sommet. Le centre inconnu de 
la sphère est sur le lieu des points équidistants des sommets de la base, c'est-à-dire sur la perpen- 
diculaire au plan vertical menée par le centre du cercle circonscrit au triangle ABC; construisons le 
centre de ce cercle et traçons sa circonférence. D'après ce que nous venons de dire, le centre 
cherché est sur la verticale du point 0, donc c'est sur ce dernier point que se projette horizontalement 
le centre de la sphère. 

Pour construire la seconde projection du centre, menons une corde de front de la sphère, par 
exemple l'une sO^ s'Q' de celles qui passent par le sommet donné et qui rencontrent le cercle tracé; 
le plan perpendiculaire sur le milieu de cette corde passera par le centre de la sphère et achèvera de 
le déterminer, construisons-le; ce plan étant perpendiculaire au plan vertical, il est immédiatement 
déterminé par sa trace verticale P' menée, par le milieu m' de s'd', perpendiculairement à cette 
dernière. Par la rencontre de P' avec la verticale du point 0, on a la projection verticale 0' du centre 
de la sphère. Lorsque les projections du centre sont connues^ la vraie grandeur du rayon s'obtient 
aisément par une ligne de front partant du centre 0, 0' pour aboutir en un pointai, Q'i du cercle 
tracé ; c'est précisément la projection verticale 0' 6'i de cette ligne qui égale le rayon dans sa véri- 
table grandeur. Si la parallèle à xy menée par s n'atteignait pas le cercle figuré, on serait obligé dt 
changer le plan vertical afin d'amener la ligne de terre sur une direction convenable. 

300. Problème. — Construire les sphères tangentes aux quatre faces d'un tétraèdre donné. — Les centres 
des sphères cherchées sont les points équidistants des quatre plans obtenus en prolongeant les faces 
du tétraèdre; ce sont donc les points de concours des plans bissecteurs des dièdres formés par 
ces plans; pour déterminer ces points de concours il suffit évidemment de prendre le point de 
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rencontre des plans bissecteurs de trois dièdres n'appartenant pas au même trièdre^ car ceux d'un 
même trièdre concourent sur une droite. 

' Soient {fig. d^) ai, a», as, les plans bissecteurs des dièdres AB, BC, ÂC^ du tétraèdre donné ABCD 
6^ ?ii P29 1^3 oeux de leurs suppléments. Les centres s'obtiennent en combinant ces plans trois à trois, 
mais de façon à ne jamais faire intervenir dans une même combinaison deux plans passant par une 
même arête; on est ainsi conduit aux trois groupes de combinaisons qui suivent : 

1® au oi%y «3» ce groupe donne simplement la spbère inscrite au tétraèdre. 

2* («1, a3,'j3î), («1, «1, jSa), (aj, as, (3i), (l3i, ^21 jSa), en lout quatre Combinaisons donnant des sphères 
tangentes extérieurement à une face et touchant intérieurement les trois autres prolongées. Ainsi 
la première combinaison ai, aa, ^2 donne la sphère tangente aux faces de la figure EBCDGP. 

3** (Pi, j33, as), (Pi, Pî, «3), (P«, |33, «1). La première de ces combinaisons donne le centre d'une 
sphère tangente à l'un des combles HBEKCF, LAMNDP^ de même pour les autres. Au sujet de ce 
dernier cas, nous ferons observer que chaque arête donne un comble, mais que ces six combles ne 




donnent que (rois sphères^ en effet nous venons de voir que les combles dont les arêtes BC^ AD 
sont des arêtes opposées du tétraèdre, ne donnent qu'une sphère. 

En résumé, on peut dire que le problème offre en général huit solutions à savoir : une sphère 
inscrite dont le centre est déterminé par les plans bissecteurs intérieurs. Quatre sphères ex-inscrites 
dont les centres sont à la rencontre de deux plans bissecteurs intérieurs et d'un extérieur, ou de 
trois plans bissecteurs extérieurs. Enfin, trois sphères tangentes aux combles, dont les centres sont 
à la rencontre de deux plans bissecteurs extérieurs et d'un intérieur. 

Arrivons maintenant au tracé de l'épure. Soient ABC la base du tétraèdre supposée placée sur le plan 
horizontal de projection, d la projection horizontale du sommet et A la hauteur {fig. 238, pi. XX). 

Afin de construire les six plans bissecteurs ai, a^, as, ^i, p-i^ Ps» mettons en évidence le rectiligne 
de chacun des dièdres correspondants, par l'emploi de trois plans verticaux perpendiculaires à leurs 
arêtes AB, BC, AC, et dont les lignes de terre Xiyi, x%y^y Xzyz sont respectivement perpendiculaires 
à ces mêmes arêtes. 

Les projections verticales rf'i, rf'2, d'z du sommet D s'obtiennent en portant, sur trois lignes de 
rappel issues de d et respectivement perpendiculaires aux trois lignes de terre, à partir et au dessus 
de ces lignes, la hauteur donnée h. 
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En tirant les droites â^cPi, c's d'%^a!zd^zy on a les traces verticales des plans des trois faces latérales^ 
et les angles que font ces traces avec les lignes de terre respeictives, mesurent ceux des faces latérales 
avec le plan de base. Par les bissectrices de ces angles et de leurs suppléments on trouve les 
traces verticales (a'ia'i, jS'ia'i), («'«c'î, p'ac'j), (a'aû's, jS'ao'a) des six plans bissecteurs; ces plans sont 
respectivement perpendiculaires aux trois plans verticaux de projection et ont pour traces horizon- 
tales les arêtes AB, 6C, AC de la base. Pour construire leurs rencontres, coupons-les par un plan 
horizontal auxiliaire dont les traces verticales H'i, H'2, H'3 sont des droites respectiven>cnt parallèles 
aux lignes de terre à des distances quelconques, mais égales de chacune d'elles. Ce plan auxiliaire 
détermine sur les plans bissecteurs intérieurs les droites de rencontre (y'i, yi), (7'2, 7-2)» (/a, ya)* et 
sur les plans bissecteurs extérieurs celles qui se projettent en (^i, ^'1), (^2^ ^'s)> (^31 ^3)* Tout étant 
ainsi préparé en vue de la détermination des divers centres, passons à la construction des sphères de 
chacun des trois groupes. 

Sphère inscrite. — Le centre de celte sphère est au point de concours des plans intérieurs 
bissecteurs que nous désignerons par leurs traces verticales a'j, a\y a'3. Il faut prendre d'abord les 
rencontres de ces plans pris deux à deux, ce qui donne trois droites : d'une part, A, B, G, fournissent 
un point de chacune d'elles, de l'autre, le plan auxiliaire horizontal donne sur les plans bissecteurs 
intérieurs les intersections (yi, y'i), (ys, y'2), (73^ y'3), qui déterminent à leur tour les projections 
horizontales a^^b^^c^ d'un second point de chacune des droites cherchéiPs; en tirant Aa^, B&4, O4 on 
trouve les projections horizontales des droites de rencontre des plans bissecteurs considérés. 

L'épure doit offrir cette vérification que ces trois droites doivent concourir en un seul point 0, qui 
n'est autre que la projection horizontale du centre cherché. Gomme le point est aux trois plans 
intérieurs bissecteurs, sa projection sur Pun des plans verticaux devra tomber sur la trace verticale 
du plan bissecteur corresponddnt, on*a ainsi trouvé o'i qui détermine avec le centre cherché. 
Nous achèverons la question de la détermination de la sphère inscrite en ajoutant que celte 
sphère doit être tangente au plan horizontal, que, par suite, la cote p'\o\ du centre égale le rayon 
de la sphère. 

Sphères ex-insgrites. — Combinons, par exemple, les plans bissecteurs^ dont les traces verticales 
sont en a'i, a'2> p'z* 

Pour trouver leur point de concours opérons comme dans le cas précédent, en conservant le même 
plan sécant auxiliaire H'i, H'j, H's, déterminant les trois intersections (yi, 7'i), (72, y'j), (^3, ^'3), d'oîi 
résultent les projections horizontales ^5. 64, C5, de trois points des intersections des plans bissecteurs 
pris deux à deux^ et comme A, B, G, font toujours partie de ces intersections, on les obtient en 
tirant les droites Aa^, B64, Ccs, qui doivent concourir en un seul point «3 donnant la projection 
horizontale du centre de la sphère; Pune des projections verticales de ce centre est u'3 et le 
rayon «'3ir'3. Pareillement on a construit sur l'épure les centres (»'i, «1), («'s, «2), («'*, «*) et les 
rayons tt'iir'i, «Vt, fià\K\ des trois autres sphères ex-inscrites. 

Sphères tangentes aux combles. — Nous avons construit une seule de ces sphères par la combi- 
naison des plans bissecteurs dont les traces verticales sont jS'i, jB'i, a'3; le plan auxiliaire horizontal 
déjà employé donne sur chacun de ces plans bissecteurs les droites (^b^'i), (^21 i'*) {iz, y's) lesquelles 
donnent à leur tour la projection horizontale d'un point dg, a?» ^6 de chacune des intersections des 
plans bissecteurs combinés deux à deux, les projections horizontales de ces dernières sont par suite 
B^s, Aa?, Cce; par leur point de concours ws, on a la projection horizontale du centre, on en déduit 
celle «'5 de ce point sur l'un des plans verticaux et le rayon delà sphère 6>W5 en véritable grandeur. 
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Discussion. — Soient r, (p„ p,, p^, p*), (p'i, p'a, p'3) le rayon de la sphère inscrite, ceux des sphères 
ex-inscrites et ceux des sphères inscrites aux combles. Soient, en outre, a, i, c, d, e et V les aires 
des faces et le volume du tétraèdre. 

En décomposant le tétraèdre en trois autres ayant pour bases les faces du premier et pour sommet 
commun le centre de la sphère inscrite on aura 

_ 8V 

Cette formule s'applique aux autres rayons à la condition d'y changer, quand le centre de la 
sphère change de côlé par rapport à une face, le signe de Taii-e de cette face. 
On trouve ainsi pour les autres rayons : 

f9^ 3V _ 3V . 

ê 

3V 3V ' 

t L, 3 V , _i 3V , , 3V 

Ces trois dernières formules en supposant : 





a<b<c<d, 


s'écriront 




(6) 


,3V ,3V 


^^ — c-^d—a—b' ^' b^d—a-c' 


(8) . 


3V 



(7) 



La formule (1) prouve que la sphère inscrite existe toujours. 

Les sphères ex-inscrites existent toujours également ; car, dans les formules (2), (3), (4), (5) les 
dénominateurs sont positifs; on sait, en effet, que dans un tétraèdre Taire d'une &ce quelconque est 
moindre que la somme des aires des trois autres. 

Si les faces sont différentes les formules (6) et (7] donnent les rayons de deux sphères tangentes 
aux combles, et si en outre a'\-d^b'\-c le problème offre huit solutions; il n'en offrira que sept 

si la somme de deux des faces est égale à celle des deux autres, dans ce cas le huitième centre sera 
à l'infini. 

Si l'on a simultanément*a = 6, c=d, on aura, par suite, p'3 «sco, |e>'3= 00; le problème n'aura 
plus que six solutions. 

Si enfin a=b=zcz=zd, les trois combles ne donneront plus de sphères tangentes, et le problème 
n'aura que cinq solutions. 
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EXERCICES SUR LES CHAPITRES VI ET VII 

301. Problème L — Construire les centres des sphères tangentes à quatre plans y en basant le tracé sur 
le théorème qui suit. 

Théorème. — 5i une sphère est inscrite à un tétraèdre^ les quatre points de contact coïncident, quand 
on fait le rabattement intérieur de trois faces, sur la quatrième. De plus, le point commun de contact est 
le centre dû cercle circonscrit au triangle formé par les trois rabattements du quatrième sommet. (Hermary, 
Correspondance mathématique, t. V). 

Démontrons tout d'abord le théorème. Soient SABD le tétraèdre (fig.i?) et le centre de sa sphère 
inscrite; conduisons par ce point des perpendiculaires aux faces, elles déterminent en yi, yt, 73, 74 
les points de contact. Le plan 71079 qui est perpendiculaire à l'arête AB la coupe en un point a tel, 




que les droites ay^ ay^ sont aussi perpendiculaires à AB; en outre, ces droites sont égales comme 
tangentes à une sphère issues d'un même point; on en conclut que si l'on rabat intérieurement la 
faca ASB,7i viendra sur 71, de môme pour 73, et 74; la première partie du théorème est donc établie. 

On voit, après avoir tiré les droites S71, ^73, S74, qu'elles sont tangentes à la sphère, et par suite 
égales, d'où découle immédiatement la seconde partie du théorème. 

Occupons-nous maintenant du tracé, soient données : sur le plan horizontal de projection, la 
base ABD du tétraèdre (Jig. 239 bis, pi. XVllI); la projection horizontale 5 du sommet et la hauteur h 
de la pyramide. 

Prenons la ligne de terre xy perpendiculaire à AB; plaçons en y, d'après la hauteur donnée, la pro- 
jection verticale du sommet et tirons la trace verticale as' de la face SAB ; puis rabattons intérieure- 
ment cette dernière; le sommet s, sf vient en Si. Pour construire le rabattement intérieur du sommet 
autour de la droite BD prise comme charnière, observons que la distance du sommet S au point B 
doit se voir dans sa véritable grandeur sur Pun et l'autre de ses rabattements, or l'un d'eux est 
en BSi, par conséquent le cercle décrit de B comme centre avec BS| pour rayon devra passer par le 
second rabattement de s, s'y et comme ce dernier doit aussi appartenir à la perpendiculaire menée 
à la charnière BD du point Sy on trouve au ^croisement S2 de ces lignes le rabattement cherché. 
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Semblablement on obtient le rabattement S3 du môme sommet autour de la charnière AD. En prenant 
le centre du cercle circonscrit au triangle dont les sommets sont Si, Sj, S3, on trouve la projection 
horizontale du centre de la sphère ; sa projection verticale 0' est placée sur la trace verticale a« du 
plan bissecteur intérieur du dièdre AB, et sur la ligne de rappel menée par 0; enfin, le rayon de la 
sphère n'est autre que la cote «0' du centre. Nous engageons le lecteur à construire les centres des 
sphères ex-inscrites ou tangentes aux combles, il suffira, lorsque la sphère changera de côté par 
rapport à une face de changer simplement le sens du rabattement de cette face, et de renverser le 
sens que nous venons d'indiquer pour chaque rabattement des faces lorsque la sphère changera de 
côté par rapport au plan de base. 

Remarque. — Le théorème qui précède permet de construire, lorsqu'une pyramide est circonscrîp- 
tible à la sphère, le centre et le rayon de cette dernière et conduit dans ce cas à un théorème de 
géométrie facile à énoncer. 

302. Problème II. — Deux points étant donnés, mener par un troisième point donnée une droite 
distante des deux premiers points de deux longueurs connues, — Soient A, B, les deux premiers points 
donnés (fîg. ds) et D le troisième, tirons les droites AD, BD et concevons que l'on ait successivement 
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rabattu sur le plan des trois points la droite inconnue dédoublée, en adoptant pour charnières les 
droites BD, AD; elle vient d'abord sur la tangente DE menée par D à la circonférence décrite de B 
comme centre avec l'une des distances données pour rayon, le second rabattement DF de la droite 
cherchée se construit semblablement, et le problème se réduit à celui de la construction d'un trièdre 
dont les trois faces a, j3, y, sont connues. Les tracés s'exécuteront facilement 

303. Problème III. — Mener par un point donné A de t espace^ une droite située à une distance connue 
d*une droite donnée B et en même temps à une distance également connue d'un point donné D (fig. d^). — 
La question peut se réduire à l'application de la solution donnée pour l'un des cas de l'angle 
trièdre. 

En effet, menons par A une parallèle A/3 à B, tirons AD, prenons pour plan de la figure celui des 
droites Ap, AD, et cherchons les éléments nécessaires à la détermination du trièdre dont les arêtes 
sont A|3, AD et la droite inconnue. A cet effet concevons que Ton ait rabattu la droite inconnue sur 
le plan de la figure, autour de AD: elle se placera en AE sur une tangente menée du point A à la 
circonférence décrite de D comme centre avec l'une des distances données pour rayon. On en déduira 
la vraie grandeur « de l'une des faces du trièdre. 

La condition imposée à la droite inconnue, d'être placée à une distance donnée de B va nous fournir 
un nouvel élément du trièdre à construire. La plus courte distance de deux droites est mesurée par 
celle d'un point de l'une d'elles au plan conduit par l'autre parallèlement à la première, par suite, le 
plan conduit par A^ et par la droite inconnue remise en place doit être à une distance donnée de la 
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droite B; pour l'exprimer, considérons un plan P perpeûdiculaire à B qui couperai^M^ cette droite 
un point o et /3 en Fi, décrivons dans le plan P un cercle de centre o et de rayon égal à la seconde 
distance connue, conduisons par F Tune des tangentes à ce cercle, et nous aurons la ligne de plus 
grande pente FG par rapport au plan de la figure du plan de la face inconnue du trièdre; Tangle At 
de FG avec l'intersection FK du plan de la figure et du plan P sera le rectiligne du dièdre opposé à a. 
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Le problème se réduira à celui de la construction d'un trièdre dont ou connaîtra deux faces a, y et 
le dièdre Ai opposé à Tune d'elles. Reste à exécuter l'épure, ce qui sera pour le lecteur un exercice 
utile. 

304. Problème IV. — Construire une droite qui s'appuie sur deux droites données^ non situées dans 
un même plan^ et qui fasse avec ces droites, des angles respectivement égaux à des angks donnés. — 
Soient (df d'), (S, $') les droites données (fig. 239, pi. XYIII), si ces droites se coupaient, en construi- 
sant la troisième arête d^un trièdre dont on connaîtrait les trois faces, on aurait la ligne demandée. 

De quelque manière que les droites soient placée^, on peut, en substituant à Tune d'elles, sa pa- 
rallèle menée parTun quelconque des points delà seconde, exécuter la construction du trièdre dont 
on vient de parler; en conduisant ensuite une parallèle à la troisième arête de ce trièdre s'appuyant 
sur les droites données(§ 75), on aura la ligne qui répond aux conditions imposées. Gomme le problème 
de la construclion de la troisième arête du trièdre conduit à deux droites symétriques par rapport au 
plan de la face connue de ce trièdre, on trouvera également deux solutions du présent problème. 

Passons à l'exécution de l'épure, choisissons (fig. 239, pi. XVIII) pour simplifier le tracé, le 
point a, a' de la droite (f,(f, dont la projection verticale a' est au croisement des projections verti- 
cales V, d' et conduisons par ce point la parallèle ^', ^i à I, ¥. 

Dans le but de rabattre le plan des droites (d^ d'), (ify i^) traçons l'une de ses horizontales, dont la 
projection verticale mV est parallèle à la direction de la ligne de terre, on en déduit la projection 
horizontale mn par la combinaison des lignes de rappel menées par n', m^ et des droites d^ ^|. Tou- 
jours en vue du même but, prenons pour premier plan coordonné le plan horizontal conduit par 
mn,m'n\ et pour second celui qui passe par une droite x^l/^, prise dans une position arbitraire, 
mais dirigée perpendiculairement à mn : ce plan est perpendiculaire à mn^m'n^ 

Rabattons maintenant le plan des droites {d,d')^ (ji, V) sur le plan horizontal de projection, m, n ne 
bougent pas; a, a' vient en Ai; les deux droites se placent par conséquent en A|n, Aim. Cela fait, 
procédons à la construction du trièdre; la troisième arête dédoublée et rabattue sur le plan horizontal 
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prend les positions A|Bi, A1B.2 (§ 225) qui font avec les charnières respectives Atti, Aftn les angles 
donnés. On trouve alors par l'application de la méthode du paragraphe précité, la projection bt d*un 
point de la troisième arête sur le plan de la face nA.^m et sa côte (jBf. Concevons maintenant que Ton 
ait donné à ce point sa position naturelle par rapport à la face nAim et relevons cette face, en 
entraînant, d*après la méthode du paragraphe 150, la troisième arête du trièdre, le point b^ se projette 
sur le plan vertical auxiliaire en b'^, et se relève en ^'3; la perpendiculaire à la face nA|m sur laquelle 
se mesure la cote, par rapporta cette face, du point trouvé sur la troisième arête, vient se projeter en 
b^^b'i sur une droite perpendiculaire à la trace verticale m'iû'i et égale à la cote b^B^. Quant à la pro- 
jection horizontale du point de la troisième arête qui se projette verticalement en b\y on la trouve par la 
rencontre b de la ligne de rappel passant par 6'i, aVecla perpendiculaire à la charnière conduite par b^; 
effectivement, cette perpendiculaire n'est autre que la trace horizontale du plan perpendiculaire 
à mn, m'n' que décrit le point cherché dans sa rotation. On revient alors au système primitif de plans 
de projection pour le point b^b'^ en reportant Pib\ eu^b' ; alors en tirant la droite ab^olb'j on trouve 
enGn les projections de la troisième arête du trièdre pour l'une des solutions. La seconde solution 
s'obtient en remplaçant b\ par son symétrique c'i relativement à la droite m'ia'i. Le problème 
s'achève alors par la méthode donnée au paragraphe 76. 

305. Problème V. — Étant donnés : les angles que fait Vune des arêtes latérales d'une pyramide avec 
les côtés de la base qu'elle rencontre^ la longueur de cette arête et les projections de la base, construire les 
projections de la pyramide. — La solution est identique à celle du problème précédent. 

306. Problème VL — Construire les projections des cinq polyèdres réguliers et les développements de 
leurs surfaces, connaissant la lotigueur des arêtes, 

i^ Tétraèdre régulier. — La figure 2i0, pi. XIX, donne, en plaçant la base ABC sur le plan hori- 
zontal, les projections du polyèdre : la projection horizontale s du sommet est au centre du cercle 
circonscrit au triangle de base, et la hauteur se trouve déterminée par le triangle rectangle de 
l'espace SsG rabattu en CSi?. Quant au développement on l'obtient (lîg. 241, pi. XIX) en ouvrant 
le solide suivant CS,'AS, BS afin de rabattre les faces latérales sur le plan horizontal. 

2" Octaèdre régulier. — Ce polyèdre est formé de deux pyramides quadrangulaires (Hg. 242, 
pi. XIX) dont on construit facilement les projections en observant que s'is'i= s'ifT'=^sa, Par le déve- 
loppement (/î^. 243, pi. XIX) des deux pyramides quadrangulaires on trouve celui de l'octaèdre. 

3° IcosAÈDRE RÉGULIER (fig. 244, pi. XIX). — La géonàétrie apprend que le solide est formé de deux 
pyramides pentagonales régulières, à bases parallèles, dont les faces latérales sont des triangles équi- 
latéraux, et dont la jonction se fait par l'intermédiaire d'une couronne formée de dix triangles équi- 
latéraux égaux aux premiers. 

Cela posé, commençons par construire la projection horizontale du polyèdre; à cet effet traçons 
sur ce, plan de projection un premier pentagone régulier abcde, de côté égal à celui du polyèdre; 
considérons ensuite le cercle circonscrit à ce pentagone et tirons les droites de jonction des 
milieux des arcs interceptés par les sommets du pentagone sur la circonférence de ce cercle^ nous 
formerons ainsi un nouveau pentagone fghij. Unissant le centre des deux pentagones aux sommets 
de ces polygones, on trouve la projection horizontale des deux pyramides régulières. 

La figure s'achève alors en traçant les droites de jonction de chaque sommet de l'un des penta- 
gones aux deux sommets les plus voisins de l'autre. 

Quant à la projection verticale, on l'obtient simplement en construisant la hauteur des pyramides et 
celle de la couronne. 
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La bnuleur de l'une des pyramides fait partie d'un triangle rectangle qui a pour Tun de ses côtés de 
Tangle <lroit se et pour hypoténuse la vraie grandeur c( de l'arête de Ticosaèdre; ce triangle a été 
fabattu en sS|C, la hauteur des deux pyramides est donc égale à 5S1. 

En ce qui concerne la hauteur de la couronne on voit que cette ligne fait encore partie d'un triangle 
rectangle qui a pour côté de Tangle droit la projection ej de l'un des côtés de la couronne et pour 
hypoténuse la vraie grandeur ea de ce côté, ce triangle rabattu en e/Ji, donne dans sa véritable 
grandeur la hauteur yJi de la couronne. 

Les hauteurs que nous venons de construire permettent de mettre en place a'^ s', et les plans 
horizontaux intermédiaires; il restera alors à relever les points de la projection horizontale 
par des lignes de rappel en a', A' etc.. /', /' etc., et à tracer les projections des arêtes corres- 
pondantes. 

Le développement (fig. 245, pi. XIX) se compose de deux portions d'hexagones céguliers 
S2Âi6|GiDiËiAs, ZsFgGiH^IsJsFi, provenant du développement des pyramides, que Ton doit réunir 
à Taide du développement de la couronne représentée sur la figure par les dix triangles A^Ui^ 
AtiiBf... JtE)sF|. 

i"" Cube ou hexaèdre régulier. — En plaçant Tune des faces sur le plan horizontal, on trouve 
sans difficulté les projections (fig. 246, pi. XIX) du polyèdre^ et la figure 247 de la même planche 
donne son développement. 

5* Dodécaèdre régulier (fig. 248, pi. XIX). — On a vu en géométrie que l'on obtient ce polyèdre 
en prenant un premier pentagone régulier réuni à cinq autres pentagones égaux au premier, de telle 
sorte qu'ils constituent en chacun des sommets de ce premier polygone, un angle trièdre; puis, en 
dédoublant la figure précédente afin de la retourner et d'amener à coïncider les décagones gauches 
qui terminent les deux figures provenant du dédoublement de la première. 

Pour effectuer le tracé des projections {fig,. 248, pi. XIX) plaçons l'un des pentagones ÂBCDE sur le 
plan horizontal coordonné et cherchons à construire les projections des cinq pentagones contigus. 
On peut imaginer que le pentagone tracé sur le plan horizontal de projection, représente tout à la fois 
Tune des faces du polyèdre et les rabattements autour des charnières respectives AB, BG des 
pentagones de l'espace qui touchent le premier suivant leurs charnières correspondantes; tout se 
réduirait alors à relever les deux pentagones supposés rabattus en ABCDE ; c'est là un problème 
que l'on a résolu dans le premier cas de Tanglé trièdre, dont le tracé peut encore être simplifié 
si l'on observe que le trièdre est équifacial et que, par suite de la symétrie qui en résulte, le 
point G relevé autour de AB devra se projeter sur la droite de jonction du point B au centre » du 
pentagone ABCDE, ce point sera donc à la rencontre h de celte droite et de la perpendiculaire 
à la charnière menée par G. Pour trouver commodément les cotes des sommets relevés, adoptons un 
plan vertical perpendiculaire à la charnière AB dont la ligne de terre Xit/i est également perpen- 
diculaire à cette ligne. 

Lorsqu'on relève le pentagone ABCDE autour de AB, la projection verticale c'i du point C se 
meut sur un cercle de centre a décrit sur le plan vertical et vient s'arrêter à la rencontre h\ de ce 
cercle et de la ligne de rappel du point h\ on en déduit la trace verticale oJi\ du plan de la face 
pentagonale relevée et la projection verticale ^'1 du point DycFi également relevé; la' ligne de rappel 
conduite par g\ détermine sur la perpendiculaire Dc# à la charnière AB la projection horizontale g 
du sommet cherché. Actuellement, on connaît les projections horizontales ^, h de deux sommets 
de l'un des pentagones de Tespace^ ainsi que les cotes hth'iyg%g\ de ces points, il est donc facile, 
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à l'aide de la symétrie de la figure d'achever sa construotion et celle du polyèdre^ comme on le voit 
sur notre épure. 

Indiquons, en vue d'une application ultérieure, que la droite Ch doit passer par suite de l'égalité 
des droites DG, wv, par le point v. 

Le développement 'du dodécaèdre (fig, 249, pi. XIX), s'obtient sans difficulté. 

307. Problème VII. — Construire les rectilignes des dièdres des cinq polyèdres réguliers. — Ce pro- 
blème se réduit facilement à celui de construire Tun des dièdres d'un trièdre dont les faces sont 
connues (§ 229). 

308. Problème VIII. — Achever le tracé des projections d'une pyramide connaissant la projection 
horizontale, de la base^ les projections verticales de trois sommets de cette base^ la projection horizontale du 

' pied de la hauteur et la longueur de cette hauteur. — On peut prendre un nouveau plan vertical de 
projection perpendiculaire à celui de la base, qui servira à mettre en place la hauteur et en même 
temps à trouver les cotes des sommets de la base dont on ne connaît qu'une projection, 

309. Problème IX.— Réduire à l'horizon t angle d'une droite horizontale et d'une droite quelconque. — 
Conformément à la solution générale (§ 233), plaçons le sommet s, s' sur le plan vertical (fig. 250^ 
pi. XX) ainsi que le côté horizontal de l'angle sd, s'd' ; puis, rabattons successivement le second 
côté de cet angle autour des deux charnières sd\ss*\ on mène pour cela deux droites par s^ respec- 
tivement inclinées sur les charnières des deux autres angles donnés A^ a. L'une de ces droites fait 
sa trace horizontale en h^ dont on trouve, en prenant s'h' =shu le point correspondant h' sur la 
seconde. En relevant les droites s'h\ s!hi 'pour reconstituer dans l'espace le second côté de Tangle, 
on obtient au croisement h de l'arc de cercle décrit par hi sur le plan horizontal et du plan de profil 
dans lequel h' se meut, la trace horizontale du second côté de Tangle; dès lors en tirant la droite sh, 
on a l'angle hsd qu'il s'agissait de construire. 

310. Problème X- — Conduire par un point pris sur Vuue des arêtes latérales d'un tétraèdre, un plan 
qui déte)*mine sur la surface latérale de ce polyèdre, une section triangulaire de périmètre minimum. 

Supposez que l'on ait rendu la face latérale a's'b', AsB [fig. 251, pi. XX), qui ne contient pas le 
point donné m, m', parallèle au plan vertical; rabattez alors, pour développer le trièdre S sur le plan 
de cette face, le point wi, m' successivement autour des charnières («'*', sB), («'a', 5A). Pour le 
premier rabattement employez la construction habituelle (§ 128), et vous trouverez Ms au moyen du 
triangle rectangle Mi mV; le second rabattement est donné en observant que la distance des points 
Siy M se rabat en vraie grandeur autour des deux charnières^ par suite, que ce rabattement devra 
se trouver sur un arc de cercle décrit du point s' comme centre avec s'M^ pour rayon ; comme il doit 
également appartenir à la perpendiculaire abaissée du point m' sur la projection de la charnière s'a'^ 
(L sera au point d'intersection Ma de ces lignes. En joignant alors Ma, M3 par une droite, vous aurez 
leuiéveloppement de la ligne minimum. 

En remettant en place les faces rabattues, les points (n'^n)^ (p', p) ne bougeront pas, Mf, Ma se 
rejoindront en m', m, vous en déduirez les projections des sommets (n, n'), (/>, p'), (m, m') du triangle 
cherché, et enfin, en joignant ces points deux à deux, par des droites, vous obtiendrez les deux 
projections m'n'p'^ mnp du triangle qu'il fallait construire. 

311. Problème XL — Construire une sphère tangente aux arêtes d*un trièdre et au plan horizontal de 
projection. 

Solution générale. — Construisons une sphère quelconque tangente aux arêtes du trièdre; 
puis, en plaçant le centre d'homothétie au sommet de ce trièdre; nous pourrons facilement 
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déterminer une nouvelle sphère toujours tangente aux arêtes du trièdre et qui touchera en outre 
le plan horizontal de projection. Le problème de la construction de la sphère simplement tangente 
aux trois arêtes du trièdre, se résout en plaçant sur les arêtes trois points équidistants du sommet; 
puis, en construisant, dans le plan de chaque face, le centre des circonférences qui touchent les 
arêtes aux points choisis, et en prenant le point de croisement des perpendiculaires menées par les 
centres de ces cercles aux plans des faces correspondantes, qui est précisément le centre de 
la sphère cherchée. La distance de ce point à Tune quelconque des arêtes est égale au rayon de 
la sphère. 

Exécution du tracé. — Pour déterminer le trièdre, soient données : la projection horizontale $ 
{fig. 252, pi. XX) du sommet, la cote 7 de ce point et les tracés horizontales 61, Oi, O3 des arêtes. 

Dans le but de construire les centres des circonférences tangentes aux arêtes, rabattons les 
faces SOiGa, S6|0s sur le plan horizontal; pour faciliter la construction de ces rabattements, adoptons 
un plan vertical perpendiculaire à la droite diOa, la ligne de terre Xi^i correspondante est aussi 
perpendiculaire à cette droite et peut passer par s comme dans notre épure, alors le sommet du 
trièdre se projette verticalement au point S'i, à la cote y, et la trace verticale de la face SOiOt 
s'obtient en tirant aS\. 

Gela fait, le point S rabattu autour de 61^3 vient en St sur un arc de cercle décrit de a comme 
centre avec aS\ pour rayon, et sur la ligne de terre Xijfi. 

Le rabattement, autour de GiO^, du même sommet se trouve en S3 sur la droite qui joint $ au 
centre d'affinité et sur un arc de cercle décrit de Oi comme centre avec OiSi pour rayon. Actuel- 
lement tirons S9O1, S2G3, 8361, SsOf, portons sur ces droites quatre longueurs SiAi, S^Bi, S3AS, S9D1 
quelconques mais égales entre elles et construisons les centres û|, ùt des cercles qui toucheraient 
les arêtes rabattues aux points Ai, Bi, A%, Dj. Ces centres sont les rabattements des projections du 
centre de la sphère cherchée sur le plan des faces SQfis, SOiGf. 

Il faut maintenant relever les faces en entraînant leurs perpendiculaires; le point ai se projette 
verticalement en w'tt et se relève en ««'3 sur la trace verticale aS'i du plan de la face SO1O3, la perpen- 
diculaire menée par le centre au plan de cette dernière face a pour projection verticale la perpen- 
diculaire w'^g' à la trace aS'i menée par w'3, et la projection horizontale de cette perpendiculaire se 
confond précisément avec la trace horizontale Q du plan perpendiculaire à la charnière M3 dans 
lequel se meut le centre du cercle correspondant. 

Nous connaissons ainsi un lieu Q de la projection horfzontale du centre de la sphère, un second 
lieu P de ce point est donné pareillement par la perpendiculaire menée de Oi à la seconde char- 
nière OiOf, la projection horizontale du centre est donc au croisement ç de ces deux lieux, la 
projection verticale se construit alors aisément en prenant la rencontre c'i de la ligne de rappel issue 
du point c avec u'zg'* 

Quant au rayon de la sphère, observons qu'il est égal à l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant 
pour l'un des côtés de Tangle droit la distance c'iM'3 du centre de la sphère au plan de la face SG|9a 
et pour l'autre côté celle aiÂi du point Oi à l'une des arêtes de la face rabattue en GiSsds; construisons 
cette hypoténuse en prenant c*'3«'i= aiAi et en tirant la droite c'ie'i qui n'est rien autre chose que 
le rayon delà sphère dont le centre se projette en e,c'i. 

Passons à la construction de la sphère qui répond aux conditions du problème; pour cet effet 

décrivons un demi«cercle de centre c\ et de rayon égal à celui c'ie'i de la première sphère, les 

« 

points /'i, f't qu'il détermine sur la verticale de son centre combinés avec é] donnent, ^d'abord 
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en e, f\ les projections du point le plus bas de la sphère auxiliaire; en c, /'^ celles du point 
le plus haut de cette même sphère. Toute sphère homothétique à celle de centre c, &i est 
tangente aux arêtes du trièdre et touche deux plans horizontaux passant par les points homo- 
thétiques à (fu c), (/"'a, c), il suffit donc de transporter homothétiquement ces derniers sur le plan 
horizontal de projection pour obtenir les points de contact avec ce plan des deux sphères qui 
répondent aux conditions du problème. Ces points de contact sont les traces yi, ?a des droites de 
jonctions, des points (/"i, c) (/'a, c) au centre de similitude S'i, s. 

Les points de contact <piî f% sont en outre les projections horizontales des centres cherchés et 
comme les centres de deux flgures homothétiques sont sur une droite passant par le centre de simi- 
litude, on aura, sur S'ic\ les projections verticales ^'i, f'^ des centres demandés. Quand aux rayons 
ils sont immédiatement donnés par les cotes f'i>{;'i, f'^'i des deux centres. 

Le lecteur pourra compléter la question en construisant les centres des sphères tangentes au plan 
horizontal et au prolongement d'une ou de plusieurs arêtes du trièdre. 

On aurait pu résoudre directement le présent problème eh considérant le centre de la sphère 
comme placé: i"* sur le lieu des points équidistants des arêtes, lieu qui s* obtient par la rencontre 
des plans perpendiculaires à deux des faces, et. passant par leurs bissectrices; 2^ sur le lieu des points 
équidistants du plan horizontal et de Tune des arêtes latérales. Le premier lieu est une droite. £n 
ce qui concerne le second, observons qu'en se bornant à construire ceux de ses points qui se 
trouvent dans le plan conduit par l'arête considérée et par la droite du premier, on trouve un 
système de deux droites passant par la trace horizontale de l'arête considérée et que l'on construit 
aisément. L'exécution de ce tracé pourra fournir au lecteur un exercice utile. 

312. Problème XIL — Par un point donné ^conduire une sphère tangente aux trois faces d'un trièdre 
donné {h résoudre). 

313. Eroblème XIIL — On donne dans V espace deux droites^ qui se coupent et deux points ; conduire 
par ces deux points une sphère tangente aux deux droites (à résoudre). 

314. Problème XIV. — Onnionne trois points et une droite; conduire une sphère tangente à la droite, 

■ 

par les trois points donnés (à résoudre). 

315. Problème XV. — Conduire par un point un plan tel, que sa section sur les faces latérales (Fun 
prisme donné soit un polygorœ inscriptibie au cercle. 

En supposant que le problème soit résolu, considérons le polygone de section et la circonférence 
qui lui serait circonscrite, imaginons en outre, une section du prisme faite par un plan perpen- 
diculaire à ses arêtes latérales; cette dernière n'est autre chose que la projection de la première 
sur le plan de section droite, et, sur te dernier plan, la circonférence considérée se projetterait 
suivant une ellipse que nous allons d'abord déterminer. Cette courbe est uniquement assujettie 
à passer par les sommets du polygone de section droite, il s'ensuit que le problème sera impossible 
pour tout prisme ayant plus de cinq faces, car on ne peut faire passer une courbe de second degré par 
plus de cinq points et qu'il sera généralement possible pour tout prisme d'un nombre de faces égal 
à cinq ou moindre que cinq. Dans le cas du prisme^^pentagonal, pour que le problème soit possible, 
il faut en outre que la conique passant par les cinq sommets de la section droite soit une ellipse. Si 
cette dernière condition est remplieon achèvera de résoudre le problème en construisant les axes 
2a, 2é de Tellipse; puis en conduisant par le grand axe deux plans symétriques par rapport à celui 

de la section droite, et s'inclinant sur ce même plan d'un angle dont le cosinus vaut ^; il suffira alors 
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de conduire par le point donné des pKins parallèles à ces derniers. On voit que le problème admet, 
dans ces cas deux solutions. 

Lorsque le prisme à moins de cinq faces le problème est indéterminé, il est alors possible d'as- 
sujettir le polygone de section aune nouvelle condition; ainsi^ par exemple, on peut demander de 
faire en sorte y que la section d'un parallélipipède par un plan issu d'un point donné soit un carré. Les deux 
diagonales du carré sont ortliogonales elles doivent donc se projettera sur le plan' de la section 
droilc, suivant deux diamètres conjugués de Tellipse (§ 136) et comme ces deux projections sont 
connues, puisqu'elles ne sont autre chose que les diagonales du parallélogramme de section droite, 
tout se réduit alors à la construction des axes d'une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués; 
problème que le lecteur sait résoudre. 

316. Problème XTI. — Construire les projections d'un parallélipipède ayant trois de ses^irétes sur 
trois droites données dans Vespace» 

On conduit simplement par chaque droite donnée des plans respectivement parallèles aux 
deux autres. 

317. Problème XVII. — Construire les projections d'un parallélipipède rectangle^ connaissant la 
projection verticale o' de son centre, les deux projections rf, d' de tune de ses arêtes prolongée, celles d'un 
point a, û' (Tune seconde arête également prolongée et enfin la projection horizontale à de cette dernière^ 
(fig. 253, pi. XXI). 

L'arcle projetée en ^ doit passer par a, a' et doit ôlre également perpendiculaire à la droite d^ d; 
il faut, en d'autres termes, qu'elle soit dans le plan vertical conduit par ^, et dans un plan perpcn^ 
diculaire à d, d' passant par a, a'; le problème de la détermination de celte ligne se réduit donc 
à celui de l'intersection de ces deux plans. Le plan perpendiculaire est déterminé 1« par une hori- 
zontale issue de a, a' dont la projection verticale a'b' est parallèle à la ligne de terre et dont Ja 
seconde projection ai s'obtient en conduisant de a une perpendiculaire sur la droite e/, et â"* par une 
ligne de front ae, aV que l^n construit pareillement. Nous chercherons le point de l'intersection 
dont la projection horizontale se fait à la rencontre e de j et de t/, oli, en d'autres termes et plus 
simplement, la projection verticale du point appartenant au plan perpendiculaire et qui se projette 
horizontalement en e; pour résoudre cette dernière question, nous recourrons à la droite du plan 
perpendiculaire qui se projette horizontalement sur (/, et dont la projection verticale se construit 
en relevant g en y', /en/"' et en tirant f'g'; celte droite f'g* doit évidemment contenir la pro- 
jection verticale cherchée, par suite, sa rencontre avec la ligne de rappel menée par e fournit 
cette projection verticale e'. La droite qui va du point a' au point e', n'est autre que la droite 
demandée V. 

Une fois cette arôte i,V déterminée, on doit passer à la construction de la commune perpendiculaire 
aux droites (d,d%{ii,i') qui donnera une troisième arôte du parallélipipède. Pour l'obtenir, observons 
que les droites {d^ d')^ {i^V) sont perpendiculaires en direction, ce qui donne lieu à une réduction 
dans le tracé, réduction qui sera plus complète si Ton observe encore que le plan perpendiculaire 
à dy d' conduit par ^, V est ici d'un emploi très avantageux, attendu que ce plan, déjà déterminé, 
donne par sa rencontre avec d, d' l'un des pieds de la commune perpendiculaire ; cherchons donc 
l'intersection du plan perpendiculaire déterminé par (ai. a'b'), {ac, a'c') et de la droite d, d'. En 
employant le plan vertical projetant de cette dernière comme plan auxiliaire, on retrouve pour la 
rencontre des plans la droite déjà traccîe gf, g'f'^ laquelle donne la projection verticale t' du pied 
de la plus courte distance sur d, d', par une ligne de rappel on trouve i. Reste à construire la direction 
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• de laeommune perpendiculaire; elle se projette suivant des perpendiculaires aux traces d'un plan 
conduit par è, if parallèlement à d, d'. 

Traçons donc la parallèle di, d'i à d^ d' menée par a, a', laquelle détermine avec i, V la direction de 
ce plan ; pour trouver sa perpendiculaire passant par t\ t', nous allons simplement, sans marquer 
aucune trace/prendre les projections d'une ligne de front kj\ Vf de ce plan, et mener par t' une 
perpendiculaire à Vf que nous limiterons en /' sur ^'; la droite airisi trouvée fV n*est autre que 
la projection verticale de la commune perpendiculaire, on en déduit la projection horizontale il de 
cette ligne. 

En ce qui concerne la projection o' du centre, nous Observerons qu'elle est aussi le centre de la 
projection, car le rapport des segments d'une même droite est projectif; faisant intervenir cette 
propriété du centre o' dans le problème, nous obtiendrons les projections de deux autres sommets 
du polyèdre, en prenant simplement les symétriques %\y l*i des points t*^ /' par rapport au 
centre o' de la projection. 

Rien n'est alors plus facile que d'achever la construction de la projection verticale du solide et 
d'en déduire sa projection horizontale. 

318. Problème ZTIII. — Étant données la Umgueur du cité d^un cube^ ain$i que les projections de 
trois points placés sur twis arêtes contiguës de ce solide, on demande : i"* les projections du cube^ 2^ de 
couper le cube par un plan suivant un hexagone régulier , et de fournir les projections et la vraie grandeur 
de cette section. 

i* La recherche du sommet du trièdre dont les arêtes passent par les points donnés n'est autre 
que le problème déjà résolu au paragraphe 165, problème qui permet de construire les arêtes d'un 
trièdre trirectangle connaissant la section de cet angle 'solide par un plan. Après ce tracé la 
détermination des projections du cube se fait très aisément. 

2* Le plan sécant cherché est celui qui passe par le milieu de trois arêtes non parallèles et non 
contiguës, comme on peut le voir par une démonstration géométrique des plus simple. 

319. Problème XIX. — Construire les projections d^un tétraèdre; connaissant un point de chacune des 
arêtes de ce polyèdre. 

Soient A, B, C,D,E, F (fig. e/io) les six points donnés; groupons-les trois à trois, afin de déterminer 
le plan des faces; soit l'un des groupements ACB, ADF, BEFyCDE; pour construire le tétraèdre 
correspondant menons les droites qui joignent deux à deux, les points extérieurs à Tun des plans; 
en prenant par exemple les points D, E, F extérieurs au plan ABC, on trouve les droites DF, FE, 
BE, qui coupent le plan AGB aux points a, j9, Y) tirant les droites Aa, BjB, Cf, on a les arêtes 
contenues dans ce plan. Quant aux arêtes extérieures au même plan, on les obtient en joignant les 
sommets i, c, y de la face située dans le plan ABC aux points extérieurs D, E, F correspondants. 

Cherchons maintenant le nombre de solutions du problème ; pour former la première face ABC 

nous avons pris trois points^ on pourra donc obtenir cette face autant de fois qu'il y a de combi- 

s 6 5 4 
naisons de six points trois à trois : nombre qui est donné par la formule C ==: 7^77 = 20. La pre- 

^■_^_ • 1.2.0 

mière face étant choisie, on peut former les autres par des plans conduits suivant deux des points 
extérieurs à cette face, associés à un point de la face, ce qui donne un nombre de solides égaT 
à celui des combinaisons des trois points extérieurs à la face choisie, pris deux à deux, soit 

G = ^ = 3. On forme ainsi 20 x 3 = 60 tétraèdres. Cherchons combien de fois l'un quelconque 

1 1.2 
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iftk des tétraèdres se trouve compté par le procédé qui vient d'être employé ; en prenant pour 
déterminer la première face les points A, G, B on le compte une fois, puis une ,fois encore en 
partant des points G, D, E placés sur la seconde face, etc. , il est donc compté autant de fois 




T -^■---^. 
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qu'il a de faces^ c'est à-dire quatre fois. En divisant 60 par 4, on trouve enfin que le problème 
offre 15 solutions. 

320. Problème XX. — Construire les projections du triacontaèdre à faces quadrangulaires. — Ge 
polyèdre semi-régulier, du second genre (^), que Ton rencontre dans l'étude de la cristallographie, 
est obtenu en construisant sur les faces du dodécaèdre régulier, douze pyramides pentagonales 
régulières, égales entre elles, et teljes, que deux* triangles qui se touchent suivant une arête du 
dodécaèdre^ soient dans un même plan. 

Soient : abcdefghijklmnopqrst, a^b^dd'e'f'g'h'i'j'k'Um'n'&p'q'r's'V les deux projections du dodécaèdre 
régulier donné [jfig. 354, pi. XXI), proposons-nous de construire le triacontaèdre correspondant. 

Construction de la projection HORizoNTius du TRiACONTÂiDRB. -» Pour obtenir cette projection 
construisez tout d'abord celle de la pyramide relative à la face horizontale supérieure fghij, f'g'h'i'f en 
joignant simplement le centre » du pentagone fghij aux sommets de ce polygone. Ensuite, afin de trouver 
la projection, toujours sur le plan horizontal, de la pyramide relative à la face ghqpo du dodécaèdre, 
observez que les deux triangles qui forment la face du nouveau polyèdre donnée par l'arête gh du 
dodécaèdre constituent un losange dans l'espace, dont vous aurez la projection en conduisant des 
parallèles aux droites ««y, »A, par les points A, g) mais, d'après une remarque faite à la fin du para- 
graphe 306 celle de ces parallèles qui passe par h passe aussi par le point p; donc l'autre parallèle 



(0 < J'appelle polyèdre semi-régulier y soit celui dont les faces sont des polygones réguliers et dont les angles 

> polyèdres sont égaux (ou symétriques), soit celui dont les faces sont égales et dont les angles polyèdres sont 

> réguliers. Dans tout polyèdre semi -régulier, du premier genre, les faces de même espèce sont égales et dans 

> tout polyèdre semi-régulier, du second genre, les angles polyèdres de même espèce sont égaux. > Catelan, 
Théorèmes et problèmes de géométrie élémentaire y 5« édition, p. 403. 
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passera, par suite de la symétrie de la figure, par le même point p; il résulte de là que le point p 
est la projection horizontale du sommet de la pyramide relative à la face considérée. De même q est 
la projection fiorizontale du sommet relatif à la face contiguê, etc. 

Ces propriétés établies, rien n'est plus ficile que d'achever la projection horizontale, attendu que 
Ton connaît les projections des sommets de toutes les pyramides; on trouvera en joignant ces 
sommets à ceux des bases correspondantes les projections des trente faces w^/>^, phrç^ qrsb^ etc., du 
nouveau polyèdre. 

Phojectîon verticale du triacontaèdrb. — Construisez simultanément les deux losanges qui 
touchent le dodécaèdre suivant les arêtes projetées en f'g\ g'o'; l'examen de la projection 
horizontale gtùfn du premier de ces losanges montre que deux de ses arêtes sont dans des plans de 
profil ; par suite, les verticales menées par les points g\ f donnent les directions des projections 
de ces arêtes. Pour la face contiguê, g'& est une diagonale de profil, et la perpendiculaire à cette 
ligne menée par-son milieu u' vous fournira la seconde diagonale, qui déterminera la projection 
verticale v' de l'un des sommets communs aux deux faces conliguês considérées. 

Vous achèverez facilement, après ces explications, en suivant les indications données par la figure, 
la projection verticale du polyèdre. 

321. Problème XXI. — Etant donné un parallélipipède placé d'une manière quekongue par rapport 
aux plans de projection et dont A, B, G repî'ésentent trois arêtes contiguès^ on propose d^amener 
le parallélipipède par trois rotations successives ^ la première autour d'un axe vertical, la deuxième 
autour (fun axe perpendiculaire au plan vertical^ la troisième autour d'un axe vertical^ dans une position 
telle, que les arêtes A et B soient parallèles au plan horizontal et Vautre C parallèle au plan vertical 
(à résoudre). 

322. Problème XXII. — On donne la projection horizontale d'un parallélipipède rectangle et la pro^ 
jection verticale d'un sommet; construire la projection verticale du parallélipipède (à résoudre). 

323. Problème XXIII. — Couper un cube par un plan suivant un hexagone équiangle dont deux 
côtés consécutifs soient dans le rapport de un à deux (à résoudre). 

324. Problème XXIT. — Connaissant les projections de l'une des faces d'un tétraèdre équifacial, 
construire: 1* celles du tétraèdre, 2" les sphères tangentes aux quatre faces de ce polyèdre. — On nomme 
tétraèdre équifacial un tétraèdre dont toutes les faces sont égales. 

Pour la simplicité de Tépure, plaçons la face donnée ABC {fig. 255, pi. XXI) sur le plan horizontal 
de projection et désignons par S le sommet inconnu. Le triangle de l'espace SAB doit être égal 
à ABC et le côté SB doit différer de AB, ainsi que de BG, sans quoi le triangle ABS ou celui ABC 
serait isocèle ce qui est impossible, attendu que le triangle ABC nous est donné quelconque; il faut 
donc que SB soit égal à AC, on voit par là que, dam tout tétraèdre équifacial^ les arêtes opposées sont 
/^d/es ; il faut en conclure que l'angle SB A, opposé à SA, égale l'angle CAB, opposé à CB; d'où 
il résulte que le rabattement sur le plan horizontal de SB se fait suivant la parallèle à la droite AC, 
menée par B; pour le même motif le rabattement, toujours sur le plan horizontal, de SB, autour 
de-BC, se place sur le prolongement de la parallèle au côté AC. En portant sur cette parallèle 
BSi=BS2r= AC on trouve les deux rabattements Si, S2 du point S dédoublé. En relevant ces points, 
on construit la projection horizontale s du quatrième sommet. Quant à la cote de ce sommet elle 
fait partie du triangle rectangle SsB, dont on connaît un côté de Tangle droit sB et l'hypoténuse 
BSs dans sa véritable grandeur; le tracé ordinaire du rabattement de ce triangle donne la hauteur 
s S3 de la pyramide. On achève alors facilement de construire les deux projections de ce polyèdre. 



DES POLYÈDRES 129 

Afin de simplifier la construction des sphères tangentes aux faces |du tétraèdre, reprenons les for- 
mules données au paragraphe 300 : 

r=— _?L_ _ 3V _ 3V . 

_ 3V _ 3V 

qui déterminent les rayons de la sphère inscrite et ceux des sphères ex-inscrites; quant aux sphères 
tangentes aux combles, nous savons qu'elles n'existent plus dans le cas d'un tétraèdre équi- 
facial. Pour le problème qui nous occupe les formules vont se simplifier; effectivement^ appelons A 

la hauteur de la pyramide, nous aurons a = A = c = {f, V= ^, d'où, en reihplaçant dans les 

o 

premières formules, on déduit : 

ah ah 

ou> après réduction, 

h h 

Retournons au tracé des sphères. En ce qui concerne la sphère inscrite, la première formule 
indique qu'elle a son centre à la rencontre de quatre plans parallèles aux faces et divisant les 

hauteurs respectives en deux segments dont le rapport est ^; le point de concours de ces plans 

o 

n'est autre que le, centre de gravité du tétraèdre> et ce centre se trouve lui-même au milieu de la 
droite de jonction des milieux de deux arêtes opposées du tétraèdre; d'où résulte le tracé du centre 
de la sphère inscrite qui suit. 

Tirons la droite mims de jonction des milieux des droites AB, «C, divisons-la en deux parties égales 
par le point o ; pour relever ce points menons la ligne de rappel passant par o et portons sur cette 

ligne à partir et au-dessus de la ligne de terre Ojo' sss -r-; o', o sont les projections du centre de la 

sphère et la cote 0|(/ de ce point en est le rayon en véritable grandeur. 

Pour démontrer que le centre de la sphère inscrite est au centre de gravité du tétraèdre, nous 
eussions pu simplement observer que ce centre de gravité est placé à la même distance des faces ; 

A 

car cette distance est égale au 7 de la hauteur du tétraèdre, hauteur qui conserve sa longueur 

quand on change de face. 

En ce qui concerne les sphères ex-inscrites observons que, d'une part, leurs rayons sont égaux au 
double de celui de la sphère inscrite^ que, d'autre part, ces rayons sont aussi égaux aux cotes respec- 
tives des centres et qu'enfin les droites de jonction du centre de la sphère inscrite aux sommets de la 
pyramide doivent chacune contenir un centre des sphères cherchées (§ 300). Après ces observations 
la construction des sphères restées inconnues ne saurait offrir de difficulté ; pour la faire on tire les 
droites (w, «V), {ko, a'o')^ (Bo, 6V), (Co, cV) ; puis on prend o#i = Ao, omj =oB, 0^3 = oG, oui = oS 
et l'on relève par des lignes de rappel «»i, «*t> «si »4 en m'i, i*'t, «3, c*^, les couples de points (i»i, w'i), 
(«4» «'fl)) («>»3> Ma)» (w4, m'a) sont les centres des quatre sphères cherchées. 

Après le tracé de l'épure une vérification essentielle à^observer est que les quatre cotes des centres 
des sphères ex-inscrites doivent être égales, et* cette longueur unique des cotes donne la commune 
grandeur du rayon des quatre sphères ex-inscrites. 

L'épure est encore soumise à cette vérification que les points «39 «i doivent être respectivement 

GÉOMiT. DESCRII*TITE. I. — • 17* 
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placés sur aSi, sSf. EifectiTement, pour «13, par exemple, du parallélisme et de l'égalité des droites 
GÂ, BS| on déduit, en imaginant la droite qui unirait les points G, Si, que cette droite passerait 
par le point mi et qu'elle y serait divisée en deux parties égales ; il en résulte que la droite ntiint 
est parallèle à S^s et qu'elle est en outre équidistante de cette droite et du point G. On voit par 
là qu'en plaçant «#3 à la rencontre des droites Go, sSi on aura bien Go =!0»3; ce qui justifie la véri- 
fication signalée. D'après ce qui vient d'être dit, la droite omi est parallèle à 3S1, elle est donc per- 
pendiculaire sur le milieu de AB, en conséquence est le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC et les points G, «ii, B, us, A, ^ doivent appartenir au même cercle; ces propriétés peuvent servir 
à vérifier ou à simplifier le tracé. 

325. Problème XXV. — Connaissant les projections de la base et la vraie grandeur de la hauteur €Pun 
tétraèdre à arêtes opposées orthogonales^ déterminer : 1« les projections du tétraèdre^ 2« les plus courtes 
distances des arêtes opposées, 3* la sphère qui passe par les milieux des arêtes opposées et par les pieds de 
leur plus courte distance. — Appuyer les constructions sur les propriétés du tétraèdre à arêtes 
orthogonales, qui suivent : 

I. Les quatre hauteurs se coupent en un seul point. 

II. Les plus courtes distances des arêtes opposées se coupent au même point que les hauteurs du tétraèdre. 

III. Les milieux de six arêtes et les pieds des plus courtes distances des arêtes opposées sont à une même 
sphère dont le centre se confond avec le centre de gravité du tétraèdre. 

326. Problème XXVI. — Étant données les projections d'un tétraèdre dont la basé est placée dans un 
plan horizontal, on propose de déterminer : !• les projections d'une droite passant par le sommet de là 



pyramide et également inclinée sur ses facef latérales; ^^unpoint de cette droite tel, que de ce point on puisse 
voir Vaire latérale de la pyramide en véritable grandeur sur le plan horizontal de projection. — Soient ABC 
la base horizontale du tétraèdre (fig. Ci) et S son sommet. La droite qui va du sommet S au centre 
de la sphère inscrite dans la pyramide répond évidemment aux conditions imposées par la première 
partie de l'énoncé. 

Passons à la seconde partie. Soient S la trace de SO sur le plan de base et Y le point de vue in* 
connu, tirons les droites lA, i:B^ iC, nous formons ainsi trois triangles lAB, sBG, xAGqui sont vus 
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du poiat V suivait les mômes iciaagles que les faces latérales eorrespondaoUs. Dès lors qu« ces 

iriaugles^ sont ¥us eoiume les ùice& latérales, prenons leurs perspectives Jkl^^r ZiBtCir SfAiGi, (§ 6) 

et cherchons à leur donner des aires respectivement égales à celles des laces latérales ; pour y parve* 

nir comparons les pyramides de sommets S et de bases ZABy £BGy 2ACy elles ont mime hauteor et 

sont entre elles, comme lear$ bases. Ces mêmes pyramides ayant aussi pour sommet commim le 

point £ sont encote dans le rapport des nouvelles bases SAB, SBCy SAC, Par suite, les aires des 

triangles de la base dent on sommet commun est en s, sont proportionnelles à celles des taees 

latérales, et comme elles sont aussi proportionnelles à celles de leurs perspectives^ il suffit done de 

placer reail V du spectateur aui Ss. en faisaai en sotte que 

,., 2AC ^ EAC 

W 

et, comme on a d'autre part : 



me 



ASC' 



V2 



2 



on peut remplacer la relation (1) par la suivante : 



yr 



ÏAC 



« 



y^- ASC • 

Mais les aires des triangles SAC, ASC sont dans le rapport de leurs hauteurs puisque la base AG 
est commtme à ces deux triangles, on voit donc que [a question se réduit & un problème de géo^ 
métrie facile k résoudre. 

327. Problème XXVII. — Cormaissant les projections d*un tétraèdre, dont la base est sur le plan 
horizontal de projection, on propose de cons(f*uire : les plus courtes distances des arêtes opposées prises deux 
à deux, celles des hauteurs du tétraèdre également prises deux à deux, et encore celles des perpendiculaires 
communes trouvées en dernier lieu, toujours prises deiLX à deux (à résoudre) . 

328. Problème XXTIII. — Construire le développement du tétrahexaèdre. — Pour former le tétra- 




Pio. et. *^ 

hexaèdre on drrise en trois parties égales ehaque arête du tétraèdre régulier et on en détache 
des pyramides en faisant passer un plan sécant par les trois points de division les plus voisins 
de chaque sommet. La figure «t, sur laquelle les mêmes lettres affectées d'indices différents 
désignent les points que l'on doit|réunir pour reconstituer le solide, indique su£Ssamment la forme 
du développement. 
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329. Problème XXIX. — Sur le plan hoîHzontal de projection^ on donne : Vrune ABGD des bases d*un 
tronc de pyramide quadrangulaire ; 2* un point p de la trace du plan de Poutre base ; et on demande de 
faire en sorte que la projection horizontale de celle-ci soit un rectangle^ puis d'achever la construction de 
la projection horizontale du tronc de pyramide (fig, 256, pi. XXI). 

La projection horizontale de la base extérieure au plan horizontal doit être homologique de celle 
qui s'y trouve, pour qu'elle soit un parallélogramme, il faut alors que la troisième diagonale rt du 
quadrilatère donné représente la droite limite de Tune des figures (§ 263, troisième solution) ; 
comme, d'autre part, on connaît un point p de Taxe d'homologie, on aura cet axe par la parallèle />9 
à rt menée de p. D'après le paragraphe précité les droites de jonction de la projection horizontale 
du sommet de la pyramide dont le tronc fait partie, aux points r, ^ doivent donner les directions de 
deux côtés consécutifs de la projection du parallélogramme; il s'ensuit qu'en plaçant la projection de 
ce sommet en un quelconque s des points de la circonférence décrite sur r^ comme diamètre, le 
parallélogramme sera un rectangle. La construction de la figure s'achève alors comme au paragraphe 
mentionné plus haut. 

330. Problème XXX. — Étant données la base et la hauteur d'une pyramide quadrangulaire telle y que 
les parallélogrammes tracés sur sa surface latérale se projettent iur le plan de base suivant les carrés, 
construire les projections du sommet de la pyramide. — Plaçons le quadrilatère de base ABGD, a'Vdd' 
(fig. 257, pi. XXI) sur le plan horizontal de projection et complétons-le en v, n. Cela fait, cherchons 
la projection horizontale de l'un des parallélogrammes placés sur la surface latérale du polyèdre à 
construire, de celui dont un sommet est en D, par exemple. Celte projection doit être un carré 
homologique à la base, comme on l'a vu au paragraphe 263; d'après ce môme paragraphe la 
droite nv est la droite limite de l'une des figures, d'autre part D est à lui-même son homologue, 
puisqu'il doit appartenir aux deux figures , il s'ensuit que la parallèle Xik vn menée par D est l'axe 
d'homologie. 

Les points />, q qui se trouvent sur Taxe d'homologie et sur deux côtés consécutifs du polygone 
de base, sont à eux-mêmes leurs homologues, ou, en d'autres termes, ils appartiennent à deux côtés 
consécutifs du carré; on en déduit que le sommet de ce carré opposé à D doit appartenir à la circon- 
férence décrite sur pq comme diamètre. 

D'autre part, la diagonale du carré qui passe par D doit bissecter l'angle des côtés issus de l'autre 
extrémité de cette diagonale^ il en résulte que cette ligne passera par le milieu m de la demi-ci rcon- 
rércncc pmq ; elle est donc sur le prolongement de la droite qui va du point D au point m. 

Par la rencontre des deux lieux du sommet opposé à D, on trouve ce sommet en ]3 et les côtés pp, q^ 
s'ensuivent; alors les parallèles à ces côtés menées par D forment avec eux le carré demandé DajSy. 

L'épure est soumise à cette vérification que les droites Aa, Bp, Cy, doivent passer par un même 
points qui est le centre d'homologie ou la projection du sommet de la pyramide. Il faut encore que 
les droites sti, sv déterminent en leur croisement avec a|3, |3y des points homologues à n^ t; et comme 
ces derniers sont sur la droite limite, on peut dire que les droites svy sn doivent être respectivement 
parallèles aux côtés py, (3a. 

La connaissance de la hauteur de la pyramide permet de relevers en s' ; on en déduit la projection 
verticale du polyèdre. 

Nous avons représenté le tronc de pyramide compris entre le plan horizontal et celui de la 

seclion Da^y, d'al^'y. 

33d. Problème XXXL — Étant donnés les plans de deux des faces latérales, ainsi que la base d^une 
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pyramide quadrangulatre, faire en sorte que les pa»*alléiogrammes tracés sur sa surface latérale se projet- 
tent suivant des losanges, sur le plan de base, — Plaçons la base ABCD sur le plan horizontal {fig. 258, 
pi. XXI) et, pour déterminer les plans des deux faces latérales donaées, Ûgurons]les projections /*, f\ 
d'un point commun aux faces dont BC^ DC sont les traces horizontales^ il suit de là que la droite fC 
est là projection horizontale de l'une des arêtes latérales. 

£n nous reportant toujours au paragraphe 263, nous voyons que la troisième diagonale vm du qua- 
drilatère complet obtenu en prolongeant lescftlés de la base, n'est autre que la droite limite; comme 
les sections par des plans parallèles sont homothétiques, nous pouvons prendre pour axe d'homologie 
la parallèle x^ à vm menée par A. Supposons alors le problème résolu et considérons le losange 
cherché A^vjS; les côtés yj, y^ devront respectivement passer par les rencontres g, p dexi et des 
côtés CD, CB de la base, d'autre part, la diagonale Ay devra bissecter l'angle qyp ; considérons éga- 
lement la bissectrice extérieure uy de ce môme angle. 

Les deux côtés de l'angle qyp et ses bissectrices 7A, yu forment un faisceau harmonique (§ 258) 
lequel détermine une division qpku également harmonique. D'autre part, les deux diagonales BD, AC 
du quadrilatère complet ADCBom coupent harmoniquement la troisième diagonale vm, donc la divi- 
sion vmnt est aussi harmonique, il est évident alors que le faisceau Cvmnt est encore harmonique, 
conséqueroment ses points de section avec l'axe d'homologie ari sont deux à deux conjugués harmo- 
niques; mais trois points de celte division 9, p, A tombent sur ceux de la première division harmo>« 
nique signalée, les quatrièmes points des deux divisions doivent donc coïncider'; on en déduit que 
le point u se trouve à la rencontre de C^ avec Xi, 

Après ce que nous venons de dire la construction s'achève aisément; il suffit pour cela de décrire 
une demi-circonférence de cercle sur uA comme diamètre et de prendre sa rencontre y avec la droite 
donnée fC, tirant alors les droites qy, py et leurs parallèles passant par A on trouve le losange A^y^; 
les projections horizontales des arêtes latérales de la pyramide s'en déduisent et doivent, si Tépure 
est exactement faite, concourir en un seul point. 

Sur la figure on a représenté le tronc de pyragoiide compris entre la base et le polygone de section; 
puis on a tracé, conformément àla convention établie (§2'}5), des hachures sur les partie coupées visibles. 

332. Appliquer la méthode de transmutation des figures aux trois dernières épures. — Rien n'empêche 
d» supposer dans chacune d'elles, que le quadrilatère provient de la projection d'une section faite 
dans la pyramide^ et d'admettre alors que^cette dernière ait pour base, sur le plan horizontal, la pro- 
jection du second polygone tracé. Dans ces conditions le quadrilatère peut se transformer, par la 
méthode projective, en un parallélogramme^ un rectangle, un carré ou un losange indifféremment^ 
en ayant soin toutefois d'adjoindre à chacune des transformées la droite à l'infini du plan sur lequel 
on exécute le tracé. Ces dernières figures offrent un grand nombre de propriétés projectives, dont 
l'évidence se manifeste par leur seul examen^ on peut alors déduire de chacune d'elles un théorème 
sur le quadrilatère. 

Que l'on prenne, par exemple, la figure formée d'un carré ABCD (fig. Cz) de la droite à l'infini de 
son plan et une divergente menée par le centre; deux des côtés opposés AB, DG du carré déter- 
minent des points de section m, n sur la divergente et la diagonale à l'infini le point etp^, nous savons 
que les points mno»^ sont conjugués harmoniques. 

Cela dit, considérons le carré comme provenant de la transformation du quadrilatère correspon- 
dant, les points m, n, 0, »^ correspondront à ceux mi, ni, o^, wi de la seconde figure^ lesquels 
'Ifîvcont à leur tour donner une division harmonique, on en déduit le théorème qui suit : 
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Deux eôié$ opposée dwt quadrilatère déterminent sur une divergente, menée parle point de concours de 
deux de ses diagcmalesj un segment divisé harmomçuement par ce point de eemeours et par la troisième 
diagonalem 



OJoo 
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Fie. 4. 

Le lecteur pourra démonirer par cette "Roit un grand nombre de propriétés du quadrilatère, d- 
tons-en deux parmi les plus importantes : 

I. Les milieux des diagonales d'un quadrilatère complet sont en ligne droite. 

IT. Toute transversale coupe les quatre côtés et les deux diagonales d^un quadrilatère en six points qui 
sont en involution, 

333. Problème ZXXII. — La basé cTùne pyramide quadrangulaire étant donnée, faire en sorte que Fune 
des sections planes de la pyramide se projette suivant un second quadrilatère donné, sur le plan de base. — 

À 




Ce problème n'est autre que celui de placer hamologiqueniRit dèin quadrilatère» àomoiSj pf#* 
bième longtemps cherché parles anciens, et dont nous devons la scXutioa à M. Ceaslbs^ 

A cause de ta nature géométrique du problème, nous nous* bornerons à indiquer le pviMîpe de sa 
résolution, laissant au lecteur le soin de compléter ces iiaficaftons et de construire Tépan^ 

Soient pris (fig. e^ les deux quadrilatères ABCDEF et abcdef que nous devons placer haascàoph 
quement. 

Cherchons avant tout les droites Ifnrïties' sur cfiacuDe- iew figurer. E» déierMiini tign de bu droile 
limite de Tune des figures se réduit à celle des homorogues de deur points k fisAtù sur l'aotse 
figure; bornons-nous à donner le moyen de consfnrire un de* ces^ dieux points* Kantre s'ohiiend» 
de môme. Menons une parallèle CG à AF et cherchons k détermfner lliomolegae f de .€r : puisque 
le rapport anharmonique est projectif, on a CAD(TF)=(at^/); on commit doBc trois points a^ef, /et la 
valeur du rapport anharmonique des quatre pointisâr^ d, ^, /;- on* peut afors ifRitement construire g^ 



ffe 

Lorsqu^oo anra efieciné cefle coosirociiob, on mènert U dvoîfte fr, û<mi ia l enc on fac avec ab fera 
txmnaUre le point cherché. 

Passons maintenant à la recherche du centre dlioiMlo^ dédoublé. Pérign o iMs parO le cwitre 
dlioaiologie relatif à la figure ABGD et par K, L les pointe respectifs de rencontre des droites 
AB, AD avec la droite limite correspondante, imaginons les droites qui joindraient (0, R) (0, L). 
Lorsqu'on aura constitué la figure cherchée, les droites limites seront parallèles, les points JBL, L 
auront respectivement pour homologues les points à rJafini sur ab^ ad\ les angles OKL, OLS. sont 
donc respectivement égaux i ceux que forment les droites nby ad avec la droite lûniie corres- 
pondaoèe ; ces angles aonl par snite connus et le triangle OKL pourra se construire puisqu'on' con- 
naîtra sa base RL et ses angles à la base ; on en déduira l'une des positions du centre d'homologie 
dédoublé; Tantre s'obtiendra pareillement. 

Dès lors que nous savons construire les deux droites limites et le centre dédoublé, tout revient à 
superposer les centres, et à rendre en môme temps parallèles les droites limites, ce que l'on fait très 
facilement. Un seul point est actnellemeht à traiter, celui de la recherche de Taxe d'homologie. 

Il est manifeste que la rencontre des droites homologues fera connaître immédiatement raxe d'ho- 
mologie; mais, il importe cependant d'indiquer la position remarquable qu'il doit occuper par rap- 
port aux éléments que nous venons de construire. 

Démontrons que la dislance de Tune quelconque des droites limites à Taxe est précisément égale 
à celle du centre d'homologie à l'autre droite limite. 




Fia. e$. 



Deux figures homologîques, situées sur un même plan, peuvent être considérées comme les pro- 
jections orthogonales de deux sections planes d'une môme pyramide (§ 249). 

Soient (fig. e^) P et Q les plans sécants, S le sommet de la pyramide, menons par ce point un plan 
parallèle à Q,il coupera P suivant la droite lli, qui n'est autre que la droite conjuguée des points à 
rinfini du plan Q, donc en projection ce sera l'une des droites limites; figurons la distance du 
point S à celte droite, elle se mesure sur la perpendiculaire êi, menée de ce point sur Ui ; un plan 
parallèle 'h, P mené par ce .môme point S détermine sur celui parallèle à Q une intersection KEi et 
sur Q la droite JJi dont la projection n'est autre que la seconde droite limite; enfin, l'interseç- 
lion XX| des plans P et Q se projette suivant Taxe d'homologie^ et sa distance à JJi se mesure sur 
une perpendiculaire 3 commune à ces droites. 

Les droites JJi, XX 1, et celles KKi,TIi, sont évidemment parallèles et la distance 9 des deux premières 
est égale h celle }i des dernières, celle double propriété est projective dans le système orlhogonal, 
puisque les deux couples de droites sont dans des plans parallèles ; le théorème est ainsi démontré. 

334. Théorème. — Si Fon fait sur un plan B la perspective d^une figure tracée sur un plan A, i7 y a 
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sur ces deux plans deux points correspondants b et a telsj qui tout segment de la figure B M mi du point b 
sous le même angle que le segment correspondant de la figure A du point a (Âbel Traksou. Nouvelles 
annales^ t. YIII^ i'^^ série, p. 426) (à démontrer). 

335. Problème XXXIII. — Construire les projections d'un dodécaèdre rkomboîdal défini de la manière 
suivante : 

Constituons tout d'abord un trièdre de sommet A (fig. «o), dont les faces seront les angles obtus de 
trois losanges égaux ABGD^ ACED, ÂBFC ; menons ensuite par A une droite Aa égale aux côtés 
des losanges, placée à l'intérieur du trièdre A et également inclinée sur ses arêtes. 

Adjoignons, de toutes les manières possibles, à la droite Ac deux des côtés du trièdre A et construi* 
sons sur ces groupes de droites (Aa, AD, AB), (Aa, AD, AG), (Aa, AG» AB) des parallélipipèdes 
ABGDHKNa, ADEGJIHa, ABFGJaNL; puis, à l'aide d'un quatrième paraliéiipipède aHIJLMKN, con- 
struit sur aH, aJ, «N, achevons de déterminer le dodécaèdre rhomboldal : le solide sera formé par ' 
l'ensemble des quatre parallélipipèdes dont on supprimera bien entendu les quatre arêtes intérieures 
«A, «H, oJ, ocN, tracés en lignes mixtes sur la figure. On pourrait faire en sorte que le losange DACE 

M 




fit un angle obtus tel, que le dodécaèdre devint équifacial, c'est là un problème de géométrie facile 
à résoudre et qui conduit au dodécaèdre rhomboldal que l'on rencontre dans la nature, mais nous 
n'avons pas cru utile de développer cette question, nous supposerons donc dans la suite que l'angle 
obtus du losange est quelconque. 

Exécution du tracé. — Soient P, P* les traces du plan de Tune des faces du dodécaèdre (fig. 259, 
pi. XXII), plaçons l'un des côtés du losange qui forme cette face en oc, sur la trace horizontale 
de ce plan. Pour achever de déterminer ce losange, employons un nouveau plan vertical dont la 
ligne de terre Xit/i est perpendiculaire au côté ac; construisons la nouvelle trace verticale 
pP'i du plan donné, puis concevons que Ton ait rabattu le plan P/3P\ sur le plan horizontal 
en entraînant le losange qu'il contient. Soit Biac le rabattement de l'un des angles obtus de ce 
losange ; supposons en outre que l'on ait pris aBt = ac^ le point B| est alors le rabattement 
de l'un des sommets du losange. Nous allons appliquer la construction qui a servi, au début du 
présent paragraphe, à constituer le dodécaèdre régulier, construction basée sur la connaissance 
du trièdre équifacial de sommet A; occupons-nous donc tout d'abord de la détermination de 
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cet angle solide; comme ses trois fiicos sont égales, on peut concevoir que deux d*entre elles aient 
été rabattues sur le plan horizontal, en tournant, l'une, autour de ae, l'autre^ autour de aBi, de teHe 
sorte qu'elles soient venues recouvrir l'espace angulaire Btoc déjà figuré. 

Pour reconstituer le trièdre, laissons d'abord le plan PfSP'i sur sa position rabattue, et relevons les 
deux faces que l'on vient de rabattre; les points Bi, c se déplacent sur des plans perpendiculaires aux 
charnières et se rejoignent en un point de l'espace dont la projection se fait à la rencontre Di des pe^r- 
.pendiculaires aux charnières ae, aBi menées respectivement des points Bi, c. Relevons ensuite le 
plan PaB| en entraînant le trièdre reconstitué: le point Bi, ^Vdécrit un arc de cercle, dont la projection 
verticale fait partie du cercle de centre |9 et de rayon égal à jS^^, et s'arrête en b'i, h ; le point d'^ vient 
en ^'i ; la perpendiculaire au plan horizontal menée par Di et qui passe par l'extrémité de la troisième 
arête du trièdre reconstitué, se projette, sur le nouveau plan vertical, suivant une perpendiculaire 
élevée en 9i à la trace P'i. D'autre part, le sommet D du polyèdre se déplace sur une circonférence de 
cercle qui, dtins l'espace comme en projection verticale, se confond avec la circonférence dont Bi, ¥^ 
décrit un arc dans son mouvement, circonférence projetée en V<£t'iVi\ conséquemment» sur le nouveau 
plan vertical^ le sommet D sera projeté au point de croisement d\ de la perpendiculaire à P'i menée 
par 1*1 et de la circonférence y'i; la ligne de rappel menée par d\ donne, par sa rencontre 
avec Bi6, la projection horizontale â du point D remis en place sur le polyèdre. 

Passons à la détermination de la droite auxiliaire également inclinée sur les trois arêtes du 
trièdre A. Les arêtes du polyèdre étant égales entre elles on obtiendra simplement la droite cherchée 
en abaissant du point a, ^ uie perpendiculaire au plan des trois points (tf, p); (d, dW (&, V^) ; mais la 
droite M, Vidft est dans un plan de front du nouveau système de plans de projection^ donc, dans 
ce système, la projection verticale de la droite cherchée n'est autre que la perpendiculaire |9S'i 
abaissée de p sur ^'i^i. Quant à sa projection horizontale, on l'obtient en coupant le plan des trois 
points par celui P/9S'i qui projette verticalement la droite inconnue, puis en menant par le point a, fi 
une perpendiculaire à la droite de rencontre, et en cherchant la projection horizontale de cette 
perpendiculaire. Pour exécuter ce tracé rabattons le plan projetant PjSS'i sur le plan horizontal, 
autour de /3P, en entraînant sa droite de rencontre avec le plan des trois points; le point c 
appartient à l'intersection et à la t^harnière, comme tel, il sera le rabattement que nous cherchons ; 
la droite M, A'i^i rencontre le plan PjSS'i en un point dont la projection verticale se trouve en *i'i 
et dont la seconde projection appartient à M, il en résulte que ce point est rabattu en Ot, la droite 
qui va de Oi à c est le rabattement cherché, et sa perpendiculaire aS| issue de a n'est autre que le 
rabattement de la droite également inclinée sur les trois arêtes ; d'autre part, cette droite doit avoir 
pour longueur celle commune aux arêtes du dodécaèdre, et comme d'ailleurs elle est vue dans sa 
véritable grandeur sur le rabattement, nous porterons sur aSi à l'aide de l'are de cercle déjà figuré 
une longueur oa^^, égale à ac. 

Tout se réduit actuellement à construire la droite 00.% relevée: ol% se projette verticalement en «'t* 
point qui se relève au croisement a'i de l'arc de cercle décrit de p comme centre avec ^a's pour 
rayon et de la projection jSS't de la perpendiculaire au plan des trois points ; pour terminer joignons «9 
au centre d'affinité par une droite et prenons la rencontre 04 de celle-ci avec la ligne de rappel con- 
duite par a'i. 

Il est maintenant bien facile de tracer, en revenant à Tancien plan vertical et en supprimant toute- 
fois les lignes inutiles, les projections des arêtes des quatre parallèlipipèdes qui donneront celles du 
dodécaèdre rhomboïdal considéré. 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I. — 18 
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336. Problème XXXIT. — Construire la commune intersection du dodécaèdre rhomboîdal dont on vient 
de déterminer les projections^ et d*un prisme quadrangulaire droit ayant ses arêtes parallèles à la ligne 
de terre, 

La recherche de Tintersection d'un polyèdre et d'un prisme dont les arêtes sont parallèles à l'un 
des plans coordonnés s'effectue très-aisément à l'aide d'une projection auxiliaire sur un plan perpen- 
diculaire aux arêtes latérales du prisme; en effet, sur ce nouveau plan de projection, la ligne 
cherchée est projetée suivant le contour de la section droite du prisme compris dans l'intérieur de 
la projection du second polyèdre, et les sommets de l'intersection y sont projetés les uns aux sommets 
de la section droite qui tombent dans les limites que l'on vient d'indiquer, les autres aux points de 
rencontre du périmètre de cette section droite et des projections des arêtes du polyèdre. La méthode 
que nous indiquons n'est qu'un cas particulier d'une méthode plus générale donnant la rencontre 
d'une pyramide quelconque et d'un polyèdre; en effet, si Ton construit la projection centrale du 
polyèdre et de la pyramide, en prenant pour centre de projection le sommet de cette dernière et 
pour plan de projection celui de sa base^ les circonstances indiquées pour le prisme se reproduiront 
et permettront de construire les projections de la commune intersection. 

Retournons à l'épure et soient (Jlg. 260, pi. XXII) abcdefghijklmn^ a^b'c^d^effg'h^ffVUm'n' les pro- 
jections du dodécaèdre rhomboîdal déterminées dans le paragraphe qui précède. 

Adoptons une ligne de terre Xiy^ perpendiculaire à la première et changeons de plan vertical, La 
nouvelle projection du dodécaèdre sera a'ib\. . • , l'im\n\\ celle du prisme sera donnée par sa section 
droite u\t^iw'iz\^ supposée connue. 

La détermination des sommets du polygone de rencontre ne saurait offrir aucune difficulté après 
ce qui vient d'être dit, c'est Tordre dans lequel il faut joindre les points qui doit uniquement 
nous occuper. 

Employons la méthode du paragraphe 273. Il faut avant tout détei^miner une ligne utile de l'inter- 
section^ rien n'est plus facile^ attendu que nous connaissons tous les sommets du polygone de ren- 
contre, prenons par exemple, la droite (1, 2)^ (1', 2') provenantde la rencontre du plan de la face hkgd^ 
h'iW^g'idi du dodécaèdre et de la face du prisme dont la trace verticale est en z'i2/|. L'une des extré- 
mités 2, i' de la droite (1, 2), (!', 2') tombe sur une arète^ abandonnons la face correspondante hkgdj 
h\k'ig\d'i pour la remplacer par la face contiguê gknb^ g'ik'in\b\ dont Tarête de contiguïté est 
celle gk, gUk'i qui contient 2, 2'^ conservons la face du prisme et pren9nâ la rencontre ik^,- 
2'k'i des plaui» de ces faces, limitons-la à sa partie utile (§ 273) en i'i, B'i, 2, 3. Le point 3, 3\ est sur 
l'arête de contiguïté de deux faces, abandonnons celle z'iu'i de ces faces contiguês qui vient 
d'être employée et remplaçons-la par l'autre u'i v'i, tout en conservant la face gknb, g\k!in'ib\\ la ren- 
contre des plans se fait suivant 3A:3> B'iA's, limitant cette droite à sa partie utile (§ 273) on trouve alors 
le côté (3,4), (3'i, 4'i) de la commune intersection cherchée. Le point 4i, i\ est sur une arête, aban- 
donnons la face correspondante, etc. En continuant l'applicationdela méthode générale du paragraphe 
précité on achèvera de construire les projections(l,2,3,4....19,20,l),(l'i,2'i,3'i,4'i,....19'i,20\,i'i), 
de la ligne d'intersection, et^ à Taide de lignes de rappel on trouvera la projection r2'3'4'....19'2(yi' 
de cette ligne sur le plan vertical primitif. 

La Ûgurc 260 représente le dodécaèdre rhomboîdal avec sa ligne d'intersection, en supprimant 
les parties du prisme placées à l'extérieur du dodécaèdre. Quanta la visibilité du polygone de ren- 
contre on l'obtient fort simplement en remarquant que les arêtes sont cachées ou visibles suivant 
qu'elles appartiennent à une face elle-même cachée ou visible. Sur la figure 261, pL XXIII, on a 
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représenté le dodécaèdre supposé plein, en enlevant le prisme avec la partie du dodécaèdre qui s'y 
trouve contenue. 

La visibilité de la figure 361 a été déterminée suivant les indications du paragraphe 238 : elle est 
la même que celle de la figure 260, sauf pour les arêtes cachées du polygone de rencontre dont 
certaines parties deviennent visibles, par suite de la suppression de la portion du dodécaèdre inté- 
rieure au prisme; ainsi la projection l'2' est devenue entièrement visible, celles 2'3', 3'4' le sont 
devenues partiellement etc. Il importe de bien observer que les portions des arêtes du prisme (3, 14), 
(3', 14'), (20, 16), (20', 16'), (6, 10), (6', 10') ne doivent pas être dessinées en trait mixte mais en trait 
plein ou en points ronds : ces arêtes représentent en effet Tempreintç laissée par le prisme dans le 
dodécaèdre, ou si l'on veut, ces lignes sont des arêtes de Touverture que pratique le prisme dans 
le dodécaèdre. Des hachures ont été dessinées suivant les conventions données au paragraphe 275. 

La figure 262 représente le solide commun aux deux polyèdres. La visibilité résulte de celle des 
faces des deux polyèdres; on devra, bien entendu^ tenir compte des portions de ces faces qui ont été 
enlevées comme ne faisant pas partie du solide commun. 

La figure 263 donne enfin les projections du solide constitué par l'ensemble des deux polyèdres. 
Pour l'obtenir on dessine les deux projections des polyèdres et de leur commune intersection, en 
ayant soin de figurer par des lignes mixtes les portions des arêtes- de chaque polyèdre, qui sont 
comprises dans l'intérieur de l'autre; à cet égard nous ferons remarquer que nous nous sommes 
un peu écartés de cette règle dans la présente figure et dans les deux qui la précédent en dessinant 
les parties supprimées des arêtes du dodécaèdre en trait pointillé, afin de les distinguer de celles du 
prisme qui sont en trait mixte. 

La visibilité se détermine très-aisément, on sait en effet que, pour qu'un côté du polygone 
d'intersection soit visible, il faut et il suffit qu'il appartienne à deux faces visibles, dès que l'une des 
faces qui le contiennent est cachée le côté l'est aussi. 
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est parallèle à l'uD des plans de projection, elle offre ud inéridieQ parallèle & ce plan, appelé méridien 
principal. 

Il importe d'indiquer uq autre mode de génération des surfaces de révolution, en premier lieu et 
surtout, dans le but de montrer ces surfaces sous un point de vue utile il la résolution de certains 
problèmes; en second lieu, aGn de donner un exemple de la génération d'une surface par une courbe 
qui non seulement se déplace suivant une loi déterminée, mais qui, en outre, se déforme pendant le 
mouvement. Dans ce mode on considère la surface comme engendrée par un cercle mobile 
dont le plan est perpendiculaire à l'axe, dont le centre décrit cet axe et qui glisse sur la génératrice, 
laquelle sert alors de directrice et règle en même temps les variations du rayon de la génératrice 
nouvelle. 

Nous adopterons pour le tracé des épures relatives aux problèmes que nous aurons à résoudre, 




dans l'étude des surfaces de révolution, celles de ces surfaces que l'on emploie le plus fréquemment 
dans les arts, parmi lesquelles on trouve au premier rang les surfaces du second degré. 

Une turface de révolution du second degré est engendrée par la rotation d'une conique autour dr l'un 
de tel axes. 
Les surfaces de révolution du second degré sont : 

t* L'ellipsoïde de révolution, surface engendrée par la rotation complète d'une ellipse autour de l'un 
de ses axes; lorsque l'axe de rotation se confond avec le grand axe de l'ellipse méridienne, l'ellipsoïde 
est allongé, dans l'autre cas il est aplati. Enfin, quand l'ellipse se transforme en cercle la surface 
devient une spbére. 

'" '" iperboloîde de révolution à une nappe, que l'on engendre parla rotation entière d'une hyper- 

lur de son axe non transverse pris pour axe de rotation. 

fperboloide de révolution à deux nappes, engendré par la rotation complète d'une hyperbole 

3 son axe transverse. Lorsque l'hyperbole se réduit à deux droites les deux hyperboloïdes 

ition deviennent des c6nes également de révolution. 

<traboloUe de révolution, engendré par Va rotation entière d'une parabole autour de son 

me vHriété du parabololde de révolution il faut signaler le cylindre de révolution, que l'on 

)rsque la parabole se réduit à deux droites parallèles à l'axe de rotation. 

lors des surfaces de révolution du second degré on n'emploie guère que le tore circulaire; 

fuce ctt celle qu'engendre un cercle tournant autour d'un axe placé dans son plan. 

ons cependant à parler du tore général qui est engendré par la rolation d'une conique 
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autour d'une droite située dans le plan de cette courbe, mais non confondue avec Tun de 
ses axes. 

339. Surfaces réglées. — Lorsqu'on peut engendrer une surface par une droite mobile suivant 
une loi déterminée on dit qu'elle est réglée. 

Le cône directeur d'une surface réglée s'obtient en déplaçant toutes ses génératrices parallèlement* 
à elles-mêmes de façon aies faire passer par un môme point pris arbitrairement dans l'espace. 

Le plan directeur d'une surface réglée est le cône directeur obtenu dans le cas où les génératrices 
rectilignes de la surface sont toutes parallèles à un même plan. 

La connaissance de trois directions Di, Dj, D3, est nécessaire et suffisante à la détermination d*une 
surface réglée (flg. e^). 

Démontrons-le; soit, à cet effets un point M de D^; établissons simplement que le problème d'as- 
sujettir une droite à passer par ce point M en rencontrant Ds et D3 offre un nombre limité de solu- 
tions ; effectivement, les droites cherchées ne sont autres que les rencontres de deux cônes qui auraient 
pour sommet commun M et dont les directrices seraient pour l'un Ds, pour l'autre Ds, cônes qui 
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se coupent suivant un nombre limité de droites ; sauf dans les cas [où les cônes seraient homothé- 
tiques, alors ils se confondraient et feraient partie de la surface, dont la détermination s'achèverait 
en déplaçant M sur Di. Il est encore un cas exceptionnel, c'est celui dans lequel les cônes ne se 
couperaient pas, on dit alors que le point M est parasite ou virtuel. 

On remplace souvent Tune des courbes directrices par le cône directeur; la surface est bien dé- 
terminée dans ce cas ; il suffit en effet, pour le voir, de transporter le cône directeur parallèlement 
à lui-même en un point de l'une des directrices, de prendre sa rencontre avec le cône auxiliaire 
de même sommet et passant par la seconde directrice, rencontre composée d'un nombre fini de 
génératrices répondant aux données du problème. 

On divise les surfaces réglées en surfaces gauches et en surfaces développables. Les dernières sont 
celles qui peuvent être déroulées de manière à s'appliquer sur un plan sans déchirure ni duplicature ; 
les premières sont celles qui ne jouissent pas de cette propriété. Les surfaces coniques et les sur- 
faces cylindriques, pouvant être considérées comme la limite d'une pyramide ou d'un prisme, sont 
développables. 

On appelle hyperboloidé aune nappe la surface réglée dont trois directrices sont rectilignes. 

Le paraboloîde hyperbolique est la surface réglée à plan directeur dont les deux directrices sont 
recUlignes; ou, en d'autres termes, la surface engendrée par une droite qui s'appuie sur deux droites 
en restant parallèle à un plan fixe. 

Le conoîde est une surface réglée à plan directeur dont une seule directrice est rectiligne; quand 
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la direclrictf recliltgne est perpendiculaire au plan directeur, le conolde est droit. Enfin, d'après la 
définition du précédent alinéa^ le conoïde se transforme en paraboloïde hyperbolique ou eanoïde 
du êecond degréy lorsque ces deux dûreotrioes sont rectilignes. 



DU PLAN TANGENT EN GÉ4NÉRAL. 

340. Théoràn^a fondameutiL -^ Si plusieurs courbes tracées sur une surface se croisent en un seul 
point, leurs tangentes en ce point sont contenues dans un même plan^^qui porte le nom de plan tangent à la 
surface au point cansidéj^é, — Pour démontrer que toutes les tangentes sQnt dans un même plauj il 
sufHt évidemment de faire voir qqe trois tangentes quelconques appartiennent toujours ji uiv 
même plan. 

Soient (roM cpurJties CnCs, C8(âg.^^ ^l la surface QOQsidérée et sq c(ois4K|l eii mu de w^jm^iots Un 
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La surface peut être "engendrée par une courbe rencontrant Cj, C3 qui se déplacerait tout en se 
déformant et en se rapprochant constamment de C|. 

Considérons l'une quelconque G des positions de la génératrice, et soient Ma, M3 ses rencontres 
stir Ct, Ca, tirons les droites MM2, MM3, M2MS qui, formant un triangle, sont nécessairement contenues 
toutes trois dans un même plan, et cela quelque voisine que soit la génératrice G de sa limite Ci; 
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il faut en conclure que la propriété aura encore lieu à la limite. Dans le mouvement Ms tend vers M 
conséquemment MHa tend vers la tangente MT3 menée par M à la courbe Cs; semblablement MMi 
tend vers la tangente MTt à Ga; en ce qui concerne la limite de la corde Ma M3 menée à une courbe 
mobile G qui est susceptible d'une déformation et dont les pointa de section Ma, Ma sont toiia dsux 
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mobiles, OQ peut dire qu'elle donne généralement la tangente MTi en M à la courbe Ci, mais qu'il 
peut se produire des exceptions. 

Il faut mentionner comme cas exceptionnel celui qui se produit sur l'axe Z (fig. eio) d'une surface 
de révolution engendrée par une courbe Gj coupant cet axe de rotation en M; effectivement, si Ton 
prend deux positions Ci, Cs de la génératrice pour diriger le mouvement d'une courbe mobile G3, 
quand C3 passera par M, la corde Mi Ms prendra une position indéterminée dans le plan des tan- 
gentes MTi, MT2, qui ne saurait, par suite, donner la tangente à la limite de G3; la démonstration du 
théorème tombe donc par cela même en défaut; quant au théorème, il est aussi en défaut, attendu 
que les tangentes aux courbes méridiennes donnent un cône tangent et nullement un plan tangent 
à la surface considérée. 

Signalons de ce théorème quelques conséquences évidentes, mais qui sont d'un emploi constant 
dans ses nombreuses applications. 

Conséquence I. — Le plan tangent en un point cTune surface quelconque se détermine parles tangentes à 
deux courbes de la surface passant par le point considéré. 

Conséquence IL — Le plan tangent en un point d'une surface réglée contient la génératrice rectiligne 
qui passe en ce point : en effet, cette droite est à elle-même sa propre tangente. 

Cons£qu£NCB III. — Si l'on conduit par le point de contact d'une surface et de l'un de ses plans tangents 
un plan sécant quelconque^ les sections sur la surface et sur son plan tangent sont tangentes au point consi^ 
déré. — Cette propriété est évidente, puisque la tangente à la section sur la surface doit appartenir 
à l'un et à l'autre plan. 

On appelle normale en un point d'une surface la perpendiculaire au plan tangent au point 
* considéré. 

REPRÉSENTATION DES SURFACES 



341. Contour apparent. —Soient le point de vue (ûg. fi), P le plan de projection considéré 
Cl S une surface quelconque. Traçons un rayon visuel V coupant la surface; soient ai, a^, etc., les 
points de section; ai, qui est parmi eux le plus voisin de 0, est évidemment le seul qui soit visible; 
cherchons à déterminer la ligne de séparation C des points visibles, tels que ai, de ceux, tels que at, 
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qui sont cachés, ligne qui porte le nom de contour apparent de la surface. Sur celte ligne ai et o^ 
doivent se confondre, le rayon visuel doit donc devenir tangent à la surface; cette remarque peut 
s'énoncer de la manière suivante : Le contour apparent d'une surface est la courbe de contact du cône 
tangent à cette surface dont le sommet est au point de vue, ou, ce qui revient au môme : Le contour apparent 
d'une surface est la courbe de contact de ceux de ses plans tangents qui passent par le point de vue, La 
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courbe Giy donnée par la rencontre du cône circonscrit à la surface avec le plan de projection P^ 
s'appelle le contour apparent en projection de la surface. On peut dire que ce contour est la trace du cône 
circonscrit à la surface, dont le sommet se trouve sur le point de vue. 

Considérons {fig. fi) le rayon visuel Y coupant P en 0, on voit que est intérieur à Ci, et que, par 
suite, le contour Ci renferme les projections de tous les points de la surface, à la condition toutefois 
de placer le centre de projection au point de vue 0. 

Dans les épures, le spectateur est supposé à Tinfini sur une perpendiculaire au plan de projection 
considéré (§20); en appliquant cette convention, on peut modifier les précédents énoncés et dire : 

1* Ze contour apparent d\ne surface par rapport à Vun des plans de projection est la courbe de contact 
de cette surface avec ses plans tangents perpendiculaires, au plan de projection considéré. 

2* Le contour apparent en projection d*une surface n*est autre que la projection de la Hgne de Vespace 
donnant le contour apparent par rapport au plan de projection considéré. — Rappelons que ce dernier 
contour est la limite des projections des divers points de la surface. 

342. Théorème. — Lorsqu'une ligne est tracée sur une surface, sa projection sur un plan quelconque 
touche le contour apparent en projection de la surface. — Soient 0, P le centre et le plan de projection 
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(fig. fi) y S la surface considérée, C son contour apparent par rapport au plan P, a la courbe consi- 
dérée sur la surface S, » sa projection sur P et c le contour apparent sur P. Les lignes a, C tracées 
sur la môme surface S se rencontrent en des points réels ou imaginaires. Désignons par M Tun de ces 
points, menons-y les tangentes Ti, Ts aux courbes C, O; tirons en outre la génératrice OM du cône 
circonscrit; les droites Ti, Tg, OM appartiennent au plan tangent à S en H ; comme ce plan passe par 
le centre de projection 0, c'est lui qui projette simultanément sur P les deux tangentes Ti, Ts, par 
suite et d'après le théorème du paragraphe 142, la trace d de ce plan est tangente commune à c, «»; 
c'est là ce qu'on voulait démontrer. Ajoutons toutefois que le contact des lignes », c, peut être 
imaginaire. 

En terminant ce sujet nous ferons remarquer que le problème de la détermination du contour 
apparent des surfaces n'est autre que celui de la recherche de leurs plans tangents ; c'est donc dans 
le chapitre des plans tangents aux diverses surfaces qu'il faut aller prendre le moyen de les 
représenter. 
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CHAPITRE II 

DES PLANS TANGENTS AU CONE ET AU CYLINDRE 

343. Théorème fondamentaL — Le plan tangent à une surface conique est le même tout le long de la 
génératrice. — Soient S le sommet d'une surface conique (fig. /s) et G Tune quelconque de ses 
génératrices. Nous voulons montrer qu'aux divers points de 6 le plan tangent est toujours le même; 
démontrons pour cela que ceux de deux points Mi, Mi, pris arbitrairement sur G^ se confondent 
A cet effet, tirons une génératrice G' voisine de G, traçons deux courbes de la surface Gi, Ci passant 
respectivement par Mi, M^ et tirons enfin les cordes de jonction, Mi M'i, Ms M's, des points où elles 
coupent G, G'. Lorsqu'on fait mouvoir la génératrice G' afin qu'elle se rapproche de G, ces cordes 
tendent simultanément à devenir tangentes et sont toujours dans le plan des droites G, G'; il en faut 
conclure, en passant à la limite, que les tangentes MiTi, MsTg et la génératrice G sont dans un 
même plan, lequel touche la surface aux points Mi, Mi; le théorème est ainsi établi. 

Comme le cylindre n'est autre chose qu'un cône ayant son sommet à l'infini, et, d'autre part, que 
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la position du sommet n'intervient aucunement dans la démonstration précédente, on peut dire 
que le théorème fondamental s'applique également aux surfaces cylindriques. 

344. Du nombre de conditions nécessaires à la détermination du plan tangent. — Pour déterminer un 
plan il faut connaître trois de ses points, ce qu'on exprime en disant que la détermination d'un plan 
équivaut à trois conditions. La tangence au cône ou au cylindre équivaut à deux conditions; effecti- 
vement, en faisant rouler un plan sur un cône on peut arriver à le faire passer par un point donné, ou, en 
d'autres termes, le plan tangent est déterminé dès qu'on l'astreint à passer par un point, la tangence 
au cône ou au cylindre équivaut donc à deux points, ou à deux conditions. Le parallélisme avec une 
droite équivaut à une condition : car donner une droite parallèle k un plan, c'est donner un point 
à l'infini du plan. Le parallélisme avec un plan donné équivaut à deux conditions; effectivement, on 
connaît alors la droite à Tinfini du plan cherché, elc. 
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345. Problème I. — Connaissant Vune des projections d'un point placé sur une surface conique, dé- 
terminer son autre projection (fig. 264, pi. XXIV). — Soient rf, d' les projections de la directrice, et s, «' 
celles du sommet, soit encore m la projection horizontale donnée du point de la surface dont on 
veut la seconde projection. Dans ce but, tirons la projection horizontale sm de la génératrice passant 
au point M et relevons sa rencontre ^ avec dy en ;a', sur d'; traçant alors la projection verticale sy 
de la génératrice considérée, par le croisement m! de celle droite et de la ligne de rappel du 
point m, on trouve le point demandé. Dans l'exemple choisi on ne trouve qu'une solution, mais 
fréquemmentlc problème en offre plusieurs: il y en a autant que de points de rencontre de sm avecef, 
lorsque les lignes de rappel menées par ces points rencontrent respectivement d' en un seul point. 

346. Problème II. — Connaissant l'une des projections d'un point placé sur la surface d'un cylindre, 
déterminer son autre projection (fig. 265, pi. XXIV). — Soient rf,rf' les projections de la directrice et ^, g' 
celles d'une droite déterminant la direction des génératrices, donnons-nous, en outre, la projection 
horizontale m d'un point de la surface d'un cylindre et cherchons la projection verticale de ce point. 

Menons, comme dans le cas précédent, la projection mfi de la génératrice du point, relevons ^ 
en /, tirons de ce point une parallèle à g' et relevons*y m en m'; m^m' sont les projections d'un 
point placé sur le cylindre. 

347. Problème III. — Mener le plan tangent en un point d^une surface conique. 

Solution générale. — Soient D la directrice et S le sommet de la surface (fig. fi), prenons un 
point M sur celle-ci [et, pour construire une première droite du plan tangent, tirons la génératrice 
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SM, laquelle rencontre D en /x; en verlu du théorème fondamental le plan tangent en M doit être 
aussi tangent en ^i, et celui de ce dernier point se détermine par la génératrice Sfi et par la tan- 
gente T à la directrice D, qui passe au point fi. 

Exécution du tracé. — Revenons à l'épure 26-i, pi. XXIV, donnant les projections d'un point 
m, m' de la surface. Pour construire le plan tangent en ce point nous mènerons la tangente à la 
directrice au point |x, ft', laquelle aura ses projections t, t' tangentes à celles d, d' de cette direc- 
trice (§ 142), et alors le plan des droites {t, /'), («m, s'm'), sera celui qu'il fallait construire. 

348. Problème IV. — Mener à un cylindre un plan tangent par un point de la surface. — C'est un cas 
particulier du problème précédent dont la solution se fait semblablement. Si l'on reprend Tépure 265, 
on voit que le plan tangent en m, m' est défini par la tangente ^ t* en {&, /x' h la directrice, et par la 
génératrice m^, m^fi'. 

349. Problème V. — Connaissant les projections du sommet et celles de la directrice d'un cône, con- 
struire le contour apparent de cette surface sur les deux plans de projection. — Soient («, s') les pro- 
jections du sommet et d^ d^ celles de la directrice {fig. 266, pi. XXIV). Sur l'un des plans de projection 
le contour apparent est la courbe de contact des plans tangents perpendiculaire à ce môme plan de 
projection; or, le plan tangent en un point d'une génératrice touche la surface aux divers points de 
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celte ligne; on en conclut que le contour apparent est formé par des génératrices. D'un autre côlé^ 
d'après le théorème du paragraphe 342, il faut que les projections des lignes du contour apparent 
soient tangentes à celles de la directrice; le contour apparent est donc déterminé par les tangentes 
à (/ ou à (/' menées soit de s soit de s'. 

Il importe d'adjoindre aux lignes do contour apparent les projections des génératrices passant 
par les points extrêmes (e, e'), (/*, /") de la directrice; projections qui, sans faire partie du contour 
apparent, servent à limiter celles des points de la surface. 

Sur l'épure on a supposé le cône limité, d'une part*au sommet, de l'autre h la directrice, et l'on a 
indiqué la visibilité qui en résulte pour les diverses lignes (§ 237, 2"« Méth.). 

Il est commode d'employer une directrice plane, cette directrice se place alors le plus souvent sur 
le plan horizontal de projection et le cône se trouve déterminé par les projections s, s' du sommet 
{fig. 267, pi. XXIV) et par sa trace horizontale D; le contour apparent sur le plan horizontal se con- 
struit comme dans Pépure précédente. En ce qui concerne le contour apparentsur le plan vertical, la 
précédente construction est en défaut; néanmoins le problème se résout simplement en observant 
que les plans tangents perpendiculaires au plan vertical ont pour traces horizontales les tangentes 
aa'y hb' à D (§ 347)^ qui se dirigent perpendiculairement à .ry, il en résulte que les projections 
verticales $'a', s^b' des génératrices suivant lesquelles ces plans tangents touchent la surface re sont 
autres que les lignes formant le contour apparent vertical demandé. 

On peut se proposer de construire le plan tangent au présent cône par un point de sa surface. 
Il faut d'abord placer le point sur la surface conique : dans ce but nous prendrons sa projection 
verticale m' à l'intérieur du contour apparent vcitical et dans une position arbitraire; puis, en tirant 
la projection s'm! sur le m^me plan desgénétratrices qui passent par le point choisi, lesquelles se 
projettent horizontalement suivant un système de deux droites «9, 50i, nous déterminerons par les 
rencontres de ces droites et de la ligne de rappel qui passe par m', les projections horizontales m, mi 
cherchées. On trouve deux points répondant à m'; l'un d'eux m, m' étant choisi, construisons le 
plan tangent, sa trace horizontale est la tangente P menée à la base D par le point 6, cette trace 
et le sommet «, s' déterminent le plan tangent. Pour construire la trace verticale P' nous eussions pu 
construire celle sur ce môme plan vertical de la génératrice de contact s0, sô'; mais à cause de 
réloignement de cette trace sur notre épure, nous lui avons substitué celle t;' de l'horizontale du 
plan tangent qui passe au sommet de la surface. 

350. Problème VI. — Construire le contour apparent d'un cylindre sur les deux plans de projection; 
connaissant les projections d, d' de la directrice et celles (î, 6' de la direction des génératrices, — La 
solution, absolument semblable à celle qui vient d'être donnée, se trouve suffisamment indiquée par 
la figure 268 de la planche XXIY. 

Dans le cas usucl^ où le cylindre est donné par sa trace horizontale et par la direction des pro- 
jections de ses génératrices, on opère encore le tracé comme au précédent paragraphe et l'on trouve 
aisément l'épure 269 de la XXIV* planche. 

351. Problème VII. — Par un point extérieur à la surface d'un cône y lui mener un plan tangent. 
Solution générale. — Soient : £ le cône (fig. f^, S son sommet et M le point extérieur à sa surface. 

Le plan tangent cherché doit passer par M et par S; donc en tirant SM on aura l'une de ses droites. 
Cela dit, en coupant le cône et la droite SM par un plan, que l'on devra choisir avec soin en vue d'une 
réduction des tracés ultérieurs, on trouvera : sur le cône une courbe C; sur la droite un point f*, et 
sur le plan tangent inconnu des droites issues de fiel tangentes à C(§340,Gonséq.III), que l'on tracera. 
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337. Définitions. — On appelle cour^e^ le lieu des positions successives d'un point qui se meul 
dans l'espace d'après une loi déterminée. 

La courbe est plane qaand le point se déplace dans un pian, dans le cas contraire elle est gauche. 
Une surface géométrique est le lieu des positions d'une courbe mobile appelée génératrice, qui se 
meut dans l'espace suivant une loi déterminée et qui peut changer de forme en même temps que 
de position. 

On détermine le plus souvent la loi qui régit le déplacement de la génératrice, et niôme celle de 
sï déformation, en l'astMclgnant à glisser sur certaines lignes fixes que Ton nomme directrices. Nous 
avons déjà défini les iurf aces coniques ainsi que les surfaces cylindriques (§ 8 et 9). 

338. Surfades de tévôlution. — EUcs sont engendrées par la révolution complète d'une ligne 
plane ou gauche G autour d^une droite fixe Z, nommée axe de la surface (fig. e?). 

Pendant la rotation de G, un quelconque m de ses points décrit tinô ctrconférence de ôercle, dont 
le centre est au pied de la perpendiculaire two menée de m sur l'axe ï el dont le rayon â pour lon- 
gueur celle de celte perpendiculaire; ce cercle porte le nom de parallèle. Tout parallèle dont le rayon 
est minimum est appelé collier ou cercle de gorge, celui dont le rayon est maximum se nomme réquateur 
de la surface. 

' Toute courbe tracée sur une surface de révolution, et rencontrant ses divers parallèles, peut 
évidemment par une rotation complète autour de Taxe engendrer la surface, et, par suite, remplacer 
sa génératrice; c'est ainsi que l'on substitue le plus souvent aux génératrices quelconques^ l'une des 
courbes de rencontre de la surface par un plan conduit par son axe ; il est manifeste que ces courbes 
sont superposables, elles sont toutes identiques quant à leur forme. On leur donne le nom de 
méridiens ou plutôt de cùufbes méridiennes de ta surface. Lorsque Taxe d*une surface de révolution 
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est parallèle à l'un des plans de projection, elle offre un méridien parallèle à ce plan, appelé méridien 
principal. 

II importe dMndiquer un autre mode de génération des surfaces de révolution, en premier lieu et 
surtout, dans le but de montrer ces surfaces sous un point de vue utile à la résolution de certains 
problèmes; en second lieu, afin de donner un exemple de la génération d'une surface par une courbe 
qui non seulement se déplace suivant une loi déterminée, mais qui, en outre, se déforme pendant le 
mouvement. Dans^ ce mode on considère la surface comme engendrée par un cercle mobile 
dont le plan est perpendiculaire à Taxe, dont le centre décrit cet axe et qui glisse sur la génératrice, 
laquelle sert alors de directrice et règle en même temps les variations du rayon de la génératrice 
nouvelle. 

Nous adopterons pour le tracé des épures relatives aux problèmes que nous aurons à résoudre, 
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dans Tétude des surfaces de révolution, celles de ces surfaces que l'on emploie le plus fréquemment 
dans les arts, parmi lesquelles on trouve au premier rang les surfaces du second degré. 

Une surface de révolution du second degré est engendrée par la rotation d'une conique autour de l'un 
de ses axes. 

Les surfaces de révolution du second degré sont : 

1* L'ellipsoïde de révolution, surface engendrée par la rotation complète d'une ellipse autour de l'un 
de ses axes; lorsque Taxe de rotation se confond avec le grand axe de l'ellipse méridienne, l'ellipsoïde 
est allongé, dans l'autre cas il est aplati. Enfin, quand Tellipse se transforme en cercle la surface 
devient une sphère. 

â"* Vhyperboloide de révolution à une nappe^ que l'on engendre par la rotation entière d'une hyper- 
bole autour de son axe non transverse pris pour axe de rotation. 

3" Uhyperboloîde de révolution à deux nappes, engendré par la rotation complète d'une hyperbole 
autour de son axe transverse. Lorsque l'hyperbole se réduit à deux droites les deux hyperboloïdes 
de révolution deviennent des cônes également de révolution. 

i" Le paraboloïde de révolution, engendré par la rotation entière d'ime parabole autour de son 
axe. Gomme variété du paraboloïde de révolution il faut signaler le cylindre de révolution, que Ton 
obtient lorsque la parabole se réduit à deux droites parallèles à Taxe de rotation. 

En dehors des surfaces de révolution du second degré on n'emploie guère que le tore circulaire ; 
cette surface est celle qu'engendre un cercle tournant autour d'un axe placé dans son plan. 
Nous aurons cependant à parler du tore général qui est engendré par la rotation d'une conique 
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autour d'une droite située dans le plan de cette courbe, mais non confondue avec Pun de 
ses axes. 

339. Surfaces réglées. — Lorsqu'on peut engendrer une surface par une droite mobile siiivant 
une loi déterminée on dit qu'elle est réglée. 

Le cône directeur d'une surface réglée s'obtient en déplaçant toutes ses génératrices parallèlement* 
à elles-mêmes de façon aies faire passer par un môme point pris arbitrairement dans l'espace. 

Le plan directeur d'une surface réglée est le cône directeur obtenu dans le cas où les génératrices 
rectilignes de la surface sont toutes parallèles à un même plan. 

La connaissance de trois directions Di, Dj, D3, est nécessaire et suffisante à la détermination d'une 
surface réglée (fîg. ^s)- 

Démontrons-le; soit, à cet effets un point M de Di ; établissons simplement que le problème d'as- 
sujettir une droite à passer par ce point M en rencontrant Ds et D3 offre un nombre limité de solu- 
tions ; effectivement, les droites cherchées ne sont autres que les rencontres de deux cônes qui auraient 
pour sommet commun M et dont les directrices seraient pour l'un Df, pour l'autre Ds^ cônes qui 
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se coupent suivant un nombre limité de droites; sauf dans les cas [où les cônes seraient homothé- 
tiques, alors ils se confondraient et feraient partie de la surface, dont la détermination s'achèverait 
en déplaçant M sur Di. Il est encore un cas exceptionnel, c'est celui dans lequel les cônes ne se 
couperaient pas, on dit alors que le point M est parasite ou virtuel. 

On remplace souvent l'une des courbes directrices par le cône directeur; la surface est bien dé- 
terminée dans ce cas ; il suffit en effet, pour le voir, de transporter le cône directeur parallèlement 
à lui-même en un point de l'une des directrices, de prendre sa rencontre avec le cône auxiliaire 
de même sommet et passant par la seconde directrice, rencontre composée d'un nombre fini de 
génératrices répondant aux données du problème. 

On divise les surfaces réglées en surfaces gauches et en surfaces développables. Les dernières sont 
celles qui peuvent être déroulées de manière à s'appliquer sur un plan sans déchirure ni duplicature; 
les premières sont celles qui ne jouissent pas de cette propriété. Les surfaces coniques et les sur- 
faces cylindriques, pouvant être considérées comme la limite d'une pyramide ou d'un prisme, sont 
développables. 

On appelle hyperboloidé aune nappe la surface réglée dont Irois directrices sont rectilignes. 

Le paraboloide hyperbolique est la surface réglée à plan directeur dont les deux directrices sont 
rectilignes; ou, en d'autres termes, la surface engendrée par une droite qui s'appuie sur deux droites 
en restant parallèle à un plan fixe. 

Le condide est une surface réglée à plan directeur dont une seule directrice est rectiligne; quand 
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la direclric«^ rectîHgne esl perpendiculaire au plan directeur» le conolde ett droit. Enfin, d'après la 
définition du précédent alinéa, le conoïde se transforme en paraboloîde hyperbolique ou tonoïde 
du 9econd degréy lorsque ces deux directrices sont rectilignes. 



DU PLAN TANGENT EN GÉNÉRAL. 

340. Théor&me fondaiaeiltal. -^ Si plusieurs courbes tracées sur une surface 9e croisent en un seul 
points leurs tangentes en ce point sont contenues dans un même plan^^qui porte le nom de plm tangent à la 
surface au point considéré. — Pour démonlrer que toutes les tangentes sont dans un même plan^ il 
suffit évidemment de faire -voir qqe trois tangentes quelconques appartiennent toujours i^ w\^ 
même plan. 

Soient troU cpurJtjies CiiCs, G8(fig.^^4 la surC^ca QOQ^dérée çt sq c^it^i^t ^f^ 4q l«i^iH)iats M« 
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La surface peut être 'engendrée par une courbe rencontrant Ct, C3 qui se déplacerait tout en se 
déformant et en se rapprochant constamment de Ci. 

Considérons l'une quelconque G des positions de la génératrice, et soient Ma, M3 ses rencontres 
sur Ct, C3, tirons les droites MMs, MMs, MaMs qui, formant un triangle, sont nécessairement contenues 
toutes trois dans un même plan, et cela quelque voisine que soit la génératrice G de sa limite Ci; 
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il faut en conclure que la propriété aura encore lieu à la limite. Dans le mouvement Ms tend vera M 
conséquemment MMt tend vers la tangente MTa menée par M à la courbe Cs; semblablement MM» 
tend vers la tangente MTt à Gs; en ce qui concerne la limite de la corde M« M3 menée à une courbe 
mobile Q qui est susceptible d'une déformation et dont les pointe de section Mi, M9 sont toue deux 
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mobiles, on peut dire qu'elle donne généralement la tangente MT| en M à la courbe Cf» mais qu'il 
peut se produire des exceptions. 

Il faut mentionner comme cas exceptionnel celui qui se produit sur l'axe Z (fig. eio) d'une surface 
de révolution engendrée par une courbe Gj coupant cet axe de rotation en M; effectivement, si l'on 
prend deux positions d, Gg de la génératrice pour diriger le mouvement d'une courbe mobile Ga, 
quand C3 passera par M, la corde Mi Mi prendra une position indéterminée dans le plan des tan- 
gentes MTi, MTa, qui ne saurait, par suite, donner la tangente à la limite de G3; la démonstration du 
théorème tombe donc par cela même en défaut; quant au théorème, il est aussi en défaut, attendu 
que les tangentes aux courbes méridiennes donnent un cône tangent et nullement un plan tangent 
à la surface considérée. 

Signalons de ce théorème quelques conséquences évidentes, mais qui sont d'un emploi constant 
dans ses nombreuses applications. 

GoNSÉQUENGE I. — Le plan tangent en un point d'une surface quelconque se détermine par les tangentes à 
deux courbes de la surface passant par le point considéré. 

GoNSÉQUENGE IL — Le plan tangent en un point dune surface réglée contient la génératrice rectiligne 
qui passe en ce point : en effet, cette droite est à elle-même sa propre tangente. 

GoNSEQUENCE III. — Si l'on conduit par le point de contact d'une surface et de l'un de ses plans tangents 
un plan sécant quelconque^ les sections sur la surface et sur son plan tangent sont tangentes au point consi^ 
déré, — Gette propriété est évidente, puisque la tangente à la section sur la surface doit appartenir 
à l'un et à l'autre plan. 

On appelle normale en un point d'une surface la perpendiculaire au plan tangent au point 
considi^ré. 

REPRÉSENTATION DES SURFAGES 

341. Contour apparent. — Soient le point de vue (fig. /O, P le plan de projection considéré 
Cl S une surface quelconque. Traçons un rayon visuel Y coupant la surface; soient ai, a^, etc., les 
points de section; a^ qui est parmi eux le plus voisin de 0, est évidemment le seul qui soit visible; 
cherchons à déterminer la ligne de séparation G des points visibles, tels que ai, de ceux, tels que at, 
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qui sont cachés, ligne qui porte le nom de contour apparent de la surface. Sur cette ligne ai et o^ 
doivent se confondre, le rayon visuel doit donc devenir tangent à la surface; cette remarque peut 
s'énoncer de la manière suivante : Le contour apparent d'une surface est la courbe de contact du cône 
tangent à cette sm^face dont le sommet est au point de vue^ ou, ce qui revient au môme : Le contour apparent 
d'une surface est la courbe de contact de ceux de ses plans tangents qui passent par le point de vue. La 
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courbe G], donnée par la rencontre du cône circonscrit à la surface avec le plan de projection P> 
s'appelle le contour apparent en projection de la surface. On peut dire que ce contour est la trace du cône 
circonscrit à la surface y dont le sommet se trouve sur le point de vue. 

Considérons (fig. /i) le rayon visuel V coupant P en e, on voit que 9 est intérieur à Ci, et que, par 
suite, le contour Ci renferme les projections de tous les points de la surface^ à la condition toutefois 
de placer le centre de projection au point de vue 0. 

Dans les épures, le spectateur est supposé à Tinfini sur une perpendiculaire au plan de projection 
considéré (§20); en appliquant celte convention, on peut modiQer les précédents énoncés et dire : 

1* Ze contour apparent d\ne surface par rapport à Van des plans de projection est la courbe de contact 
de cette surface avec ses plans tangents perpendiculaires^ au plan de projection considéré. 

2* Le contour apparent en projection d'une surface n'est autre que la projection de la ligne de f espace 
donnant le contour apparent par rapport au plan de projection considéré. — Rappelons que ce dernier 
contour est la limite des projections des divers points de la surface. 

342. Théorème. — Lorsqu'une ligne est tracée sur une surface, sa projection sur un plan quelconque 
touche le contour apparent en projection de la surface. — Soient 0, P le centre et le plan de projection 
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(Ûg. fi)j S la surface considérée, C son contour apparent par rapport au plan P, a la courbe consi- 
dérée sur la surface S, «> sa projection sur P et c le contour apparent sur P. Les lignes a, C tracées 
sur la môme surface S se rencontrent en des points réels ou imaginaires. Désignons par M Tun de ces 
points, menons-y les tangentes Ti, Ta aux courbes C, O; tirons en outre la génératrice OM du cône 
circonscrit; les droites Ti, Ts, OM appartiennent au plan tangent à S en M ; comme ce pian passe par 
le centre de projection 0, c'est lui qui projette simultanément sur P les deux tangentes Ti, Tt^ par 
suite et d'après le théorème du paragraphe 142, la trace B de ce plan est tangente commune à c, «•; 
c'est là ce qu'on voulait démontrer. Ajoutons toutefois que le contact des lignes ta, e, peut être 
imaginaire. 

En terminant ce sujet nous ferons remarquer que le problème de la détermination du contour 
apparent des surfaces n'est autre que celui de la recherche de leurs plans tangents ; c'est donc dans 
le chapitre des plans tangents aux diverses surfaces qu'il faut aller prendre le moyen de les 
représenter. 
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CHAPITRE II 

DES PLANS TANGENTS AU CONE ET AU CYLINDRE 

343. Théorème fondamentaL — Le plan tangent à une surface conique est le même tout le long de la 
génératrice. — Soient S le sommet d'une surface conique (fig. /i) et G Tune quelconque de ses 
génératrices. Nous voulons montrer qu'aux divers points de G le plan tangent est toujours le même; 
démontrons pour cela que ceux de deux points Mi, Ms, pris arbitrairement sur G^ se confondent 
A cet effet, tirons une génératrice G' voisine de G, traçons deux courbes de la surface Gi, Gs passant 
respectivement par M^^ M9 et tirons enfin les cordes de jonction^ Mi H'i, Ms M'i, des points où elles 
coupent Gf G'. Lorsqu'on fait mouvoir la génératrice G' afin qu'elle se rapproche de G, ces cordes 
tendent simultanément à devenir tangentes et sont toujours dans le plan des droites G, G'; il en faut 
conclure, en passant à la limite, que les tangentes MiTi, MaTt et la génératrice G sont dans un 
même plan, lequel touche la surface aux points Mi, Mt; le théorème est ainsi établi. 

Comme le cylindre n'est autre chose qu'un cône ayant son sommet à l'infini, et, d'autre part, que 




la position du sommet n'intervient aucunement dans la démonstration précédente, on peut dire 
que le théorème fondamental s'applique également aux surfaces cylindriques. 

344. Du nomlfre de conditions nécessaires à la détermination du plan tangent. — Pour déterminer un 
pian il faut connaître trois de ses points, ce qu'on exprime en disant que la détermination d'un plan 
équivaut à trois conditions. La tangence au cône ou au cylindre équivaut à deux conditions; effecti- 
vement, en faisant rouler un plan sur un cône on peut arriver à le faire passer par un point donné, ou, en 
d'autres termes, le plan tangent est déterminé dès qu'on l'astreint à passer par un point, la tangence 
au cône ou au cylindre équivaut donc à deux points, ou à deux conditions. Le parallélisme avec une 
droite équivagt à une condition : car donner une droite parallèle k un plan, c'est donner un point 
à l'infini du plan. Le parallélisme avec un plan donné équivaut à deux conditioas; effectiveroent, on 
connaît alors la droite à Tinfini du plan cherché, elc. 
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345. Problème I. — Connaissant l'une des projections d'un point placé sur une surface conique, dé^ 
terminer son autre projection {fig. 264, pi. XXIV). — Soient d, d' les projections de la directrice, et 5, s' 
celles du sommet, soit encore m la projection horizontale donnée du point de la surface dont on 
veut la seconde projection. Dans ce but, tirons la projection horizontale sm de la génératrice passant 
au point M et relevons sa rencontre /x avec d, en fi, sur d'; traçant alors la projection verticale sy 
de la génératrice considérée, par le croisement m' de cette droite et de la ligne de rappel du 
point m, on trouve le point demandé. Dans l'exemple choisi on ne trouve qu'une solution, mais 
fréquemmentle problème en offre plusieurs: il y en a autant que de points de rencontre de sm avec^f, 
lorsque les lignes de rappel menées par ces points rencontrent respectivement d' en un seul point. 

346. Problème II. — Connaissant l'une des projections d*un point placé sur la surface d'un cylindre, 
déterminer son autre projection (fig. 265, pi. XXIV). — Soient d, rf' les projections de la directrice et ^, g' 
celles d'une droite déterminant la direction des génératrices, donnons-nous, en outre, la projection 
horizontale m d'un point de la surface d'un cylindre et cherchons la projection verticale de ce point. 

Menons, comme dans le cas précédent, la projection m/»i de la génératrice du point, relevons ^ 
en /, tirons de ce point une parallèle à g' et relevons-y m en m'; m, m' sont les projections d'un 
point placé sur le cylindre. 

347. Problème III. — Mener le plan tangent en un point d'une surface conique. 

Solution générale. — Soient D la directrice et S le sommet de la surface (fig. f^), prenons un 
point M sur celle-ci [et, pour construire une première droite du plan tangent, tirons la génératrice 

/'S 
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SM, laquelle rencontre D en fi; en vertu du théorème fondamental le plan tangent en M doit être 
aussi tangent en /i, et celui de ce dernier point se détermine par la génératrice S^a et par la tan- 
gente T à la directrice D, qui passe au point ft. 

EXÉCUTION DU TRACÉ. — Rcvenous à répure 264, pi. XXIV, donnant les projections d^in point 
m, m' de la surface. Pour construire le plan tangent en ce point nous mènerons la tangente à la 
directrice au point /x, n', laquelle aura ses projections t, t' tangentes à celles (/, d' de cette direct 
trice (§ 142), et alors le plan des droites {t, <'), {sm, s'm'), sera celui qu'il fallait construire. 

348. Problème IV. — Mener à un cylindre un plan tangent par un point de la surface. — C'est un cas 
particulier du problème précédent dont la solution se fait semblablement. Si Ton reprend l'épure 265, 
on voit que le plan tangent en m, m' est défini par la tangente t, t' en {ji, yJ à la directrice, et par la 
génératrice w^, iwy. 

349. Problème V. — Connaissant les projections du sommet et celles de la directrice d'un cône, con- 
struire le contour apparent de cette surface sur les deux plans de projection. — Soient (s, s') les pro- 
jections du sommet et (/, d^ celles de la directrice {fig. 266, pi. XXIV). Sur l'un des plans de projection 
le contour apparent est la courbe de contact des plans tangents perpendiculaire à ce môme plan de 
projection; or, le plan tangent en un point d'une génératrice touche la surface aux divers points de 
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celle ligne; on en conclut que le contour apparent est formé par des génératrices. D'un nuire côlé^ 
d'après le Ihéorème du paragraphe 342, il faut que les projections des lignes du contour apparent 
soient tangentes à celles de la direclricc; le contour apparent est donc déterminé par les tangentes 
à £? ou à d* menées soit de s soit de s\ 

Il importe d'adjoindre aux lignes de contour apparent les projections des généralrices passant 
par les points extrêmes (e, 6'), (/*, /*') de la directrice; projections qui, sans faire partie du contour 
apparent, servent à limiter celles des points de la surface. 

Sur répure on a supposé le cône limité, d'une part]au sommet, de l'autre à la directrice, et l'on a 
indiqué la visibilité qui en résulte pour les diverses lignes (§ 237, 2""* Méth.). 

11 est commode d'employer une directrice plane, cette directrice se place alors le plus souvent sur 
le plan horizontal de projection et le cône se trouve déterminé par les projections 5, s' du sommet 
(fig. 267, pi. XXIV) et par sa trace horizontale D; le contour apparent sur le plan horizontal se con- 
struit comme dans Tépure précédente. En ce qui concerne le contour apparentsur le plan vertical, la 
précédente construction est en défaut; néanmoins le problème se résout simplement en observant 
que les plans tangents perpendiculaires au plan vertical ont pour traces horizontales les tangentes 
aa\ hb' à D (§ 347)^ qui se dirigent perpendiculairement à .ry, il en résulte que les projections 
verticales s'a'^ s!b' des génératrices suivant lesquelles ces plans tangents touchent la surface re sont 
autres que les lignes formant le contour apparent vertical demandé. 

On peut se proposer de construire le plan tangent au présent cône par un point de sa surface. 
Il faut d'abord placer le point sur la surface conique : dans ce but nous prendrons sa projection 
verticale m' à l'intérieur du contour apparent vcitical et dans une position arbitraire; puis, en tirant 
la projection s'm! sur le même plan des génétratrices qui passent par le point choisi, lesquelles se 
projettent horizontalement suivant un système de deux droites rà, sOi, nous déterminerons par les 
rencontres de ces droites et de la ligne de rappel qui passe par m', les projections horizontales m, m^ 
cherchées. On trouve deux points répondant à m'; l'un d'eux rriym' étant choisi, construisons le 
plan tangent, sa trace horizontale est la tangente P menée à la base D par le point 0, cette trace 
et le sommet Sy $' déterminent le plan tangent. Pour construire la trace verticale P' nous eussions pu 
construire celle sur ce même plan vertical de la génératrice de contact sG, 5ô'; mais à cause de 
Téloignement de cette trace sur notre épure, nous lui avons subslitué celle v' de l'horizontale du 
plan tangent qui passe au sommet de la surface. 

350. Problème VI. — Construire le contour apparent d'un cylindre sur les deux plans de projection; 
connaissant les projections d, d' de la directrice et celles ^, ^ de la direction des génératrices, — La 
solution, absolument semblable à celle qui vient d'être donnée, se trouve suffisamment indiquée par 
la figure 268 de la planche XXIY. 

Dans le cas usucl^ où le cylindre est donné par sa trace horizontale et par la direction des pro- 
jections de ses génératrices, on opère encore le tracé comme au précédent paragraphe et l'on trouve 
aisément l'épure 269 de la XXIY* planche. 

351. Problème VII. — Par un point extérieur à la surface d'un cane, lui mener un plan tangent. 
Solution générale. — Soient : £ le cône (fig. /s), S son sommet et M le point extérieur à sa surface. 

Le plan tangent cherché doit passer par M et par S; donc en tirant SM on aura Tune de ses droites. 
Gela dit, en coupant le cône et la droite SM par un plan, que l'on devra choisir avec soin en vue d'une 
réduction des tracés ultérieurs, on trouvera : sur le cône une courbe G; sur la droite un point /x, et 
sur le plan tangent inconnu des droites issues do fiel tangentes à C(§340,Gonséq.III), que l'on tracera. 
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Le plan tangent demandé est actuellement déterminé par Tane des tangentes U on t^ et par la 
droite SM. Le problème offre autant de solutions qu'on peut mener de tangentes à la courbe C par 
un point extérieur u. 

Lorsque SM est parallèle à P, le point ^ est à l'infini; on conduit alors simplement des tangentes 
à la base parallèle à SM, qui déterminent avec cette dernière les plans tangents cherchés. 

Execution de l'épure. — V Le cône est donné par sa trace horizontale D et par les projections s, s' du 
sommet {fig, 270, pi. XXIV). — Soient m, m' les projections du point extérieur donné. Déterminons, 
conformément à la méthode générale, la droite de jonction du sommet au point M à Taidc de ses pro- 
jections sm, s'm\ Adoptons ensuite pour plan sécant auxiliaire le plan horizontal de projection, dont 
les intersections sont : sur le c6ne, précisément la courbe donnée D, sur la droite im, ^m' la trace 6 
de cette ligne, enfin sur le plan tangent Tune des tangentes menées par à D; soit, par exemple, 9j3, 
cette dernière n'est autre que la trace horizontale Q du plan cherché, lequel se trouve ainsi déter- 
miné par la trace Q et la droite sm, s'm'. 

Prenant la trace verticale t' de sm^ s'm\ on a un point de celle du plan cherché ; tirant la droite j3/'^ 
on trouve enfin la seconde trace Q' du plan tangent. 

Il y a une seconde solution que Ton construirait pareillement. 

i* Le cane est donné par les projections s, s' du sommet y par la projection horizontale c de sa base et 
par les traces PaP' du plan de cette base {fig. 271, pi. XXIV). — Tirons toujours «m, s'm\ et, en adoptant 
le plan PaP' comme plan auxiliaire, cherchons la projection horizontale seulement de l'intersection 
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de ce plan avec la droite sm^ sfm^ (§ 69); ensuite conduisons par cette projection ^x une tangente a 
à la courbe c\ cette ligne n^est autre que la projection horizontale de la tangente à la base située dans 
le plan tangent cherché; comme cette tangente appartient au plan PaP', elle a sa trace horizontale 
en 0, celle de sim, s'm' est en t et celle enfin du plan tangent est- la droite de jonction Q des points 0, t. 
Une horizontale du plan tangent menée par m, m' donne par sa trace verticale t/ un point de la 
seconde trace du plan tangent, tirant la droite |3t/, on a enfin la trace verticale du plan cherché, 
lequel se trouve alors déterminé par ses deux traces QjSQ'. 

352. Problème VIIL — Mener à un cylindre un plan tangent par un point extérieur à sa surface. 

Solution gem^rale. — La solution de la précédente question est encore applicable» il suffit de 
supposer que le sommet du cône est à l'infini dans la direction des génératrices du cylindre. 

On joindra ce point à l'infini au point extérieur donné M (fig. ^); en d'autres termes, on mènera 
par M une parallèle aux génératrices du cylindre; puis, coupant par un plan auxiliaire P conve- 
nablement choisi, on trouvera : sur la droite le point &, sur le cylindre la courbe G et sur le plan 
tangent inconnu l'une des tangentes t menées de à G ; dès lors, le plan des droites 0^ M6 
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donnera l'une des solutions du problème. Ce problème offrira évidemment autant de solutions qu'on 
pourra mener de tangentes par 9 à la courbe C. 

Exécution de l'épure. 

1* Le cylindre est supposé déierminépar sa trace horizontale G et par ses contours apparents (fig, 273, 
pi. XXIV), le point extérieur m, m' est quelconque. 

En adoptant le plan horizontal pour plan sécant auxiliaire, prenons, conformément à la méthode 
donnée plus haut, la trace horizontale d'une parallèle aux génératrices du cylindre, et conduisons par 
ce point des tangentes à la base. Soit Q Tune d'elles; cette tangente et le point m, m' suffisent à la 
détermination du plan tangent; pour obtenir sa trace verticale on pourrait construire la trace verticale 
de la droite nzO, m'ô' pour le joindre à |9; mais celte trace verticale est ici trop éloignée, nous l'avons 
remplacée par celle v' de l'horizontale menée par m, m' parallèlement à Q. Le plan tangent a pour 
traces Q(3Q'y celles d'une seconde solution, que le problème admet, n'ont pas été figurées sur notceépure. 

2' Le cylindre est déterminé par les directions g y g' des génératrices^ et par sa base sur un plan P«P', 
le point m, m! extérieur à sa surface est quelconque {fig. 273, pi. XXV). — Pour déterminer tout h la fois 
la grandeur et là position de la base nous donnerons la base Bi rabattue avec le plan PaP', sur le 
plan horizontal, autour de aP prise comme charnière. 

Conduisons par m, m' une parallèle mk, m'K à ^, ^', et, après avoir adopté le plan PaP' de base 
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comme plan sécant auxiliaire^ déterminons sa rencontre n, n' avec la droite mk^ m'k'. Il faudrait 
ensuite mener par n, n' des droites respectivement tangentes aux projections de la base; mais, pour 
éviter le tracé de ces dernières, nous allons simplement chercher le rabattement de la tangente, que 
nous relèverons ensuite : n, n' se rabat en Ni; tirons de ce point l'une des tangentes à Bi ; la trace 
horizontale de celte ligne est placée en e sur la charnière, et comme tel, ce point ne bouge pas 
lorsqu'on relève la tangente. 

Le plan tangent est actuellement déterminé par 6 et par la droite mky w!k ; cette dernière a pour 
traces v'y t. On en déduit celles Bt ou |3Q, |9i/ ou |3Q', du plan tangent cherché. Quant à la génératrice 
de contact dont il est quelquefois utile de connaître la position, on la détermine en relevant d'abord 
la tangente en On, On', ensuite le point de contact en c, c' et en conduisant par ces points des. 
droites ^j, g\ respectivement parallèles à g, g'. 

353. Problème IX. — Construire le contour apparent d'un cône ou d'un cylindre pour une posUion 
quelconque du point de vue. — Ce problème n'est autre que celui du plan tangent au cône ou au 
cylindre mené par un point extérieur à leur surface; effectivement, que l'on place le point extérieur, 
au point de vue, les génératrices de contact des plans tangents menés de ce point donneront les lignes 
dti contour apparent de la surface et les traces de ces mômes plans tangents détermineront ensuite 
les lignes des contours apparents en projection sur les deux plans coordonnés. 
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est parallèle à l'un des plans de projection^ elle offre un méridien parallèle à ce plan, appelé méridien 
principal. 

Il importe dMndiquer uq autre mode de génération des surfaces de révolution, en premier Heu et 
surtout, dans le but de montrer ces surfaces sous un point de vue utile à la résolution de certains 
problèmes; en second lieu, afin de donner un exemple de la génération d'une surface par une courbe 
qui non seulement se déplace suivant une loi déterminée, mais qui, en outre, se déforme pendant le 
mouvement. Dans^ ce mode on considère la surface comme engendrée par un cercle mobile 
dont le plan est perpendiculaire à Taxe, dont le centre décrit cet axe et qui glisse sur la génératrice, 
laquelle sert alors de directrice et règle en même temps les variations du rayon de la génératrice 
nouvelle. 

Nous adopterons pour le tracé des épures relatives aux problèmes que nous aurons à résoudre, 
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dans Tétude des surfaces de révolution, celles de ces surfaces que Ton emploie le plus fréquemment 
dans les arts, parmi lesquelles on trouve au premier rang les surfaces du second degré. 

Une surface de révolution du second degré est engendrée par la rotation d*une conique autour de Vun 
de ses axes. 

Les surfaces de révolution du second degré sont : 

1* L'ellipsoïde de révolution, surface engendrée par la rotation complète d'une ellipse autour de l'un 
de ses axes; lorsque Taxe de rotation se confond avec le grand axe de l'ellipse méridienne, rellipso!de 
est allongé, dans l'autre cas il est aplati. Enfin, quand Tellipse se transforme en cercle la surface 
devient une sphère. 

2° Lhyperboloîde de révolution à une nappe, que Ton engendre par la rotation entière d'une hyper- 
bole autour de son axe non transverse pris pour axe de rotation. 

3" Uhyperboloîde de révolution à deux nappes, engendré par la rotation complète d'une hyperbole 
autour de son axe transverse. Lorsque l'hyperbole se réduit à deux droites les deux hyperboloïdes 
de révolution deviennent des cônes également de révolution. 

i"* Le paraboloïde de révolution, engendré par la rotation entière d'une parabole autour de son 
axe. Comme variété du paraboloïde de révolution il faut signaler le cylindre de révolution, que Ton 
obtient lorsque la parabole se réduit à deux droites parallèles à Taxe de rotation. 

En dehors des surfaces de révolution du second degré on n'emploie guère que le tore circulaire ; 
cette surface est celle qu'engendre un cercle tournant autour d'un axe placé dans son plan. 
Nous aurons cependant à parler du tore général qui est engendré par la rotation d'une conique 
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autour d'une droite située dans le plan de cette courbe, mais non confondue avec l'un de 
ses axes. 

339. Surfaces réglées. — Lorsqu'on peut engendrer une surface par une droite mobile suivant 
une loi déterminée on dit qu'elle est réglée. 

Le cône directeur d'une surface réglée s'obtient en déplaçant toutes ses génératrices parallèlement' 
à elles-mêmes de façon aies faire passer par un môme point pris arbitrairement dans l'espace. 

Le plan directeur d'une surface réglée est le cône directeur obtenu dans le cas où les génératrices 
rectilignes de la surface sont toutes parallèles à un même plan. 

La connaissance de trois directions Df, Dj, D3, est nécessaire et suffisante à la détermination d'une 
surface réglée (flg. ^s)- 

Démontrons-le; soit, à cet effets un point M de Di; établissons simplement que le problème d'as- 
sujettir une droite à passer par ce point M en rencontrant Ds et D3 offre un nombre limité de solu- 
tions; effectivement, les droites cherchées ne sont autres que les rencontres de deux cônes qui auraient 
pour sommet commun M et dont les directrices seraient pour l'un Ds, pour l'autre Ds^ cônes qui 




Fio. eu 

se coupent suivant un nombre limité de droites; sauf dans les cas [où les cônes seraient homothé- 
tiques, alors ils se confondraient et feraient partie de la surface, dont la détermination s'achèverait 
en déplaçant M sur Di. Il est encore un cas exceptionnel, c'est celui dans lequel les cônes ne se 
couperaient pas, on dit alors que le point M est parasite ou virtuel. 

On remplace souvent Tune des courbes directrices par le cône directeur; la surface est bien dé- 
terminée dans ce cas ; il suffit en effet, pour le voir, de transporter le cône directeur parallèlement 
à lui-même en un point de l'une des directrices, de prendre sa rencontre avec le cône auxiliaire 
de même sommet et passant par la seconde directrice, rencontre composée d'un nombre fini de 
génératrices répondant aux données du problème. 

On divise les surfaces réglées en surfaces gauches et en surfaces développables. Les dernières sont 
celles qui peuvent être déroulées de manière à s'appliquer sur un plan sans déchirure ni duplicature; 
les premières sont celles qui ne jouissent pas de cette propriété. Les surfaces coniques et les sur- 
faces cylindriques, pouvant être considérées comme la limite d'une pyramide ou d'un prisme, sont 
développables. 

On appelle hyperboloîdé aune nappe la surface réglée dont trois directrices sont rectilignes. 

Le paraboloide hyperbolique est la surface réglée à plan directeur dont les deux directrices sont 
rectilignes; ou, en d'autres termes, la surface engendrée par une droite qui s'appuie sur deux droites 
en restant parallèle à un plan fixe. 

Le conoïde est une surface réglée à plan directeur dont une seule directrice est rectiligne; quand 
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la directrice rectiHgne esl perpendiculaire au pian directeur, le conolde est droit. Enfin, d'après la 
définition du précédent alinéa, le conoïde se transforme en paraboloïde hyperbolique ou eonoèth 
du second degréy lorsque ces deux dfreotrices sont rectîlignes. 



DU PLAN TANGENT EN GÉNÉRAL. 

340. Théorème fondeiueutal. -^ Si plusieurs courbes tracées sur um surface se croisent en un seul 
point, leurs tangentes en ce point sont contenues dans un même plan,_qui porte le nom de plan tangent à la 
surface au point considéré. — Pour dénaontrer que toutes les tangentes sant dans un même planai il 
suffit évidemment de faire voir qqe trois tangentes quelconques appartiennent touJQurs ik UfV 
même plan. 

Soient troU cpurJ^es.C^.Cs, C8(ag. e^ h> la «urCac^ considérée çt sq awi«^i|k eix^a de l^ jM^iots M* 
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La surface peut être engendrée par une courbe rencontrant Gg, C3 qui se déplacerait tout en se 
déformant et en se rapprochant constamment de C|. 

Considérons l'une quelconque G des positions de la génératrice, et soient Ms, M3 ses rencontres 
sur Cty C3, tirons les droites MM2, MMs, MaMs qui, formant un triangle, sont nécessairement contenues 
toutes trois dans un même plan, et cela quelque voisine que soit la génératrice G de sa limite Ci; 
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il faut en conclure que la propriété aura encore lieu à la limite. Dans le mouvement Ms tend vers M 
conséquemment HMs tend vers la tangente MTa menée par M à la courbe Cs; semblablement MMi 
tend vers la tangente MTs à G^; en ce qui concerne la limite de la corde Mi Ms menée à une courbe 
mobile qui est susceptible d'une déformation et dont les points de section M9, M» sont tous deux 
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mobiles^ OQ peut dire qu'elle donne généralement la tangente MTi en M à la courbe Ci, mais qu*il 
peut se produire des exceptions. 

Il faut mentionner comme cas exceptionnel celui qui se produit sur l'axe Z (fig. «lo) d'une surface 
de révolution engendrée par une courbe Gj coupant cet axe de rotation en M; effectivement, si Ton 
prend deux positions Ci, Ci de la génératrice pour diriger le mouvement d'une courbe mobile C3, 
quand C3 passera par M, la corde Mi M% prendra une position indéterminée dans le plan des tan- 
gentes MTi, MTa, qui ne saurait, par suite, donner la tangente à la limite de G3; la démonstration du 
théorème tombe donc par cela même en défaut; quant au théorème, il est aussi en défaut, attendu 
que les tangentes aux courbes méridiennes donnent un cône tangent et nullement un plan tangent 
à la surface considérée. 

Signalons de ce théorème quelques conséquences évidentes, mais qui sont d'un emploi constant 
dans ses nombreuses applications. 

Conséquence I. — Le plan tangent en un point d'une surface quelconque se détermine par les tangentes à 
deux courbes de la surface passant par le point considéré > 

Conséquence IL — Le plan tangent en un point d'une surface réglée contient la génératrice rectUigne 
qui passe en ce point : en effet, cette droite est à elle-même sa propre tangente. 

Conséquence III. — Si Von conduit par le point de contact d'une surface et de Vun de ses plans tangents 
un plan sécant quelconque^ les sections sur la surface et sur son plan tangent sont tangentes au point consi- 
déré. — Cette propriété est évidente, puisque la tangente à la section sur la surface doit appartenir 
à Tun et à l'autre plan. 

On appelle normale en un point d'une surface la perpendiculaire au plan tangent au point 
* considéré. 

REPRÉSENTATION DES SURFACES 

341. Contour apparent. — Soient le point de vue (fig. A), P le plan de projection considéré 
Cl S une surface quelconque. Traçons un rayon visuel V coupant la surface; soient a^ «3, etc., les 
points de section; a^ qui est parmi eux le plus voisin de 0, est évidemment le seul qui soit visible; 
cherchons à déterminer la ligne de séparation C des points visibles, tels que «i, de ceux, tels que «i, 
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qui sont cachés, ligne qui porte le nom de contour apparent de la surface. Sur cette ligne Oi et a^ 
doivent se confondre, le rayon visuel doit donc devenir tangent à la surface; cette remarque peut 
s'énoncer de la manière suivante : Le contour apparent d'une surface est la courbe de contact du cône 
tangent à cette sw^face dont le sommet est au point de vue^ ou, ce qui revient au même : Le contour apparent 
d'une surface est la courbe de contact de ceux de ses plans tangents qui passent par le point de vue. La 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I. — 1 9 



146 



TRAITE DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



courbe G], donnée par la rencontre du cône circonscrit à la surface avec le plan de projection P^ 
s'appelle le contour apparent en projection de la surface. On peut dire que ce contour est la trace du cône 
circonscrit à ta surface^ dont le sommet se trouve sur le point de vue. 

Considérons (fig. fi) le rayon visuel V coupant P en e, on voit que 6 est intérieur à Ci, et que, par 
suite^ le contour Ci renferme les projections de tous les points delà surface^ à la condition toutefois 
de placer le centre de projection au point de vue 0. 

Dans les épures, le spectateur est supposé à Tinfini sur une perpendiculaire au plan de projection 
considéré (§ 20); en appliquant cette convention, on peut modifier les précédents énoncés et dire : 

!• Ze contour apparent d\ne surface par rapport à Vun des plans de projection est la courbe de contact 
de cette surface avec ses plans tangents perpendiculaires au plan de projection considéré. 

2* Le contour apparent en projection d*une surface n'est autre que la projection de la Hgne de Vespace 
donnant le contour apparent par rapport au plan de projection considéré. — Rappelons que ce dernier 
contour est la limite des projections des divers points de la surface. 

342. Théorème. — Lorsqu'une ligne est tracée sur une surface^ sa projection sur un plan quelconque 
touche le contour apparent en projection de la surface, — Soient 0, P le centre et le plan de projection 
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(flg. /'s), S la surface considérée, C son contour apparent par rapport au plan P, a la courbe consi- 
dérée sur la surface S, » sa projection sur P et c le contour apparent sur P. Les lignes a, C tracées 
sur la môme surface S se rencontrent en des points réels ou imaginaires. Désignons par M Tun de ces 
points, menons-y les tangentes Ti, Ts aux courbes C, O; tirons en outre la génératrice OM du cône 
circonscrit; les droites l'i, T^, OM appartiennent au plan tangent à S en M ; comme ce plan passe par 
le centre de projection 0, c'est lui qui projette simultanément sur P les deux tangentes Ti, Ta, par 
suite et d'après le théorème du paragraphe 142, la trace 6 de ce plan est tangente commune à c, ••; 
c'est là ce qu'on voulait démontrer. Ajoutons toutefois que le contact des lignes w^c, peut être 
imaginaire. 

En terminant ce sujet nous ferons remarquer que le problème de la détermination du contour 
apparent des surfaces n'est autre que celui de la recherche de leurs plans tangents ; c'est donc dans 
le chapitre des plans tangents aux diverses surfaces qu'il faut aller prendre le moyen de les 
représenter. 
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CHAPITRE II 

DES PLANS TANGENTS AU CONE ET AU CYLINDRE 

343. Théorème fondamental. — Le plan tangent à une surface conique est le même tout le long de la 
génératrice. — Soient S le sommet d'une surface conique (fig. /i) et G Tune quelconque de ses 
génératrices. Nous voulons montrer qu'aux divers points de G le plan tangent est toujours le même; 
démontrons pour cela que ceux de deux points Mi, Ma, pris arbitrairement sur G, se confondent 
A cet effet, tirons une génératrice G' voisine de G, traçons deux courbes de la surface Gi, Ct passant 
respectivement par Mi, M3 et tirons enfin les cordes de jonction, Mi M'i, M| M'i, des points où elles 
coupent G, G'« Lorsqu'on fait mouvoir la génératrice G' afin qu'elle se rapproche de G, ces cordes 
tendent simultanément à devenir tangentes et sont toujours dans le plan des droites G, G'; il en faut 
conclure, en passant à la limite, que les tangentes MiTi, MiTs et la génératrice G sont dans un 
même plan, lequel touche la surface aux points Mi, Ms; le théorème est ainsi établi. 

Comme le cylindre n'est autre chose qu'un cône ayant son sommet à l'infini, et, d'autre part, que 
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la position du sommet n'intervient aucunement dans la démonstration précédente, on peut dire 
que le théorème fondamental s'applique également aux surfaces cylindriques. 

344. Du nombre de conditions nécessaires à la détef*mination du plan tangent. — Pour déterminer un 
plan il faut connaître trois de ses points, ce qu'on exprime en disant que la détermination d'un plan 
équivaut à trois conditions. La tangence au cône ou au cylindre équivaut à deux conditions; effecti- 
vement, en faisant rouler un plan sur un cône on peut arriver à le faire passer par un point donné, ou, en 
d'autres termes, le plan tangent est déterminé dès qu'on l'astreint à passer par un point, la tangence 
au cône ou au cylindre équivaut donc à deux points, ou à deux conditions. Le parallélisme avec une 
droite équivagt à une condition : car donner une droite parallèle h un plan, c'est donner un point 
à l'infini du plan. Le parallélisme avec un plan donné équivaut à deux conditions; effectiveroenf, on 
connaît alors la droite à l'infini du plan cherché, etc. 
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345. Problème I. — Connaissant l'une des projections cTun point placé sur une surface conique, rfe- 
terminer son autre projection (fig. 264, pi. XXIV). — Soient rf, d' les projections de la directrice, et », s' 
celles du sommet^ soit encore m la projection horizontale donnée du point de la surface dont on 
veut la seconde projection. Dans ce but, tirons la projection horizontale sm de la génératrice passant 
au point M et relevons sa rencontre ft avec d, en p!, sur d'; traçant alors la projection verticale sy 
de la génératrice considérée, par le croisement m' de cette droite et de la ligne de rappel du 
point m, on trouve le point demandé. Dans l'exemple choisi on ne trouve qu'une solution, mais 
fréquemment le problème en offre plusieurs : il y en a autant que de points de rencontre de sm <ivec «f, 
lorsque les lignes de rappel menées par ces points rencontrent respectivement d' en un seul point. 

346. Problème II. — Connaissant l'une des projections d*un point placé sur la surface d'un cylindre y 
déterminer son autre projection {fig, 265, pi. XXIV). — Soient d,rf' les projections de la directrice cig^ g' 
celles d'une droite déterminant la direction des génératrices, donnons-nous, en outre, la projection 
horizontale m d'un point de la surface d'un cylindre et cherchons la projection verticale de ce point. 

Menons, comme dans le cas précédent, la projection m^i de la génératrice du point, relevons fi 
en fx', tirons de ce point une parallèle à g' et relevons-y m en m' ; m, m' sont les projections d'un 
point placé sur le cylindre. 

347. Problème III. — Mener le plan tangent en un point d^une surface conique. 

Solution générale. — Soient D la directrice et S le sommet de la surface (fig. f^), prenons un 
point M sur celle-ci [et, pour construire une première droite du plan tangent, tirons la génératrice 




SM, laquelle rencontre D en jx; en vertu du théorème fondamental le plan tangent en M doit être 
aussi tangent en /i, et celui de ce dernier point se détermine par la génératrice SfA et par la tan- 
gente T à la directrice D, qui passe au point p. 

Exécution du tracé. — Revenons à l'épure 26-i, pi. XXIV, donnant les projections d'un point 
m, m' de la surface. Pour construire le plan tangent en ce point nous mènerons la tangente à la 
directrice au point /x, ^', laquelle aura ses projections t, t' tangentes à celles d, d' de cette direc- 
trice (§ 142), et alors le plan des droites {t, <'), {sm^ s'm'), sera celui qu'il fallait construire. 

348. Problème IV. — Mener d un cylindre un plan tangent par un point de la surface. —C'est un cas 
particulier du problème précédent dont la solution se fait semblablement. Si Ton reprend l'épure 265, 
on voit que le plan tangent en m, m' est défini par la tangente t, t' en y., yJ à la directrice^ et par la 
génératrice fw^, wiy. 

349. Problème V. — Connaissant les projections du sommet et celles de la directrice d'un cône, con- 
struire le contour apparent de cette surface sur les deux plans de projection. — Soient (s, s') les pro- 
jections du sommet et rf, d' celles de la directrice (fig. 266, pi. XXIV). Sur l'un des plans de projection 
le contour apparent est la courbe de contact des plans tangents perpendiculaire à ce môme plan de 
projection; or, le plan tangent en un point d'une génératrice touche la surface aux divers points de 
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celte ligne; on en conclut que le contour apparent est formé par des génératrices. D'un autre côlé, 
d'après le Ihéorème du paragraphe 342, il faut que les projections des lignes du contour apparent 
soient tangentes à celles de la directrice; le contour apparent est donc déterminé par les tangentes 
à £? ou è cP menées soit de s soit de s'. 

Il importe d'adjoindre aux lignes de contour apparent les projections des génératrices passant 
par les points extrêmes (e, e'), (/*, /") de la directrice; projections qui, sans faire partie du contour 
apparent, servent à limiter celles des points de la surface. 

Sur répure on a supposé le cône limité, d'une part]au sommet, de l'autre à la directrice, et l'on a 
indiqué la visibilité qui en résulte pour les diverses lignes (§ 237, â""" Méth.). 

Il est commode d'employer une directrice plane, cette directrice se place alors le plus souvent sur 
le plan horizontal de projection et le cône se trouve déterminé par les projections s, s' du sommet 
{fig, 267, pi. XXIV) et par sa trace horizonlale D; le contour apparenl sur le plan horizontal se con- 
struit comme dans Tépure précédente. En ce qui concerne le contour apparent sur le plan vertical, la 
précédente construction est en défaut; néanmoins le problème se résout simplement en observant 
que les plans tangents perpendiculaires au plan vertical ont pour traces horizontales les tangentes 
aa^y hb' à D (§ 347), qui se dirigent perpendiculairement à .ry, il en résulte que les projections 
verticales s'a\ s'b' des génératrices suivant lesquelles ces plans tangents touchent la surface re sont 
autres que les lignes formant le contour apparent vertical demandé. 

On peut se proposer de construire le plan tangent au présent cône par un point de sa surface. 
Il faut d'abord placer le point sur la surface conique : dans ce but nous prendrons sa projection 
verticale m! à l'intérieur du contour apparent vcitical et dans une position arbitraire; puis, en tirant 
la projection s'm' sur le m4me plan des génétratrices qui passent par le point choisi, lesquelles se 
projettent horizontalement suivant un système de deux droites s9, sBi, nous déterminerons par les 
rencontres de ces droites et de la ligne de rappel qui passe par m', les projections horizontales m, m^ 
cherchées. On trouve deux points répondant à m'; l'un d'eux m, m' étant choisi, construisons le 
plan tangent, sa trace horizontale est la tangente P menée h la base D par le point 0, cette trace 
et le sommet «, s' déterminent le plan tangent. Pour construire la trace verticale P' nous eussions pu 
construire celle sur ce même plan vertical de la génératrice de contact sQ^sQ'; mais à cause de 
réloignement de cette trace sur notre épure, nous lui avons substitué celle t;' de l'horizontale du 
plan tangent qui passe au sommet de la surface. 

350. Problème TI. — - Construire le contour apparent d'un cylindre sur les deux plans de projection ; 
connaissant les projections d, d' de la directrice et celles i, H de la direction des génératrices. — La 
solution, absolument semblable à celle qui vient d'être donnée, se trouve suffisamment indiquée par 
la figure 268 de la planche XXIY. 

Dans le cas usuel, où le cylindre est donné par sa trace horizontale et par la direction des pro- 
jections de ses génératrices, on opère encore le tracé comme au précédent paragraphe et l'on trouve 
aisément lYpure Wè de la XXIY* planche. 

351. Problème VII. — Par un point extérieur à la surface d'un cône, lui mener un pian tangetit. 
Solution géneralb. — Soient : £ le cône (fig. /*s), S son sommet et M le point extérieur à sa surface. 

Le plan tangent cherché doit passer par M et par S; donc en tirant SM on aura Tune de ses droites. 
Gela dit, en coupant le cône et la droite SM par un plan, que Ton devra choisir avec soin en vue d'une 
réduction des tracés ultérieurs, on trouvera : sur le cône une courbe G; sur la droite un point fA, et 
sur le plan tangent inconnu des droites issues diï fi et tangentes à G (§340, Gonséq. III), que l'on tracera. 
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Le cône auxiliaire ayant même base que le cylindre, on pourra conduire des plans tangents com- 
muns à ces deux surfaces^ lesquels répondront aux conditions du problème. 

Pour déterminer les plans tangents communs au cône et au cylindre, prenons lès traces (v, t;'), 
{hy A')» de la parallèle aux génératrices du cylindre menée par le sommet s, «' du cône, conduisons 
par la trace horizontale A, des tangentes Pi, P2 à la base commune et nous aurons les traces horizon- 
tales de deux des plans cherchés; nous en avons déduit la trace verticale P'i de l'un d'eux; celle 
du second s'obtiendrait de même. 

Il faut se garder de croire que le problème n'offre que deux solutions ; effectivement, si Ton 
conduit deux autres plans tangents au cylindre et parallèles à ceux que nous venons de trouver, 
ces plans, dont les traces horizontales seront les tangentes au cercle P3, P^^ respectivement parallèles 
à Pj, Pi et dont les traces verticales se construiraient facilement, donneront deux autres solutions 
du problème. 

8"" Construire des plans tangents communs à deux cônes homothé tiques. — Gomme les points à l'infini 
sont à eux-mêmes leurs homologues, on peut dire que la section de l'une des surfaces par le plan 
à rinCni est aussi à l'autre surface, ou, en d'autres termes, que les deux cônes ont une base plane 
commune à l'infini ; on est ainsi ramené au troisième cas du présent paragraphe. Appliquant la so- 
lution qui s'y rapporte, on conduira simplement -par le sommet de l'un des cônes un plan tangent 
à l'autre. 

363. Problème XIX. — Construire les plans tangents parallèles entre eux à deux surfaces coniques 
ou cylindriques. — Pour déterminer un système de deux plans il faut six conditions; or, le parallélisme 
des plans que nous voulons construire donne deux conditions (§ 344) et chaque tangence en donne 
en.core deux; en somme nous avons six conditions imposées; le problème est donc possible et 
déterminé. Examinons successivement les trois problèmes qui résultent de celui qui nous occupe. 

1® Mener à deux cylindres des plans tangents parallèles entre eux, — En conduisant un plan auxiliaire 
parallèle aux génératrices des deux cylindres, on mènera ensuite à chaque cylindre un plan tangent 
parallèle au plan auxiliaire. 

2' A un cylindre et à un cône mener des plans tangents parallèles entre eux. ^On construira des plans 
tangents au cône parallèles aux génératrices du cylindre et au cylindre des plans tangents paral- 
lèles aux premiers. 

3" Mener à deux cônes des plans tangents parallèles. — On transporte les génératrices de l'un des 
cônes parallèlement à elles-mêmes au sommet du second cône; dans ces conditions, tous les plans 
tangents se déplacent aussi parallèlement à eux-mêmes; effectivement, un plan tangent est la limite 
du plan de deux génératrices dont l'une se rapproche constamment de l'autre, et les plans de deux 
droites parallèles sont aussi parallèles. 

Après le déplacement les plans qui étaient parallèles se seront confondus, on en déduit la 

marche à suivre dans le tracé: On mènera des plans tangents communs au cône resté fixe et au 

cône auxiliaire; ce qui peut toujours se faire, vu que les cônes ont un sommet commun; puis,* 

on conduira simplement des plans parallèles à ceux-ci et tangents au cône mobile pris dans sa 

position initiale. 

Tous les tracés que nous venons d'indiquer sont connus, sauf cependant celui du déplacement 
parallèle de l'une des surfaces coniques; nous allons donner le moyen qui peut être employé afin 
de le simplifier le plus possible. 

Soient : B la trace horizontale d'une surface conique, s^ s' les projections du sommet de cette sur- 
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face et Si, t^i celles du sommet que l*on veut donner à la surface conique après qu'on l'aura transportée 
parallèlement à elle-même (fig. 283, pi. XXVI). Le moyen le plus naturel d'exécuter le déplacement 
serait de prendre les projections 8$, s'9' d'une quelconque des génératrices et de mener par «i, s'i une 
parallèle à cette droite, dont on prendrait la trace horizontale G^ ; mais il est un moyen plus exact et plus 
simple d'opérer la construction ; en effet, les deux positions considérées du même cône sont évidemment 
homothétiquesy leurs sections par le plan horizontal le seront aussi, et le centre d'homothétie de ces 
sections sera la rencontre » de la droite des sommets avec le plan horizontal de projection; d'un 
autre côté «, Si sont évidemment homologues; de ces considérations résulte le tracé qui suit : Par cm 
menons une divergente quelconque, soit^O l'une de ses rencontres avec B, tirons la droite sB et sa 
parallèle menée par Si; le point de croisement Oi de cette dernière avec la divergente considérée 
&era un point de la courbe cherchée; on en construira ainsi un nombre suffisant pour pouvoir 
déterminer cette courbe. 

Dans le cas d'une surface conique du second degré on pourra construire, par le procédé qui vient 
d'être.indiqué, les sommets de la courbe et achever de la tracer en opérant suivant l'une quelconque 
des méthodes connues. Si la base est circulaire, la construction du centre et d'un point de la courbe 
suffira à son tracé. 

364. Problème ZX. — Soù donné un premier cône de sommet Si et dont la base Bi est dans un 
plan Pi, que Von coupe par un plan Ps et dont on adopte la section obtenue B^ comme base d'un second 




Kic. yj. 



cône dont le sommet Sj est donné; on coupera à son tour ce nouveau cône par un plan P3, qui donnera 
une section B3, servant de base à un cône de sommet donné S3; etc. ; on demande de mener au dernier cône 
que ton obtiendu^a ainsi un plan tangent par un point M extérieur à sa surface (fig. g^. 

MÉTUODB DES PROJECTIONS CENTRALES.— Nous supposcrons, par excmpIc, qu'on se soit arrêté au cône 
dont le sommet est S3 et nous chercherons le plan tangent k cette surface qui passe par M. A cet effet 
tirons S3M et prenant la rencontre ^13 de cette ligne avec le plan P3, nous aurons à conduire 
par pi3 une tangente fijCa à la courbe 83, sans être obligé de tracer cette dernière ; pour y parvenir, 
adoptons pour centre et pour plan de projection S^, Pi et projetons : la courbe B3, la tangente fi3C3, 
le point p3 et le point de contact Ci\ nous trouverons : la courbe Bt, sa tangente fitCi, le point pi|, 
et le point de contact c% de la nouvelle tangente (§ 142). 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I. -- 21 
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En projetant ainsi successivement les diverses tangentes sur les plans de base et en observant 
que fis n*est autre chose que la projection centrale de M sur P3, le centre de projection étant en S», 
on est conduit à la méthode qui suit : On projettera le point donné M en ^^3, ^3 en f^u y^ en |U|, en 
prenant successivement pour centres de projection S3, Sj, Si et pour plans de projection PjjPs, Pi; 
par m on conduira la tangente à Bi et l'on relèvera le point de contact Ci en c^, puis ce dernier point 
Ct en C3; tirant alors les droites S3C39 /X3C3, on aura la génératrice de contact et la tangente à la 
base; le plan tangent sera ainsi complètement déterminé. 

n est évident que certains cônes du système considéré peuvent devenir des cylindres et que le 
point M peut se trouver à l'infini sur une droite donnée, sans que la solution cesse d'être applicable. 



APPLICATION DES PLANS TANGENTS AUX CONES ET AUX CYLINDRES 

A LA RÉSOLUTION DE DIVERS PROBLÈMES 

365. Problème I. — Construire unplan qui passe par une droite damnée et sHncline d'un angle donné 
sur unplan quelconque ou sur l'un des plans de projecUon. 

Solution générale. — Soient : D la droite donnée (fig. ^4), P le plan donné et a Tangle qu'il doit 
faire avec celui que nous cherchons. 

Plaçons sur la droite, dans une position arbitraire, un point S, imaginons un cône de révo- 
lution dont Taxe SZ serait la perpendiculaire à P menée par S et dont le demi-angle au sommet 




FI6. Qi. 

vaudrait le complément de Tangle a donné ; en menant à ce cOne des plans tangents passatit par D 
on aura les plans cherchés : les plans tangents seront déterminés par D et par fùne des tangentes 
k la base du cône sur le plan P, menée du point d rie rencontre de ce plan avec D. Le problème 
otTre par suite deux solutions lorsque D est extérieure au cône, ou, ce qui revient au même, 
lorsque D fait avec t^ un angle moindre que celui qu'on nous donne; si ces angles sont égaux, le 
problème n'a qu'une solution ; enfin, quand l'angle que fait D avec P est supérieur à Tangle a, le 
problème est impossible. 

Exécution wj tracé. — Soient V^V les traces du plan donné [fig. S584, pi. XXVI), d, «f les pro- 
jections de la droite et a l'angle donné* Plaçons le sommet du cône dans une position quelconque », ^ 
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sur la droite d, rf'; puis, en vue d'une réduction du tracé, adoptons une nouvelle ligne de terre x^yi 
perpendiculaire à /3P, et changeons le plan vertical de projection; la nouvelle trace verticale P/ du 
plan donné se construit par la méthode du paragraphe 107; en conservant la longueur et le sens de 
la cote 0-5' du point 5, s', on trouve sa nouvelle projection s'i\ opérant de môme pour la trace 
horizontale 6, ô' de la droite d, d', on obtient le point d'i, qui, joint par une droite à s\, donne la 
projection d'i sur le nouveau plan vertical delà droite d,d'. Cela fail, construisons dans le nouveau 
système de plans de projection Taxe du cône auxiliaire, axe qui est placé dans le aouveau plan 
vertical et sur la perpendiculaire s\z'i à la droite P'i; le même plan vertical contient en outre deux 

génératrices du cône qui font avec l'axe l'angle ^ — «, Tune d'elles se trouve en s\b\ ; Taxe et la 

génératrice tracée étant dans le plan vertical, on obtient immédiatement les pieds z\y b'i de ces 
droites sur le plan donné, il en résulte que z\ est le centre du cercle de base du cône auxiliaire 
et que h\ en est un point de passage. Il faut actuellement construire les tangentes à ce cercle issues 
du point de rencontre a, a'i de (/, d'i avec le plan PjSiP'i. 

Pour cet effet, rabattons le plan PjSiP'i sur le plan vertical en entraînant le cercle et le point; le 
cercle rabattu s'obtient en décrivant du point V| comme centre une circonférence passant en b\^ le 
point a, a\ se rabat sur une perpendiculaire à P'i menée par a'i et à une distance de ce point Aia'i 
égale à Téloignement asa du point. 

Tirons alors au cercle rabattu l'une des tangentes issues de Ai et soit m't sa rencontre avec la 
charnière; en relevant la figure, m'i sera fixe et se projettera horizontalement en m. Le plan 
tangent est actuellement déterminé par ((/i, d\)y (m, m'i); en revenant au système primitif de plans 
de projection il le sera par (d^ d'), (m, m'), on peut alors en déterminer les traces Q,Q' à Taidedela 
construction indiquée sur l'épure. Le problème offre une autre solution que l'on construirait 
pareillement. 

366. Problème IL — Conduire par un point donné un plan qui fasse avec les plans de projection des 
angles donnés. — Soient (m, m'), « et /3 les projections du point et les angles donnés (fig, 285, pi. XXVI)« 
Déterminons un^premier cône ayant pour sommet le point donné nt, m', pour axe la verticale Mm et 

pour demi-angle au sommet^ — a; afln d'obtenir sa trace horizontale conduisons par m, m' l'une 

de ses génératrices de front, la projection verticale m'h' de cette ligne fait avec la verticale du 
point m' le complément de Tangle a donné, sa projection horizontale est la parallèle mh à la ligne de 
terre menée du point m; par la trace horizontale h de cette génératrice on trouve un point de passage 
de la trace du cône; décrivant alors de m comme centre avec mh pour rayon une circonférence 
de cercle, on obtient enfin la trace horizontale cherchée. 

Il faut maintenant déterminer le cône dont Taxe est perpendiculaire au plan vertical; pour éviter 
l'emploi du plan de profil conduit par cet axe, rendons cet axe parallèle au plan vertical à l'aide d'une 
rotation autour de l'axe'du précédent cône, il viendra s'arrêter sur une parallèle à la ligne de terre 
mA, m'z'. Concevons alors la seconde surface conique qui aurait pour axe la droite que nous venons 

de trouver, pour sommet m, m' et pour demi-angle au sommet ~ — ^, et cherchons les plans tan- 
gents communs à ces deux cônes, ces plans seront, après qu'on leur aura fait subir une rotation 
de 90 autour de la verticale du point m, m', ceux que nous devions construire. 

Pour déterminer les plans tangents communs aux deux cônes, employons la Solution de 
Hachette (§ 362) ; en vue de ce but, cherchons à placer sur les axes les centres de deux sphères 
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égales et respectivement inscrites aux cônes; désignant par 7 le rayon commun^ par d et (f les 
distances des centres aux sommets respectifs des cônes, nous aurons : 



ou bien 



y:=rfsin/^ — a)=r/'Hn/| — ;3), 

\/_ ""(r-^) . 

pour trouver un couple de valeurs de d et de (f répondant à cette condition, plaçons arbitrairement 
un point n sur m'A' et tirons une droite c'n faisant avec m' h' l'angle ^ — 19; dans le triangle c'itm' 



on aura : 

, sin(^ — 5) 

on en conclut que, si Ton fait (f=c'm', on aura d!=c'n; prenant alors m V=c'n, les points c', »' seront 
les centres de deux sphères égales. On voit alors que les centres d'homothétie des sphères auxiliaires 
sont, Tun au milieu de c'm', Fautre à l'infini sur c u'. Il faut actuellement construire par chacun 
de ces centres les plans tangents au cône dont l'axe est vertical, ce qui donnera quatre plans deux à 
deux symétriques par rapport au plan de front du point m, m', et par rapport au pian de profil de ce 
même point, la connaissance de Tun des quatre plans suffira donc pour trouver les trois autres. 

Sans construire le milieu de la droite c'»', nous chercherons les plans tangents parallèles 
à {cWffnh)\ à cet effet, menons par m, m' une parallèle à cette droite et construisons sa trace hori- 
zontale hiy par laquelle les plans tangents doivent passer après la rotation, revenant à la position 
naturelle cette trace se placera soit en 6 soit en t indifféremment, ce qui justifie une fois de plus la 
symétrie que nous avons signalée plus haut. Ou peut alors profiter des deux positions 6, t prises par ht 
pour trouver immédiatement les quatre traces horizontales des plans cherchés; il suffit pour cela de 
conduire par les points 6, t les quatre tangentes Pi, P|, Ps, P4, à la base du cône dont l'axe est verti- 
cal; quant aux traces verticales correspondantes on observe que ces quatre plans s'entrecoupent suivant 
quatre droites dont deux sont de front ; traçant alors les projections mOi, m'O'i de l'one de ces droites, on 
a la direction de deux des traces verticales cherchées, ce qui permet de tirer ces deux traces P'i, P'4> 
les deux autres P'i, P'3 peuvent se trouver par symétrie. 

Discussion. - - Prenons pour plan de la figure le plan vertical de projection (fig. 95), et soient m'a/ y 
m'z' les projections verticales des axes des cônes après la rotation de 90* mentionnée plus haut ; 
traçons la droite de jonction des projections t', »' des centres des sphères égales, ainsi que les pro* 
jectioDS verticales m'g\ nig\ des génératrices de chaque cône qui, situées dans le plan de la figure, 
sont comprises dans l'angle XMZ. 

Le triangle rectangle m!dm' donne la relation 



^11' fù su If' 
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mais nous avons trouvé la relation 



osant 






sin(| 



-4 



sin(|-«) 



|— P— p', J— « — 




N 



on aura 



Fio. g%. 



m'c' sinj3' 

î/tVr"sina" 



ou bien, en comparant la première égalité à la dernière, 

sînw' sinS' 



j • 



sine* sina ' 

si m'=P\ on aura d^J, et comme J + &=i^, les deux cônes se toucheront [et on trouvera la 
figure g^y dans laquelle, par suite de Tégalité des angles m' 9 /3', on a, en désignant par k le point de 
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croisement des droites my, cW, régalité des côtés •t'A', mT; de même ou aura celle des côtés m'A', 
e'Iif ; on en conclut que k! n'est autre que le milieu yf de e't»', le point de l'espace qui se projette en 11 
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est donc sur la surface des deux cônes, ceux-ci sonl donc tangents et le problème n'offre que deux 
solutions. On aura dans ce cas a' + t5' = f **" 5 "~« + 5"".^ = ^ ou encore a + ;3 = ^ , c'est 

là une des conclusions déjà données au paragraphe 186 de la discussion du. présent problème; en 
continuant de même on trouverait facilement les deux autres conclusions du paragraphe précité. 

367. Problème III. — Conduire par un point donné un plan qui fasse avec deux plans des angles 
donnés. — Gomme dans le problème II (§ 366), on construira à un cône auxiliaire des plans tangents 
passant par les centres de similitude de deux sphères égales; ce tracé, en tout semblable au précédent» 
ne saurait offrir aucune difficulté. 



CINQUIÈME CAS DE L'ANGLE TRIÈDRE 

368. Problème IV. — Construire les éléments inconnus d'un trièdre dont on donne deux dièdres et la face 
opposée à Cun d'eux. — Soient donnés les deux dièdres A, B et la face b opposée à B. Plaçons 
{fig. 286, pi. XXVI) sur le plan horizontal de projection le plan de la face inconnue adjacente aux 
deux dièdres donnés, en a^i^ant soin de faire en sorte que l'arête Sa du dièdre A adjacent à la face 
donnée se dirige perpendiculairement à la ligne de terre xt/, le plan PaP' de la face b aura sa trace 
horizontale «P sur Sa et sa trace verticale aP' inclinée de L'angle A donné sur la ligne de terre. 

Tirant une droite St;'i inclinée sur aS de l'angle b donné, nous aurons le rabattement, autour de aS 
et sur le plan horizontal, de la face donnée; pour la relever, décrivons dupoint a comme centre tin arc 
de cercle partant du point de rencontre v'i de l'arête rabattue et de la ligne de terre pour s^arrêter 
en 9\ sur aP'; C8 point 7' se projettera horizontalement sur la ligne de terre en <r et sera à l'arête 
du dièdre inconnu. Actuellement, tout se réduite mener un plan par la droite dont les traces 
sont S^ o et qui s'incline de l'angle B donné sur Thorizon, ce problème vient d'être résolu (§365). En 
appliquant la construction qui s'y rapporte, nous tracerons la verticale do^ du point a-', la droite a'b' 
dont l'écartement angulaire avec xy est égal à celui du dièdre B et le cercle décrit de o* comme 
centre avec aff pour rayon. 

11 faudra alors conduire par la droite dont les traces sont S» <r' un plan tangent au cône dont le 
sommet est a', o- et qui a pour base le cercle qui vient d'être décrit; la trace horizontale de ce plan 
sera la tangente ST menée du point S à la base du cône et, pour déterminer le Irièdre^ nous 
connaîtrons: une face aST, la projection a d'un point de l'arête opposée et la cote ac' de ce point. 

Nous retombons ainsi sur le problème fondamental. La seconde tangente au cercle de base don- 
nerait pour le dièdre opposé à la face connue le supplémentaire de B, il faut donc la rejeter. 
Pour que le trièdre soit possible il faut et il suffit que son supplémentaire le soit, c'est-à-dire que 
l'on ait (§ 231) 

sin (180 — B) > sin (180 — *) sîn (180 — A), 
ou 

sinB^sinfrsinA; 
telle est donc la condition de possibilité du trièdre considéré. 
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SIXIÈME CAS DE L'ANGLE TRIÈDRE 

369. Problème V. — Connaissant les dièdres d*un trièdre construire ses faces. — Figurons les traces 
PAP' d'un plan perpendiculaire au plan vertical et incliné de Tun A des angles donnés sur rhorizon 
(fig. 287, pL XXYI); prenant alors un point quelconque s', s du plan vertical de projection, nous 
saurons construire (§ 367) un plan qui s'incline des deux autres angles donnés sur le plan PAP' et 
sur le plan horizontal de projection. 

Il est alors manifeste que ce plan, celui PAF et le plan horizontal de projection détermineront 
un trièdre satisfaisant aux conditions du problème. 

Il reste donc simplement à construire un plan passant par <, /, s'inclinant sur l'horizon de 
l'angle B donné et sur le plan PAP' du troisième angle C également donné. Construisons le c6ne 
auxiliaire de sommet 5, s' dont Taxe est la verticale s' s et dont une génératrice, placée sur le plan 
vertical, sera la droite sf 6 formant avec l'axe le complément de B. 

Passons au second cône auxiliaire dont l'axe est la perpendiculaire sfçf au plan PAP', et, sans 
achever de le déterminer, occupons-nous de construire les centres de* deux sphères égales inscrites 
dans ces cônes; d'après le tracé établi au paragraphe 366, menons par un point quelconque a de la 
génératrice s'Q la droite a& qui fait avec cette génératrice le complément du troisième angle 
donné C; reportons ensuite le segment o'a de cette droite en s't/; les points o', »' seront les projec- 
tions verticales des centres des deux sphères. 

Au milieu |ft' de la droite 6 m' de jonction des deux eenttres que nous venons de trouver, se place 
le centre d'homothétie inverse des sphères, et l'un des plans tangents cherchés a pour trace ver- 
ticale la droHe-^iimit ^^ t', on en éédnil innnédntenMt im point B de latmoe liornontale de 
ce plan, et, par suite, la trace elle-même, qui n'est autre que la tangente menée du point B au 
cercle figuré sur Tépure. 

La droite de rencontre du planque nous venons de construire avec P'AP a pour trace tf, £, 
ce dernier point est le sommet du trièdre, AzB en est une face et le point c' appartient à la fois 
à la troisième arête et au plan vertical; comme point du plan vertical il se projette sur le plan 
de la face ASB en c et sa cote comptée au-dessus de cette face est égale à Ce. 

En somme, nous connaissons actuellement une face AzB, la projection c d'un point de l'arête 
opposée sur le plan de cette face et la cote c'c du point. Nous sommes encore conduits à la question' 
préliminaire (§228). 

Nous eussions pu construire la seconde tangente passant par B au cercle tracé sur l'épure, 
elle nous eût donné un trièdre symétrique, par rapport au plan vertical, de celui qui vient d'être 
déterminé, ou, plus simplement, attendu qu'un angle solide n'a qu'un symétrique, le symétrique 
du trièdre considéré en premier lieu ; mais, comme il s'agit uniquement de déterminer les éléments 
du trièdre et non le trièdre lui-même, ce symétrique est inutile dans la présente question. 

En ce qui concerne le centre direct de similitude observons qu'on peut l'employer, sans rien 
changer au cône qui sert à la détermination du plan tangent, pour construire le trièdre qui aurait pour 
dièdres A, G, et le supplément de l'angle aigu B; c'est-à-dire que ce centre servira chaque fois que 
le dièdre B sera obtus, et donnera à son tour deux trièdres symétriques dont un seul sera utile. 

Pour que le trièdre soit possible il faut et il suffit que le trièdre supplémentaire le soit; dési- 



168 



TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



gnons par A, B, G les trois dièdres du trièdre considéré, les faces du trièdre supplémentaire 
seront 180— A, 180— B, 180^0, et, si l'on suppose que A soit le plus petit dièdre, les conditions 
cherchées seront : 

180— A < 180— B +180— C, 



ce que Ton peut écrire 



0<180— A-f 180~B + 180 — C<360; 

180 + A>B+C, 
3.180>A+B + G>180. 



Remaboue. — La discussion du troisième et du cinquième cas n'a pas été donnée avec tous les 
détails qu'elle comporte; pour la faire, on pourra remarquer que la section du trièdre par une 
sphère ayant son centre au sommet d^ cet angle solide, est un triangle sphérique dont les côtés 
mesurent les faces du trièdre et dont les angles sont précisément les rectiiignes des divers dièdres 
de ce trièdre; après cette remarque la discussion se réduira à celle du triangle sphérique corres- 
pondant, question qui se résout en géométrie. 



CHAPITRE III 

PROPRIÉTÉS DES COURBES PLANES OU GAUCHES ET LEURS PROJECTIONS 

370 Comme nous l'avons déjà dit au paragraphe 337, une courbe est le lieu des positions succes- 
sives d'un point qui se meut dans l'espace suivant une loi déterminée. 
Le déplacement du point mobile est généralement continu, il faut donc que la courbe qui en 
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résulte le soit aussi; cette remarque est pleinement justifiée par les courbes fermées; montrons qu'elle 
l'est encore pour les courbes à tranches infinies. 

Considérons des divergentes successives OAi, 0A2, 0A3....0A^ (fig. ^7), dont la dernière est pa- 
rallèle à l'asymptote uv de la courbe et d'autres divergentes oai^ ocs, etc.; observons que pour deux 
positions de la divei^ente voisines et situées de part et d'autre de celle qui est parallèle à uv on 
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trouvera deux points, très éloignés du point 0, faisant partie de deux branches de la courbe consi- 
dérée, branches qui devront se rejoindre là, où les extrémités de la droite OAg^ se rejoignent 
également. 

En somme les deux points à Tinfini de la courbe se réunissent au point à Tinfîni de jonction 
des extrémités de la droite OA^^ (§2). On peut donc considérer une courbe à branches infinies comme 
une courbe fermée et continue. On voit encore qu'une courbe a autant de branches infinies qu'elle 
offre de points à l'infini et que ces branches sont composées de deux parties réunies par les points 
à rinfini correspondants. 

371. Enveloppes et enveloppées. — On peut définir le point mobile qui engendre une courbe, 
par la limite de l'intersection des positions successives d'une courbe qui se déplace suivant une loi 
déterminée, soit en conservant sa forme, soit en se déformant suivant une loi également déterminée. 
La courbe ainsi décrite prend le nom d'enveloppe et les positions diverses de la courbe mobile s'ap* 
pellent \es,enveioppées de la première. 

Pour justifier cette définition il faut démontrer que les points de rencontre ont une limite. 

Nous dirons qu'une courbe se déplace suivant une loi déterminée, en conservant sa forme ou en 
se déformant suivant une autre loi déterminée, lorsque son équation sera fonction d'un paramètre 
variable a; soit donc f{x^ y, a)=0, l'équation de la courbe variable. Attribuons au paramètre une 
valeur particulière ^i, l'équation de la courbe correspondante sera 

laissant celte courbe fixe, considérons une courbe voisine, pour laquelle ai prend la valeur ai -}- «« 
a étant très petit, l'équation de la nouvelle courbe sera 

f{x,y,ai + *)=0', (2) 

les coordonnées des points de croisement des deux courbes vérifient les équations (1) et (2), elles 
vérifieront donc l'équation 

a 

m 

£n donnant a a des valeurs de plus en plus petites et tendant vers zéro, faisons varier la courbe 
représentée par l'équation (2; qui tendra également vers sa limite; Tcquation (3) deviendra alors : 

raÂx, y, a,)=0. (4) 

En observant que la courbe donnée par (1) coupe généralement les courbes voisines en plusieurs 
points, on voit que ces derniers auront -à la limite des positions bien déterminées, qui seront celles des 
points de rencontre des lignes représentées par les équations (1) et (4), c'est là ce qu'il fallait établir. 

372. Théorème. — L'enveloppe est tangente à toutes ses enveloppées. — Soient c l'une des enveloppées 
supposée fixe (fig. jTs), Ci l'une des positions de l'enveloppée mobile qui précède la courbe c et c^ Tune 
de celles qui la suivent; Ci, c, coupent e aux points Mi, Ma, lirons la corde de jonction de ces points, 
et, laissante fixe, faisons tendre ci, Cj vers c; Mi, Mj tendront vers un seul point de c, pour lequel 
la limite delà corde MiMj sera tangente d'abord à c; puis, à la limite de la courbe qui passerait 
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par les poinU d'inlersectioQ Hi M«... etc., d'une suite d'eaveloppées Uès voisines, limite qui n'est 
autre que Tcnveloppe. La courbe enveloppe touche donc l'une des enveloppées au point dont elle est 
le lieu géométrique. 




Fia. Qn. 

m 

373. Courbe géométriqae. — Covrbe graphique. — Courbe d'erreur. — On nomme cow^be, 
géùmétriqvte une courbe susceptible d'une définition géométrique; au contraire, lorsqu'une courbe 
n'est pas susceptible d'une telle définition, on Fappelle courbe graphique. 

Les courbes d'erreur sont celles qui servent à résoudre approximativement certaines questions. On 
les obtient en traçant des solutions approchées comprenant certains points variables suivant une 
fonction simple de l'erreur, et en unissant ces points par une courbe; le point de cette courbe où 
Terreur est nulle correspond h une solution qui répond aux conditions du problème. 

Pour préciser donnons des exemples. 

374. Problème. — Construire la tangente en un point d'une courbe graphique. -^ Soient C, M (fig.^o) 
la courbe donnée et le point de contact de la tangente cherchée* 

Décrivons de M comme centre avec un rayon arbitraire une circonférence Ci et traçons des 
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solutions approchées, c'est-à-dice des sécantes issues de M, en ayant soin de faire en sorte, ce qui^t 
d'ailleurs toujours très facile, que la sécante pour laquelle l'erreur est nulle, laquelle n'est auti*e que la 
tangente chercliée, soit placée à l'intérieur du faisceau des sécantes considérées. Ces sécantes coupent 
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la courbe aux points 1, 2, 3^ 4, et le cercle en A, B, D^ E; reportons les segments Ml, M3, M3^ M4 sur 
les divergentes correspondantes à partir du cercle et en conservant le sens de chacun d*euz> nous 
trouverons les points 1\2',3', 4', dont la position par rapporta la circonférence auxiliaire est 
fonction de l'erreur commise; plus le point est éloigné de la circonférence, plus le second point 
de la sécante est éloigné du premier M^ plus l'erreur est grande» et» là, où le point atteint le 
cercle. Terreur est nulle ; la sécante correspondante est par suite tangente à la courbe. 
• La courbe d'erreur est donc celle de jonction des points 1'. 2\ 3', 4'; traçons-la et prenons sa 
rencontre /a avec Ci; la droite de jonction des points M/a sera la tangente cherchée. 

375. Prohlôme. — Trouver le point de contact d'une tangente menée à une courbe graphique pa»' un foint 
extérieur. — Soient C, M (Qg. ^^o) la courbe et le point extérieur donnés; traçons des solutions ap- 
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prochées en tirant des sécantes issues du point M; par leurs points de rencontre avec G menons des 
parallèles à une direction quelconque. Portons sur ces parallèles, de part et d'autre des Nantes 
respectives, des longueurs égales aux erreurs correspondantes. Ainsi pour la première sécante Ml nous 
prendrons les longueurs lA, 1^£ égales à Terreur 11'; puis, pour, la deuxième, 2B, S'F égales à ^2', etc. 
En unissant les points D, B^ A. £, F, G ainsi obtenus^ par un trait continu, nous aurons^ d'après la loi 
de continuité, avec toute Texactitude que comporte la méthode graphique, la courbe d'erreur 
cherchée. L'erreur est nulle au point de rencontre y de la courbe donnée et de celle que nous venons 
de tracer, ce point est donc celui^ofi se fait le contact de la tangente, et la droite de jonction des 
points M, 7 n'est autre que la tangente cherchée. 
376. Points remarquables et points singuliers. — On nomme points remarquables ceux qui 




offrent une particularité^ sans que pour cela la définition ordinaire de la tangente conduise à une 
indétermination; les points en lesquels Tindétermination se produit s'appellent points singuliers 
de la courbe* 
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Les points à Tinfinî sont des points remarquables d'une courbe. 

Les points le plus haut ou le plus bas sont des points remarquables en lesquels la tangente est 
horizontale. 

Points d'inflexion. — Ces points sont ceux pour lesquels la tangente traverse la courbe. Soit G une 
courbe (6g. Ai) qui offre un point d'inflexion H; menons de ce dernier poiot une sécante MAi voisine 
de la tangente, elle coupera la courbe en deux points Ai, A9 qui se confondront à la limite avec le 
point de contact M, lorsque la sécante se rapprochera delà tangente; on voit par là qu'en un point 
d'inflexion le contact de la tangente est plus complet qu'en tout point quelconque de la courbe; cette 
ligne offre en M trois points confondus communs avec la courbe. 

Passons maintenant aux points singuliers. 

377. Points de rebroussement. — Ce senties points (Gg. As^ A3) pour lesquels le mobile qui décrit 
la courbe revient sur lui-môme, mais de telle sorte que la tangente varie d'une manière continue. 

On distingue deux espèces de points de rebroussemcnt. Ceux de première espèce (fig. h^) offrent 
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deux arcs placés de part et d'autre de la tangente ; lorsque les arcs sont d'un même c(^té de la 
tangente (fig. As), le rebroussemcnt est de seconde espèce. 

378. Point multiple. — Point double. — Il peut se faire (flg. A4) que le mobile décrivant la courbe 
passe plusieurs fois par le même point ; ce point est alors un point multiple de la courbe. La définition 
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ordinaire de la tangente donnant lieu à une indétermination lorsqu'on l'applique aux points multiples, 
ces points sont donc singuliei^s. 

Pour lever l'indétermination, on considère le point qui décrit la courbe dans des positions 
Al, A.2, A3 etc., voisines du point multiple, et on cherche la limite des droites de jonction des divers 
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points A|, Aï, A3, etc., au point multiple M; il suit de là, qu'en un point multiple il y a autant de 
tangentes que de passages du mobile. 

Quand le mobile passe deux fois (flg. A&) par un même point d'une courbe, on dit que ce point est 
tcit point double de la courbe. 
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Il est très essentiel d'observer que la projection d'une courbe a un point double chaque fois qu'une 
oième projetante rencontre en deux points la courbe de l'espace; comme on le voit sur la figure h^. 
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379. Point anguleux. —C'est celui pour lequel le mobile qui décrit une courbe change brusquement 
de direction (fig. h^); celle-ci offre alors deux tangentes distinctes en ce point singulier. 




if 



T. 
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PLAN OSCULATEUR 



380. Définition. — Considérons une courbe C (fig. h^), Tim de ses points M et la tangente T cor- 
respondante; imaginons un plan quelconque conduit par MT et coupant la courbe en un point A 
Toisin de M; faisons mouvoir le plan et le point A de telle sorte que ce dernier se rapproche 
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constamment de M en tendant vers ce même point M; à la liitiile» le plan prend une position bien 
déterminée et reçoit le nom de plan osculateur à la courbe en M. 
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381. Le plan osculateur traverse la courbe. — En effets d'après la loi de continuité^ quand A 
aura franchi le point M puur venir prendre des positions telles que Â^, le plan sécant conduit par la 
tangente MT et le point mobile Â franchira le plan osculateur pour passer de l'autre côté de ce plan; 
on en conclut que les portions de courbe placées de part et d'autre du point M et dans le voisinage 
de ce point, sont aussi de part et d'autre du plan osculateur, ou, en termes plus simples, que le plan 
osculateur traverse la courbe, 

La propriété importante qui vient d'être établie a des exceptions; effectivement^ il peut se faire 
que le plan sécant conduit par MT (fig. h^ coupe la courbe en deux points A, B voisins de M placés de 
part et d'autre de celui-ci, et que cette circonstance se reproduise pour toutes les positions A, A', etc., 
que prend A lorsqu'il tend vers M; alors deux points communs au plan et à la courbe viennent simul- 
tanément se confondre avec les deux points déjà confondus sur la tangente T; le plan osculateur 
touche plus complètement la courbe, il est en effet la limite d'un plan conduit par quatre points de 




Fig. /i0. 



celle-ci qui tendent à se confondre. Il est bien évident qu'un tel plan ne traverse pas la courbe; la 
propriété générale donnée plus haut peut donc tomber en défaut, mais seulement pour certains 
points particuliers. 

Le théorème qui suit donnera un exemple du cas exceptionnel qui vient d'être signalé. 

382. Théorème L — Chaque fois que la génératrice d'un cône est tangente à une courbe de sa surface^ 
le plan osculateur de la courbe au point de contact touche la surface au même point, — Soient : S la surface 
conique (fig. Aio), S son sommet, G l'une de ses génératrices, C une courbe tangente en M à G. 
Considérons une génératrice 6i voisine de G et le plan des droites 6, Gi, lequel contient évidemment 
les points de rencontre Ai, As de Gi et de G. 

Lorsque Gi se rapproche de G en tendant vers cette droite, le plan GiSG tend'simultanéatent vers 
le plan tangent au cône en M et vers le plan osculateur de. ia courbe en ce même point lf«'Ln 
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proposilioD est donc démontrée ; il importe d'observer qae le point M est un point particulier 
de la courbe^ car en ee point le plan oscnlateur ne la traverse pas et a en commun avec elle 
quatre points. 




V 



-f/ p 
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383. Théorème II. — lat^squ'en tui point d*une courbe la projetante appartient au plan osculateur^ la 
projection de la courbe est tangente à la trace du plan osculateur sur le plan de projection considéré, 
et présente une inflexion au point de contact. — Soient : S, P (ûg. t'i) le centre et le plan de pro- 
jection; C, c la courbe et sa projection; M un point de G en lequel le plan osculateur contient la 
projetante SM» m la projection de ce point T, t les tangentes aux points M, m. 

Le plan osculateur contient la tangente T par définition et la projetante SM par hypothèse, il en 
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faut conclure que ce plan n'est autre que celui qui projette T sur P et, conséquemment, qu'il a 

pour trace sur P la projection t de la tangente, c'est-à-dire la tangente en m à la projection. 
D'autre part, le plan osculateur traverse généralement la courbe, il en résulte que la projection c 

doit être placée de part et d'autre de la trace t du plan osculateur; trace qui n'est autre que la 

tangente à c en m; le théorème est ainsi établi. 
Dans le cas usuel de projections orthogonales le théorème peut s'énoncer de la manière qui suit : 
384. Théorème IP'*. — La projection d*une courbe sur un plan perpendiculaire à l'un de ses plans 
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osculateurs^ touche la trace du plan osculatew* et offre en son point de contact une inflexion, — En 
appliquantle plan osculateur sur le plan horizontal, Tépure se présente comme sur la figure tf. 
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385. Théorème lll. ^^ Lorsqu'en un point d'une courbe la projetante touche la courbe^ la projection 
est tangente à la trace du plan osculateur correspondant et offre, en son point de contact, un rebroussemeni 
de première espèce. — Soient : S, P le centre 6t.le plan de projection (flg. t'a); C, c la courbe et sa 
projection; SM la projetante qui touche la courbe; M, m le point de contact de cette projetante et 
sa projection. 

La projection de la tangente SM se réduit ici à un point m et ne donne plus la tangente à la 
projection; démontrons que cette dernière n'est autre que la trace tAxx plan osculateur en M. 

Considérons une projetante S/a voisine de sm et le plan mS/x, dont la limite est le plan osculateur 
à C en M, la sécante m» aura pour limite la trace mt de ce plan osculateur; cette trace donne donc la 
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tangente à la portion de la courbe c placée en avant du plan osculateur; on démontrerait de même 
que l'autre partie de la courbe c est encore tangente à mt. 

Le plan osculateur traverse la courbe, donc mt doit aussi la traverser, et comme la courbe C est 
tout entière d'un même côté de sa tangente SM, elle sera d'un même côté du plan perpendiculaire au 
plan osculateur conduit par Syn, par suite sa projection c se trouvera d'un môme côté de la trace 
sur P du plan perpendiculaire; cette projection offrira donc bien en m un rebroussemcnt de première 
espèce. 

Dans le cas usuel d'un système de projections orthogonales on modifie Fénoncé du présent 
théorème delà manière suivante 

386. Théorème IIP^. — La projection d'une courbe gauche sur un plan perpendiculaire à Fune de ses 
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tangentes^ touche la trace du plan osculateur conduit par cette tangente et offre ^ au pied de cette dernière^ un 
fioint de rebroussement de première espèce. — En plaçant le plan osculateur sur le plan horizontal et la 
tangente sur une perpendiculaire à la ligne de terre on obtient la figure û. 

Les deux derniers théorèmes démontrés conduisent aux deux propriétés qui suivent : 1* Tout 
cône dont une génératrice se trouve dans le plan osculateur en un point de sa directrice, présente 
suivant cette génératrice une inflexion, ou, en d'autres termes, toutes les sections planes du cône 
offrent sur celte aréle des points dinflexion. 

i* Lorsque l'une des génératrices d'un cône est tangente à la directrice, le cône offre 1c long de 
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cette génératrice un rebrousscment de première espèce ; ce qui veut dire que toutes ses sections 
planes présentent sur cette même arête un point de rebrousscment. 

387. Remarque. — Dans le cas de la figure Aïo, en prenant pour centre de projection S et en pro- 
jetant C sur un plan quelconque, on trouve évidemment une courbe qui offre un point de rebrous- 
sement de seconde espèce dont les deux parties se confondent: le théorème III (§ 385) tombe donc 
en défaut dans ce cas; il faut bien se garder de croire qu'il y ait contradiction ; il y a simplement là 
une exception à la règle générale^ exception qui se produira chaque fois que le plan osculateur 
offrira quatre points en commun avec la courbe. 



CHAPITRE IV 

l^LANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION. — CONTOUR APPARENT 



388. Théorème. — Dans toute surface de révolution le plan tangent est perpendiculaire au plan 
méridien du point de cow/ac/. — Soient : Z l'axe de la surface (fig. I5), C le point de contact du plan 
tangent, M la courbe méridienne de ce point, •• le parallèle du môme point et le centre de ce 
parallèle. 

Le plan tangent en G contient la tangente CT au parallèle, droite qui est tout à la fois perpen- 
diculaire au rayon CO et, en direction^ à Taxe Z; conséquemmeut^ CT est encore perpendiculaire au 
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plan méridren COZ, il en est par suite de môme de tout plan condott par celte droite et en particulier 
au plan tangent considéré. 



I • 




Ti M 
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389. Corollaire I. — La normale en un point cTune surface de révolution n'est autre que celle du 
méridien de ce point. -— Conservons la précédente figure et traçons-y la tangente GTi au méridien M, 
ainsi que la normale GN à la surface, cette normale est dans le plan méridien considéré; en effet, ce 
dernier est perpendiculaire au plan tangent et, comme la normale est aussi perpendiculaire à ce 
plan et qu'elle part d'un point G situé dans le plan méridien, elle sera bien cootenue dans ce dernier; 
d'un autre côté, la normale GN est perpendiculaire à toutes les droites du plan tangent et en particulier 
h la tangente GTi au méridien du point G. La droite GN est donc à la fois normale à la surface et au 
méridien; le théorème est ainsi démontré. 

En général, pour mener la normale en un point d'une surface il faut déterminer son plan tangent 
et lui conduire une perpendiculaire par le point de contact; les surfaces de révolution oflVent cette 
particularité, importante à noter^ que la normale peut s'obtenir indépendamment du plan tangent et 
qu'elle peut même servir, comme on le verra plus loin à le déterminer ou à le remplacer. 

Remarque. — Le long d'un parallèle^ les normales à une surface de révolution ou les tangentes aux 
divers m&idiens de la surface^ constituent un faisceau, dont le sommet est sur l'axe. — Conservons encore 
la figure /&, et désignons par 0, Oi, les points de croisement de la normale GN et de la tangente GT| 
avec Taxe z. En imprimant aux droites GN, GT un mouvement de rotation autour de Z, les points 
G et Oi seront fixes, ce qui justifie la remarque qui nous occupe. 

390. Corollaire II. — Lorsqu*une surface de révolution offre un [méridien principal par rapport à un 
plan de projection, ce méridien est le contour apparetit de la surface relatif à ce même plan de projection. 
— Ge corollaire est presque évident, il le devient tout à fait si Ton observe que les plans tangents le 
long du méridien considéré sont perpendiculaires au plan du méridien (| 388) et, par siute, au 
plan de projection correspondant. On voit semblablemenl que toute surface de révolution 
dont l'axe est vertical et qui offre un collier ou un équaleur, a pour contour apparent horizontal le 
collier ou Téquateuf . 

SURFACES ENVELOPPES 

391. Définitions. — On peut déterminer la courbe mobile qui engendre une surface par la limite 
de Tintcrseclion des positions successives d'une autre surface qui se déplace suivant une loi déter- 
minée, soit en conservant sa forme, sort en se déformant suivant une loi également déterminée. 
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La surface que l'on engendre ainsi prend le nom de surface enveloppe^ celle qui sert à sa généraliou 
est nommée sur face enveloppée et la courbe qui l'eDgendre s'appelle camcté^istique. L'existence de la 
courbe de rencontre des surfaces s'établit comme au paragraphe 371. 

392. Théorème L — Toul le Umg de la caractéristique une surface enveloppe touche la surface enve- 
loppée corf*espondani€. — Soient une enveloppée S supposée fixe et deux enveloppes voisines^ i*une Si» 




précédant S, Tautre £si suivant cette même surface £; considérons en outre la courbe C| de 
rencontre de £ et de Si et celle Gi commune à S et à Si (flg. t'e). 

. Coupons les trois surfaces S, S|, X^, par un plan quelconque et soit 9, «i, o^ les lignes de rencontre, 
ces deux dernières ont eu commun avec la première deux points M|, MsSurCt, Ci; -tirons enfin par 
le point Ml la tangente MiTt à Ci, ainsi que la corde M1M9 et considérons le plan TiMiMa; ensuite, 

■ 

rendons les surfaces Si, Si mobiles pour les rapprocher de plus en plus de S; M|Mi, on l'a déjà 
vu, tend vers ia tangente commune k l'enveloppée <r et à Tenveloppe des courbés ?, ti , <7i etc. , ce sera 
donc uùe commune tangente à la surface enveloppe et à son enveloppée s^ et comme la liniite de 
MiT| offre la même propriété, il en résulte que les deux surfaces ayant en commun deux tangentes 
menées en un point de la limite de Ci, c'est-à-dire en un point quelconque de Tune des caraeté- 
risliques, seront bien tangentes en ce point. 
393. Théorème IL — Une surface de révolution peiU être considérée comme V enveloppe d'une sphère, d'un 




FiG. t:. 



cane ou d'un cylindre. — Soient : Z l'axe de la surface (fig. r?), M l'un des méridiens et divers 
parallèles Ci, c^, C3, etc. 
Par les points de rencontre Oi, o^, az des parallèles avec M, menons les normales Ot^^iy a^tù^, a3«»3, 
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à cette dernière, concevons ensuite des sphères de centres mi,<*i, «•», etc., etdont les rayons respectifs 
seraient aiuu atia%y 03^3, etc. Ces sphères constituent bien des surfaces se déplaçant et se déformant 
suivant une loi déterminée ; pour le montrer, d'après la définition donnée au paragraphe 371, qu il 
faut évidemment appliquer aux surfaces, il suffit d'observer que l'une des sphères se trouve déter- 
minée lorsqu'on connaît, par exemple, la dislance du plan du parallèle qu'elle contient à un point 
fixe placé dans une position arbitraire sur Z, distance qui n*est autre que le paramètre variable 
déterminant en grandeur et en position la sphère mobile. La forme et la position de l'enveloppée 
mobile dépend donc bien d'un seul paramètre variable; on en déduit que les sphères offrent une 
enveloppe; d'un autre côté, comme les rencontres de deux sphères passant par des parallèles voisins, 
se font suivant des cercles qui doivent à la limite se confondre avec ces parallèles, on en conclut 
que la surface de révolution considérée est t'enveloppe d'une sphère mobile. 

On verrait, d'une manière toute semblable, que les faisceaux de tangentes aux méridiens menées 
suivant les divers parallèles, constituent des cônes dont Tenveloppe n'est autre que la surface de 
révolution. 

■ 

Dans ces deux systèmes de génération des surfaces de révolution les caractéristiques sont les 
parallèles; occupons-nous du troisième système dont les caractéristiques sont les divers méridiens. 

Prenons un méridien quelconque et menons des tangentes aux divers parallèles en leurs points de 
rencontre avec ce méridien, nous formerons ainsi un cylindre droit dont la directrice sera le méridien 
choisi; en faisant varier ce dernier, on voit, par analogie avec ce que nous venons de dire pour la 
sphère, que la surface de révolution est l'enveloppe des divers cylindres droits qui ont pour bases 
les différents méridiens de la surface. 

394 Théorème III. — Le contour apparent d'une surface enveloppe est le lieu des points de rencontre 
des contours apparents de ses enveloppées avec les caractéristiques correspondantes. — Soient : S le point 
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de vue (fig. l's), £ la surface enveloppe, G son contour apparent, li, C|,y l'une des enveloppées, son 
contour apparent et la caractéristique correspondante. 

Il faut démontrer que les trois courbes C, Ci, y concourent en un seul point : désignons par M 
l'un des points communs à G et à y; aux divers points de C le plan tangent à £ passe par S, et à 
ceux de y il touche également £1, donc en M le plan tangent à £ Test également à £1 et passe 
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par S; on en conclut que M est au contour apparent de £i, c'est-à-dire à la courbe d, ce qui 
démontre le théorème. 

395. Corollaire. — Ia contour apparent en projection d'une surface enveloppe^ celui de l'une 
quelconque de ses enveloppées et la projection de la caractéristique correspondante se touchent au même 
point j lorsqu'on place le centre de projection au point de vue. — Conservons la figure et les notations du 
précédent paragraphe. Les' deux surfaces l,li ont en commun un plan tangent conduit par M, 
lequel passe par S et contient les tangentes à C, à Ci, et à y, menées par ce même point M» c'est donc le 
plan projetant commun des tangentes aux courbes qui se croisent en M, il s'ensuit que les projections 
des trois courbes se touchent en un môme point qui n'est autre que la projection de M. 

Ce corollaire étant établi, les deux propriétés qui suivent deviennent manifestes. 

395^. Le contour apparent en projection d'une surface enveloppe est V enveloppe des contours apparents 
en projection de ses enveloppées. Le contour apparent en projection d'tme surface enveloppe est l'enveloppe 
des projections des diverses caractéristiques. — Ajoutons que ce dernier énoncé peut être généralisé. 
Nous avons en effet précédemment démontré que toute courbe d'une surface se projette tangeotielle- 
ment au contour apparent en projection de la surface, ce qu'on peut énoncer en disant : 

395^^ • Le contour apparent en projection d'une surface quelconque est l'enveloppe des projections des 
génératrices de la sttrface. 

Les divers théorèmes que nous venons d'établir s'appliquent non seulement aux contours 
apparents servant à représenter les surfaces dans les conditions ordinaires^ pour lesquelles le spec- 
tateur est à l'infini sur une perpendiculaire à l'un des plans de projection ; mais ils s'appliquent 
encore au cas d'un point de vue quelconque, et peuvent servir, par suite, à trouver : la courbe 
de contact d'un cône ou d'un cylindre circonscrit à une surface, la trace horizontale de ce cône 
ou de ce cylindre, l'ombre au flambeau ou au soleil d'une surface, et enfin l'ombre portée par celle 
surface sur l'un des plans coordonnés. 



TRACÉS DES PLANS TANGENTS ET DES CONTOURS APPARENTS 

DES SURFACES DE RÉVOLUTION 

396. Problème L — Représenter par s?s contours apparents uœ surface de révolution dont l'axe est 
vertical, et construire emuite Vune des projections d'un point de cette surface, connaissant tautre projection 
de ce point. — Nous considérerons deux cas; dans le premier, la surface sera engendrée par son 
méridien principal relatif au plan vertical, dans l'autre la génératrice sera quelconque. 

Premier cas. — Soit d'abord à représenter l'ellipsoïde de révolution dont l'axe, que l'on suppose 
vertical, se projette en z, z'ijig. 288, pi. XXVil) et qui est engendré par la rotation complète de 
l'ellipse a'b'&d^ac. 

Cette surface a pour méridien principal l'ellipse donnée et pour équaleur le cercle décrit par le 
petit axe de l'ellipse, on en déduit (§ 390) que les lignes des contours apparents en projeclion sont : 
l'ellipse dVdd\ sur le plan vertical, et, sur Tautre plan coordonné, le cercle de centre z et de 
rayon ia. 

Après la détermination des contours apparents on peut se donner Tune des projections m' d'un point 
de la surface; il suffit en effet de placer ce point dans l'intérieur du contour apparent correspondant. 
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f^ point m' éiaot ainsi placé, poar trouver la seconde projection du point Af, trains le parallèle 
qui passe par ce point. Sa projeclion verticale est une parallèle c'f à la ligne de terre; quant à 
l'autre projection du parallèle^ cNest un cercle qui a pour centre le pied z de Taxe et qui passe par 
la projection faorizontaie e de Tun des points de rencontre e^e' du parallèle et du méridien. 

Après avoir tracé la circonférence de ce cercle, une ligne de rappel menée par m* donnera, par ses 
rencontres HtHm^ avec la projection horizontale du parallèle, les projections sor le même plan de 
4eox points (nii, ni'), {m^ m% qui satisfont aux conditions du problème. 

Comme deuxième exemple du premier cas, nous allons reprendre sur le tore les deux questions 
qui viennent d*étfe traitées, ^ 

Soient : z, z' les projections de Taxe [fig. ^9, pi. XXVil), toujours supposé vertical, et ac^a'Vc'd' 
celles du cercle générateur que Ton suppose placé dans le plan de front conduit par l'axe. Poor con- 
struire les contours apparents traçons, en premier lieu, la circonférence a\à'^'^\ symétrique dea'b'c'd' 
par rapport as'; en second lieu, les projections horizontales de l'équateur et du collier, lesquelles 
sont des circonférences concentriques de centre z dont l'une passe en «, et l'autre en a. Ces deux 
dernières circonférences seront : le contour apparent en projection horizontale du tore (§ 390), et, 
d'apràs' le même paragraphe, les deux antres seront le contour apparent vertical, ou du moins une 
partie de ce contour. On le complétera en adjoignant au double cercle méridien les droites b'b'i^d'd\ 
qui constituent les projections horizontales de deux cercles placés dans des plans touchant le tore 
tout le long des circon£érencesde ces cercles et qui sont, par suite, perpendiculaires au plan vertical. 

Pour terminer, ajoutons cette remarque importante, que les parties des cercles méridiens prin- 
cipaux figurées en points ronds sur noUe épure sont virtuelles ou parasites ; effectivement, pour 
arriver aux points qui les constituent il faudrait que le rayon lumineux traversât la surface, ce qui 
est inadmissible ; donc, bien que ces portions de circonférence fassent partie du lieu des contacts des 
plans tangents perpendiculaires au plan vertical, elles n'appartienneiU point au contour apparent pro- 
prement dit, ce sont simplement les prolongements des lignes géométriques qui forment ce contour. 

Les contours apparents étant triicés, nous pouvons mettre en place l'une des projections m! d'un 
point de la surface, il suffit de la prendre à l'intérieur du contour apparent vertical. Alors, pour obtenir 
les projections horizontales correspondantes, cherchons celles de deux parallèles dont les projections 
verticales confondues passent parm-, sont parallèles à -ligne de terre et rencontrent le cercle méridien 
de gauche en e'yf\ points dont les projections horizontales correspondantes se font en e,/. En traçant 
ensuite les circonférences cx^ncentriques dont le centre est au pied de l'axe z et qui passent, Tune par e^ 
IVuti'e par /*, nous aurons les projections horizontales des parallèles cherchés; la ligne de rappel du 
point m' coupera ces circonférences aux quatre points- m^^ mu «s, 014. Le pix>bléme otfre par 
conséquent quatre solutions données par les points {m\ m^), (m', mj), {m', ma), m', m^. 

BeuXièiie cas. — La cow'be génératrice de la surface ai quelconque. — Soient : x, 2' les pro- 
jections de Taxe, encore supposé vertical, et gg* celles de la génératrice (fig. !290, pL XXYll). 

Construction du contour apparent en projection horizontale. — Il faut chercher le collier et 

m 

l'équateur de la surface (§ 390), c'est-à-dire les parallèles qui ont des rayons minimum ou maximum ; 
or, sur le plan horizontal, les parallèles se projettent en véritable grandeur^ on en conclut que deux 
cercles tangents à ^ et comprenant entre eux celte courhe constituent le coiltour apparent en 
projection horizontale. 

L'examen delà ligure met en évidence que les rayons 2a, zô passant par les contacts de la courbe g 
et des cercles cherchés, sont normaux au cercle et par suite à g; les normales à la projecticn 
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horizontale de la génératrice menées par le pied de Taie donnent donc les rayons des cercles do 
contour apparent en projection horizontale. 

Contour apparent eu FROJBcnoif fEvncALE. — Comtruction ttun peint fueieonçue. — Le con- 
tour apparent cherché B*esi acitre que le méridien principal de la surface; ce méridien, 
entièrement conieaii dans le plan de front P condort par Taxe, pourra s'obtenir par les ren* 
contres dn plan P et des divers parallèles de la surface. Ainsi, prenons le parallèle conduit par un 
point m, m' pbcé dans une position arbitraire sur g^ 9', ses projections sont : snr le plan vertical, la 
parallèle à la ligne de terre menée par m'; sur le plan horizontal, la circonférence de cercle décrite 
de X comme centre^ passant par m. Il faut alors chercher la rencontre dn parallèle et du plan P", 
elle se fait en deux points dont l'un se projette horizontalement en mi et verticalement a« point de 
croisement m'f de la ligne de rappel dn point ati et de la projection verticale du parallèle; Tautre 
point s'obtiendrait pareillement* 

397. Confflnictioii de la tmgaote an ccmtoar apparent Tertical. — Poitr construire la 
tangente enm'f à la projection rerCicale de la méridienne de front, on prend simplement la projection 
verticale d^une tangente en m'i, mi à la génératrice correspondante de la sorface; il est en effet 
évident que les projections verticales des tangentes à la snrface au point m^ «>'i se confondent toutes 
avec la tangente en m'i à la projection du méridien^ car ce point est au contour apparent et, comme 
tel, son plan tangent est perpendiculaire an plan vertical; toutes les droites de ce plan ont donc leurs 
projections verticales sur la trace de même nom du plan. 

AAn d'exécuter le tracé tirons les projections mf, wlt de la tangente en m, m' à la génératrice 
g^ g' et faisons tourner celte droite antoor de z, z' en amenant ih, m' en fft{, m\* dans ses diverses 
positions la projection horizontale delà tangente mobile touchera te eercie de centre z et de rajron 
égal à la distance zp du pied de Taxe à mt^ cette profectton horizontale s'arrêtera donc sur la tan- 
gente mi/i à ce cercle menée par fiii; quanta la projection verticale correspondante, après arcrir 
relevé ;> en j^ et observé que p,// vient en /7i, />'<, que d'ailleurs m^wl s'est placé en iHf, m'i, on 
voit qu'elle n'est antre que la droite ir\ ^i obtenue par la jonction des points tn'i, p\. 

388. Point le plus haut ou le plus bas du contour apparent rertical — Menant des tan- 
gentes horizontales à ^ et prenant les points {hly it), (]9', ]3) qui correspondent à leurs contacts, 
on trouvera, en opérant sur ces points comme sur m, m\ le point le plus haut et le point le plus 
bas; en effet, suivant les parallèles décrits par (4, A'), ({3, .9')^ les plans tangents sont perpendicu- 
laires au plan vertical; conscquemment, les tangentes aux diverses courbes de la surface, menées 
en leurs points de croisement avec l'un des parallèles considérés, se projettent toutes sur la trace 
verticale du plan de ce parallèle, il s'ensuit «que sur le plan vertical les tangentes aux pfojections des 
courb*es seront horizontales, et c'est là ce qu'on voulait établir. 

399. Points limites dans le sens latéral dn contour apparent vertical. — Ce sont les points 
en lesquels la tangente nu contour apparent vertical est verticale, ou, si l'on vent, les points des 
parallèles, maximum ou minimum; Pun d'eux a\ est donné par le collier; on construirait facile- 
ment les autres points limites que l'épure petit offrir. 

- 400. Points doubles du contour apparent vertical. — Ces points sont évidemment sur les paral- 
lèles de même rayon et de môme niveau. Pour résoudre la question dans son cas général, il faut 
recourir an tracé de deux courbes d'erreur (§373). Que l'on prenne, en effet, les projections horizon- 
talcs d'une suite de cordes horizontales de la courbe donnée; c'est parmi elles que l'on devra trouver 
la corde commune h 9 et à la projection horizontale du parallèle double; il faut choisir celle de ces 
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Cordes qui se trouve être divisée en deux parties égales par sa perpendiculaire issue du pied z de Taxe. 
Cherchons donc le point qui remplit les deux conditions : d'être d'abord au milieu de la corde, puis 
au pied de la perpendiculaire à celte corde menée par z ; négligeant la première, nous aurons une 
courbe d'erreur donnée par les pieds des perpendiculaires menées par z aux projections horizon* 
taies des diverses cordes; négligeant la seconde, nous aurons une autre courbe d'erreur donnée 
par le lieu des milieux des cordes. — Au point de rencontre des deux courbes l'erreur sera 
nulle; unissant ce point au centre, on aura la perpendiculaire à la corde, d'ob résultera celle-ci; 
le tracé Tachèvera alors très aisément. 

Dans les cas du tore général (§ 338) la courbe ;, g* est du second degré et le tracé précédent se 
simplifle très notablement. 

En effet, les deux courbes d'erreur sont alors reclilignes; car la génératrice étant plane, les cordes 
horizontales seront parallèles, leurs projections horizontales le seront également. 11 en résulte, d'une 
part, que le lieu du milieu des projections horizontales de ces cordes ne sera autre chose que leur 
diamètre conjugué, d'autre part, que le lieu du pied des perpendiculaires menées de z à ces mêmes 
projections sera la perpendiculaire unique menée de ce point z à leur direction. La rencontre des 
deux droites donnera le point milieu cherché, et le tracé l'achèvera comme dans le cas général. 

401. Tangentes aux points double dn contour apparent vertical. — On les trouvera en 
opérant sur les deux points de la génératrice appartenant au parallèle -double comme on Ta fait 
pour 1q point quelconque m, m'. 

402. Problème II. — Construire le plan tangent en un point d'une surface de révolution. 
Première solution générale. — Au point donné, un parallèle et une génératrice se croisent et les 

tangentes menées en ce même point à ces deux lignes déterminent le plan cherché. 

Seconde solution générale. — Menant par le point donné la normale au méridien et le planperpen- 
diculaire à cette ligne^ ce dernier sera le plan tangent demandé. 

Troisième solution général^. — On amènes par une rotation autour de Vaxe^ le point donné sfir le 
méridien principal, on construit alors le plan tangent en ce point et on ramène le point de contact sur sa 
première position^ en entraînant le plan tangent. — La construction du plan qui touche la surface 
suivant un point du méridien principal est des plus simples, elle s'exécute en effet en conduis^mt 
par la tangente au méridien au point considéré, un plan perpendiculaire au plan vertical. 

Exécution du tracé. — Nous supposerons d'abord que la surface est donnée par un axe vertical et 
par son méridien principal. 

403. Première solution. — Prenons, par exemple, l'ellipsoïde de révolution et traçons ses con- 
tours apparents sur les deux plans de projection [fig. 291, pi. XXYII). Un point m, m' ayant été 
placé sur la surface, par la méthode du paragraphe 396, cherchons à construire, à Taide de la 
première solution générale, le plan tangent en tii, m'; menons les projections tjV delà tangente 
au parallèle, et, en vue de déterminer celles de la tangente au méridien, tirons la tangente en a, a' 
au méridien principal, prenons sa rencontre «•', z avec l'axe, ce point est le sommet du faisceau des 
tangentes aux méridiens le long du parallèle conduit par m, m'; conséquemment^ les droites zm^u m' 
ne sont autre chose que les projections de la tangente au méridien du point donné. Le plan tangent 
se trouve alors déterminé par les droites (/, <'), (iwz, mV). 

Nous pouvons chercher les traces de ce plan tangent; en prenant celle sur le plan horizontal de 
la tangente au méridien et en tirant de ce point la parallèle P à la tangente tj on trouve sa trace hori- 
zontale. Quant à la trace verticale, comme ici P rencontre xy en un point éloigné, nous conduirons 
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par z, w' une parallèle à P et nous en prendrons la trace verticale v'i, ainsi que celle v' de la 
tangente au parallèle; par la droite de jonction des points t^', t/| nous aurons enfin la trace verticale P' 
du plan tangent. 

404. Seconde solution. — Tore. — Dans le cas du tore la normale à la surface s'obtient très aisé- 
ment, puisqu'elle se confond avec le rayon du méridien qui passe au point considéré; la seconde 
solution que nous avons indiquée (§ 402) est donc particulièrement commode pour cette surface : 
donnons-en le tracé* 

Soient z, z' les projections de Taxe {fig. 292, pi. XXVII); figurons les contours apparents de la 
surface et construisons les projections m^m' de l'un de ses points (§396). Pour construire la normale 
en m, m', déterminons^ par la rencontre de z' et du rayon c'a\ la projection verticale m du sommet du 
faisceau des normales le long du parallèle conduit par m, m'; quant à la projection horizontale de ce 
sommet, on la trouve immédiatement eu 2. La normale cherchée a donc pour projection verticale la 
droite u'm' et aurait pour projection horizontale la droite qui unirait m, z, droite que nous n'avons 
point figurée sur Tépure. 

Il faut ensuite mener par m, m' un plan perpendiculaire à la normale ; une horizontale de ce plan 
a sa projection verticale en a'm'^ sa projection horizontale sur la tangente mv à la projection de 
môme nom du parallèle conduit par M et sa trace verticale en v'; la trace verticale F du plan tan- 
gent s'obtient alors par la perpendiculaire abaissée de V sur mV, et la rencontre a de cette trace 
avec xy donne un point de la trace horizontale du plan tangent cherché; en menant par ce 
point une parallèle à twi on a enfin la trace horizontale aP de ce plan. 

Dans le cas de la sphère la méthode de la normale doit être préférée aux deux autres; eifectivement, 
le rayon du point de contact donne immédiatement la normale à la surface; on en déduit très 
aisément alors, comme nous venons de le faire pour le tore, les traces du plan tangent. 

405. Troisiàhb solution. — Soient z, z' les projections de l'axe et & la projection verlioale de la 
courbe méridienne principale que Ton supppose quelconque [fig. 293, pi. XXYII). Plaçons un point 
m, m' sur la surface, et, par une rotation autour de z, z', amenons-le dans le plan du méridien prin- 
cipal; il vient alors se projeter verticalement en a' et les traces du plan tangent correspondant sont 
P'icciPi. Nous pouvons maintenant ramener le point de contact en sa position initiale m, m', tout 
en entraînant le plan : sa trace horizontale «iPi vient en aP; quant à la trace verticale on prend, 
pour la trouver, le point de croisement 6', z de Taxe z^z* et du plan PiaP'i, point qui se maintient 
ûxe pendant la rotation, et on conduit par ce point Thorizontale zv^ Vv' du plan tangent cherché; 
puis on en prend la trace verticale v\ laquelle appartient à celle du môme nom du plan tangent; 
en tirant la droite av' on a enfin la seconde trace P' du plan demandé. 



EXÉCUTIOiN DU TRACÉ DU PLAN TANGENT EN UN POINT D'UNE SURFACE DE RÉVOLUTION 
AYANT SON AXE VERTICAL ET DONT LA GÉNÉRATRICE EST QUELCONQUE 

406. PiŒMiiRB sournoN. — Soient z, z' les projections de l'axe et g^ g' celles de la génératrice 
{fig. 294, pi. XXVII). Plaçons m, m' sur la surface (§ 396) et cherchons le plan tangent en ce point. Le 
parallèle conduit par m, m' rencontre la génératrice en |i, 11, menons les projections ftO, fiV de la 
tangente à la génératrice en ce point et prenons la trace horizontale de cette tangente. Il faut 
actuellement faire tourner, afin d'amener jx, ft! en m, m' la tangente à la génératrice; la projection 
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horizontale piO et la tangente conservera dans le moovoment sa distance zq au pied de Taxe, et, 
eonime pt devra venir eh m, en traçant le cercle de centre x ^ont ie rayon est égal à la distance zq 
de z è {«9, et en tirant la tangente mçi à ce cercle, on aura la projection horizontale de la tangente 
à la génératrice après sa rotation ; la trace horizontale de cette ligne sera au <;roisement 9i de mqi 
€i de la cfreonTér^noe Ae centre s qui passe par e. 

Le plan tangent est actuellement déterminé par le pomt^ et par la langente mv, m'9 an parallèle 
du point m, m'. Pour construire ses traces, on mène d'abord par Bi une parallèle à om, qai donne 
la trace horizontale 9; la trace verHcale P' s'obtient ensuite par la droite de jonction ^u pcrint v' 
-an croisement « de P arrec xy. 

40T. Dscrxtén «OLimoN. — fteportons sur la figure 295, pU XXVH, ies dojinées de la précëdeate 
épnre et proposons^noi» de constraire le plan tangent en m, m' à l'aide 4e la normale en ce poiot à la 
surface donnée. Ponr Tefadre, cherchons le sommet du faisoeandes normales suivant le parallèle du 
*point m, m\ sommet qui se trouve à la rencontre de Taxe z, z' et d'un plan mené par fi^ perpendi- 
culairement à la tangente /, t' à gyg\ conduite par ce même point fi, f»'. Pour obtenir le point de ren- 
contre, tirons par Hj^î' une horizontale du plan perpendiculaire à /, f; sa projection sur le plan 
vertical se confond avec celle \^'m' du parallèle, celle sur le plan horizoutal est la perpendiculaire yÀ, 
à fA^ menée parr fi; cela fait, afin de déterminer tout à la fois le plan normal ainsi qoe sa trace sur z, z', 
tirons la ligne de front de ce plan projetée horizontalement en r/, laqueHe rencontre ^hBtx point a, en * 
relevant ce dernier au point a' et en conduisant par ce point a' une perpendiculaire a'f k f^on 
obtient la projection verticale de la ligne de front qui doit rencontrer z, z'; en prenant cette ren- 
contre fa\z on a les projections du sommet du faisceau des normales; les projections de la normale 
cherchée sont alors obtenues en traçant les droites «^'m', zm. La construction du plan tangent ne saurait 
alors offrir aucune difficulté. Le tracé qui vient d'être indiqué est surtout utile lorsqu'on veut simple 
ment construire les projections de la normale, soit pour Futilité propre que peut offrir cette ligne^ 
soit dans le but de déterminer le plan tangent par l'unede ses normales et le pied de cette ligne. 

408. La tangence à une surface de révolution équivaut & une condition. — En effet, toutes 
les tangentes aux sections faites sur la surface de révolution par des plans issus d'un point quelconque, 
constituent un cône ayant son sommet au point choisi et circonscrit à la surface. On en déduit qu'il 
est possible de faire passer par deux points un plan tangent à une surface de révolution : pour le faire, 
on pourra conduire par l'un des points un cône circonserit à la surface auquel on mènera un plan 
tangent passant par le second point donné. En somme^ deux points et la tangence déterminent un 
plan, la tangence équivaut donc à une seule condition. 

409. Problème IIL — Mener par un point extérieur à une surface de révolution un plan qui la tmehe 
sur un parallèle donné. 

Méthode des enveloppées coniques. — La surface de révolution est l'enveloppe des cônes circons- 
crits suivant les parallèles; on peut donc lui substituer Tenveloppée conique dont la caractéristique 
est le parallèle donné et conduire simplement par le point extérieur un plan tangent à ce cône. 

Passons au Iracé. Soient donnés [fig. 296, pi. XXVlll) : un ellipsoïde aplati, un parallèle a'4', ab et 
un point extérieur m, m'. Conduisons par a' la tangente à la projection verticale de Fellipse méridienne 
principale, et prenons sa rencontre s' avec «' ; ce point «' est la projection verticale du sotmnet du cône 
circonscrit à l'ellipsoïde, sa projection horizontale est au pied z de Taxe et le problème se réduit à 
celui de la construction du plan tangent mené par m, m' au cône auxiliaire dont le sommet se trouve 
en s', z. Ce plan tangent contient la droite qui unit m, m' a s', z; en coupant cette droite, le cône ef le 
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plan tangent cherché par celui du parallèle, on trouTe : sur la droite, le point ^y fi, sur le ctoe,^ le par 
rallèle donné. i^V^ahy et, sur le plan tangent ineomia, Tune des tangentes aa parallèle menées par y.^^^, 
tangentes qni se projettent en (AC^^ftc» sor le plan horizontal, et sur l'autre plan de projection^ en fi'a'. 

Le plan tangent est actuellement déterminé par Tune des tangentes que nous venoos de tracer et 
par îa droite s'/, Va ^^ problème offre donc deux solutions et les contacts se font en (C|, c'i), (C2, c'^. 
Quand les traces des plans tangents seront utiles, on les construira sans aucune difQcuIté. 

410. Mbthodb dis bntexoppées spsâaïQUBS. — Soient encore donnés: par ses deux contours apparents, 
un ellipsoïde devévoIjtioQ (fitf, 297, pi» XXVIIl); par leurs projections (ai, a'i'), [jnyWl\ un parallèle 
de la surface et un point extérieur à celle-ci. 

Déterminons l'enveloppée spbéricpie dont la caractéristique est le parallèle donné, son centre tJz 
est au poini de renccmtre de la normale en A, V avec Taxe z, t! et son rayon est la longueur vlb^ de 
cette normale» D'après cela on peut timcer la projection verticale de la sphère. 

En imaginant un poifti de vue en m^ n/. Le contour apparent correspondant de Tenveloppée, celui 
de Tenveloppe et la caractéristique concourent en un seul point (§ 394), qui n'est autre que le point de 
contact du plan tangent cherché. 

Pour obtenir simplement le contour apparent de l'enveloppée amenons, par une rotation autour 
de 2, z', le point.donné m, w! en ^, /a', dans le plan de front conduit par Taxe ; alors, en plaçant le point 
de vue en |ui» fi', le contour apparent de la sphère se projette verticalement suivant la polaire p'g' du 
point {&' par rapport au cercle figuré sur le plan vertical, la rencontre de ce contour et de la caiac- 
téristiqua se fait en deux points, placés sur une corde perpendiculaire au plan vertical et projetée 
sur ce plan en y'; cette corde se projette horizontalement suivant une portion de la perpendiculaire 
à xy menée par y et se trouve à une distance de Taxe 2, zf égale à zy. Si Ton revient à la position 
primitive^ 7 vient en yi et la corde prend en projection horizontale la position CiCs perpendiculaire 
à zyi, ses extrémités «1, tf sont les projections sur ce même plan des points de contact des plans 
tangents cherchés, leurs projections verticales correspondantes sont au croisement c'i, c'i des 
lignes de rappel menées par Ci, Cf et de la projection a'b' du parallèle donné; on achèvera le tracé 
comme au paragraphe 403* 

411. Problème IV. — Mener^parun point extérieur à une surface de révolution^ un plan qui la touche 
sur un méndien donné. —- Déterminons la sur&ce par les projections 2, z' de l'axe {fig. 298, pi. XXVill) 
et le contour apparent y en projection verticale; soient P la trace horizontale du méndien donné 
et m, m! le point extérieur. Il faut conduire par ce dernier un plan tangent au cylindre qui touche la 
surÊice de révolution par le méridien donné; ce que l'on fait en tirant par m, m' une parallèle aux géné- 
ratrices de ce cylindre, laquelle n'est autre que la perpendiculaire menée de ce point m, m' au plan de 
base, et se projette, par suite, suivant deux droites d, d\ TuAe perpendicnlaire à P, l'autre parallèle à^. 

Le plan de base rencontre cette perpendiculaire en un point projeté horizontalement en il et le 
problème se réduit à conduire par ce point des tangentes au méridien donné. On y par?ient, sans 
tracer de courbe, en amenant ce méridien, par une rotation autour de z, z\ sur celui de front projeté 
verticalement en /; le croisement de d, rf' et du plan P vient alors en fx^, |*'i; et la tangente f^Vi me- 
née par ft'i à la courbe y donne la projection verticale de celle que nous cherchons; il faut lui faire 
subir un mouvement inverse du premier dans lequel c^, c'i vient en c,*'. 

Le plan tangent cherché est actuellement déternîiné par l'une de ses droites (f, <(' et son contact 
c, d sur la surface. 

412. Problème V. — Mener y' parallèlement à une droite donnée^un plan, qui touche me surface de 
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révolution sur un parallèle donné. — Le présent problème est un cas particulier de celui traité plus 
Jiaut (§ 409), cas dans lequel le point extérieur est placé à l'infini sur une droite donnée. 

Nous allons donc reproduire la solution du paragraphe précilé, en introduisant les modifications 
qui résultent de la position particulière du point extérieur. 

Méthode des enveloppées coniques. — Soient donnés : un ellipsoïde de révolution (fig, 299^ pi. XXYIII}, 
Tun de ses parallèles projeté verticalement en a'b' et unedroite d^ d'. Pour construire le plan parallèle 
à df d* et touchant sur le parallèle donné Tellipsoîde, substituons à cette surface Tenveloppée 
conique dont la caractéristique est le parallèle^ et dont on trouve le sommet par la rencontre ff^ z de 
Taxe et de la tangente en Â à l'ellipse méridienne principale. 

Le plan tangent au cône doit contenir la parallèle ^, ^ à d^ df menée par le sommet s/ z ; pour 
achever de le déterminer il faut employer un plan sécant auxiliaire, nous le formerons du plan du 
cercle d'intersection du cône et du cylindre circonscrit à l'ellipsoïde le long de l'équateur; ce cercle 
est horizontal, f est la projection verticale de l'un de ses points, conséquemment la parallèle P' 
hxy menée par ce point/' est la trace verticale du plan horizontal auxiliaire; ses intersections 
sont : avec le cône, un parallèle projeté verticalement sur P', horizontalement sur la projection 
correspondante de Téquateur ; avec B, f le point ^, n' ; enfin avec le plan tangent cherché, les tangentes 
(fA^i, p'/'), ((ji^2, fx'O au cercle de section que l'on vient d^btenir. 

Le problème oD're donc deux solutions respectivement déterminées par les deux couples de 
droites (*, ^'), (fi/i, ii'O, et (a, a'), (p^h \^'t'). 

Méthode des enveloppées sphériques. — Soient donnés : un ellipsoïde de révolution par son axe et son 
méridien de front(/îg.300, pl.XXVIII); un parallèle (ab^a'b') de la surface et une droite 5, a', que nous avons 
fait partir, afin de faciliter le tracé, d'un point /', z placé sur Taxe. Prenant pour caractéristique le 
parallèle donné, nous substituerons à la surface l'enveloppée sphérique correspondante ; le centre de 
cette enveloppée se projette horizontalement au pied z de l'axe, et, sur l'autre plan coordonné^ au point 
de croisement »' de z' avec la normale menée par *' à la projection verticale du méridien principal ; 
le rayon de l'enveloppée sphérique est donné dans sa véritable grandeur par iV. 

Pour trouver le point de contact du plan tangent cherché, nous prendrons les rencontres de la carac- 
téristique ab, a'V et de la courbe de contact du cylindre parallèle k 3y 9 et circonscrit à la sphère; 
cette courbe est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire à la direction des génératrices du 
cylindre auxiliaire, et qui se détermine très simplement en rendant la droite a, V parallèle au plan 
vertical, au moyen d'une rotation que l'on imprime, autour de l'axe z, z\ à la figure complète; la 
trace 6, ô' de *, *' vient en ôi, Q\; le point f',z ne bouge pas; les projections delà droite *, ^' 

deviennent donc zOi, f%\ 

Par la projection verticale ••' du centre de l'enveloppée sphérique on abaisse sur la droite z'ô'i 
une perpendiculaire «y, qui donne la droite sur laquelle le grand cercle de contact se projette 
verticalement Ce cercle et la caractéristique ont en commun une corde, projetée verticalement au 
point de croisement / des droites a'é', «'p', horizontalement suivant une portion de la perpendiculaire 
à la ligne de terre menée par ce môme point /• Ramenons la corde sur sa position initiale : sa distance 
à Taxe est zy ; en décrivant de z comme centre avec cette distance zy pour rayon un arc de cercle et eu 
prenant sa rencontre avec a, on trouve la projection horizontale 71 d'un point de la corde, la projection 
de celle-ci se place à son tour sur la perpendiculaire à j, menée par y, et se limite en c^ Cf , sur celle 
du parallèle; en menant des lignes de rappel par les points que nous venons de déterminer, nous 
aurons en leurs croisements avec a'V les projections verticales diy c'a des points de contact. 



PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION. — CONTOUR APPARENT 189 

La connaissance des points de contact (ci, c'i), {€%, c'i) des plans tangents qai satisfont aux conditions 
du problème suffit, comme on l'a vu au paragraphe 403, à la détermination de ces pians. 

413. Problème VI. — Mener^ parallèlement à une droite donnée, un plan qui touche une surface de 
révolution sur un méridien donné. 

Méthode des enveloppées gtundriques. — Soient donnés {fig. 301 , pi. XX VllI) : un ellipsoïde, par son 
axe vertical z, i et par son méridien principal ; la trace horizontale P du méridien de contact et une 
droite i, i menée par un point quelconque a, d de l'axe z, z'. 

Substituons à Tellipsolde une enveloppée cylindrique qui aura pour section droite le méridien P 
donné et conduisons parallèlement à 4, d' le plan tangent à l'enveloppée ; ce plan sera celui que nous 
cherchons à construire. 

En vue de ce but, déterminons la direction du plan tangent à l'aide de la droite ^, V et d'une parallèle 
aux génératrices du cylindre conduite par la trace 9, o' de ^,^\ cette parallèle n'est autre que la 
perpendiculaire menée par 0, 0' au plan méridien dont la trace horizontale est en P, c'est une droite 
du plan horizontal placée sur la perpendiculaire Oi menée à P, du point d. 

Preuons pour plan sécant auxiliaire celui du méridien conduit par P, il rencontre le cylindre 
suivant le méridien donné; le plan des droites (^^ i\ (g6) suivant une droite dont on connaît 
deux points de passage, Tun a, a', sur Taxe, l'autre 6, sur le plan horizontal. 

D'après cela, le plan tangent inconnu coupe le plan du méridien donné suivant des tangentes k ce 
méridien dirigées parallèlement à la droite de jonction des points ifl^al), h. Pour conduire ces 
tangentes, sans tracer la projection verticale du méridien donné, amenons, par une rotation autour 
de %, z\ le plan de ce méridien dans une position parallèle au plan vertical; a, a' ne bougera pas, 6 ira 
se projeter en h^^ h\. En unissant par une droite a', h\ et en traçant des tangentes au méridien 
principal parallèles à cette droite, on aura les points de contact (e'i, Ci), (/i, 7j) après la rotation. 

Revenons à la position naturelle de la figure : (q, c'i) ira en c, d et yi, y'i en y, /• Le problème 
s'achèvera très aisément, puisqu'on connaît le point de contact du plan tangent pour chacune des 
solutions et la direction de ces plans, qui est celle du plan dont la trace horizontale se fait en Gi et 
dont a, a' est un point de passage. 

414. Tore. — Méthode des enveloppées sphériques. — Il est pour le tore un mode de génération 
à Taide d'enveloppées mobiles qui, bien que non applicable aux autres surfaces de révolution, n'est 
pas sans intérêt; il consiste k considérer le tore comme l'enveloppe d'une sphère dont le rayon est 
constamment égal à celui du cercle méridien et dont le centre se déplace en décrivant le cercle que 
parcourt, dans sa rotation autour de l'axe de la surface, le centre de ce méridien. Les caractéristiques 
sont alors les méridiens de la surface. Par l'emploi de cette enveloppée sphérique, on peut résoudre 
le présent problème aussi bien que celui du paragraphe 4.11. Nous nous bornerons à tracer par cette 
méthode particulière le plan tangent au tore parallèle à une droite donnée. 

Exécutions DU TRACÉ. — Soient donnés le tore par ses deux contours apparents, le plan méridien de 
contact par sa trace horizontale P {fig. 302, pi. XXVIII) et la droite j, V toujours menée par un 
point a, d de l'axe z, z\ 

« Amenons, à l'aide d'une rotation autour de x, z', le plan méridien donné sur celui de front F 
en entraînant la droite ^, V\ cette dernière ira se projeter horizontalement sur une droite 
ii qui fait avec i l'angle de rotation « dans le sens de la flèche /*, la trace 0, V de 4, ^, ira en 
9i, G^i et la projection verticale de cette même droiteJ,^ viendra en ^i sur la droite de jonction 
des points a' o'i. Le méridien donné conduit à deux sphères enveloppées ; l'une d'elles, après la rota- 
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tioD, sera représentée sur le plan verlical par le cercle méridien p^rioeîpal, 4oot le cenire est ca «*'; 
il faut simplement chercher la rencoaire de ce cerele et de la courbe de eoatact du cylindre cir- 
conscrit à la sphère dans la direction $x^ è\. Bien que le grand cercle de contact ait pour projection 
verticale une ellipse, le tracé se fait très aisément. Effectivement^ en coaduîsa&t par ^ use perpeiw 
diculaire à J'i, eetie ligne n'est autre chose qu'une droite de front do (das du cercle de conlact, 
droite qui détermine en c'a, y'i les projections verticales, après la roiation^ des points de croisemeat 
de la caractéristique et de la courbe de contact du cylindre circonscrit, ou» ce qui est la même 
chose, les pmnts de coalact des plans tangents cherchés, après la rotation de la figure. 

En revenante la position primitive les points (C|, di), (yi^v'O iront respectivement se placer en 
(c, c'), (y, yO et la construction du plan tangent pourra s'achever par la méthode du paragraphe 403.. 
Le problème offre deux autres solutions, non figurées sur notre épure, qui seraient données par la 
seconde enveloppée sphérique* 

415. Problème VII. — Construire les projections de la courbe de contact d*tme surface de révolutism 
avec un cône circonscrit dont on donne le sommet — Le présent problème peut être résolu par diverses 
méthodes, dont les plus importantes sont : l*" la méthode de seetio»^ et 2*" la méthode des enveloppées. 

l» Méthode ms sections. — Cette méthode, que Ton peut appliquer à une surface quelconque, 
consiste à couper celle-ci par un plan conduit par le sommet du cône et à mener par ce même 
sommet des tangentes à la section; les points de contact de ces tangentes font partie de la couAe 
cherchée. On construira pareillement, en changeant l'orientation du plan auxiliaire, des pointa en 
nombre suffisant pour pouvoir, avec toute l'exactitude que comporte la méthode graphique, tracer 
la courbe de contact. 

La méthode des sections, donnant généralement lieu à des constructions laborieuses, ne s'emploie 
guère que pour certaints points particuliers, placés dans deux plans sécants auxiliaires dont la 
rencontre avec la surface se trouve déjà tracée sur l'épure, ou se construit très simplement. 

î"" MÉTHOBE DES ENVELOPPÉES. — Pour Construire les points de la courbe de contact menons des 
parallèles ou des méridiens suffisamment rapprochés et déterminons^ comme on l'a fait pour 
les problèmes traités plus haut, les contacts sur ces parallèles ou sur ces méridiens, des plans tangents 
conduits par le sommet du cône donné. En unissant ensuite tous ces points nous en déduirons la 
courbe cherchée. 

416. Hodif ication de la méthode des enveloppées coniques pour las caractéristiqi&es voisines 
du collier ou de l'équateur. — Déterminons la sui^face de révolution par son axe z, z' (fig^ 303^ 
pi. XXVIII) et par la projection verticale (t! de son méridien principal; puis, à l'aide d'une rotation 
autour de z, z', supposons que l'on ait amené le sommet s, s' du cône dont on cherche la courbe 
de contact dans le plan de front conduit par L'axe. Considérons la projection verticale m' d'un 
point du méridien principal, et figurons, sans la limiter, par une perpendiculaire m'w' abaissée du 
point m' sur z', la projection verticale du parallèle passant par H; cfaerehoas ensuite les points de 
la courbe de contact qui se trouvent sur ce parallèle. Pour cet e£fet, menons la tangente en m' k ^, 
sa rencontre 9 avec z' détermine la projection verticale du sommet d'une enveloppée conique ; il 
faut maintenant conduire du point f, #', un plan tangent à. l'enveloppée; adoptons pour plan sécant 
auxiliaire le plan horizontal mené par <, «'; sa rencontre avec la tangente mW^sz se fait en t, P; 
celle avec l'enveloppée est une circonférence, dont la projection horizontale a pour centre z et passe 
par t; enfin la rencontre avec les plans tangents cherchés est, en projection horizontale, le système 
des tangentes s(Zi, sa%j menées du point s au cercle que l'on vient de tracer^ les contacts de ces 
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taDgentes se projenent eB (jOt^^'), («f, a'); en tinml la droite «V, on trouve la pn^ecfion Terficftle 
commune aux deux génératrices de contact^ laquelle donne en sen cvmeamaiif avec m^u la |Mro- 
jeclion ^rticale d'un pmnt cberohé. Sans nous arrêter à constroire la projectioa horixontate du point 

■ 

de contact, occupons-nous de rendre le tracé qui détermine c' indépendant du point «\ afin qu'il 
devienne applicable aux parftlièles voisins de TéqnalMirou du collier, poor iestfoels ce point sort des 
limites de l*éparc. 
Soit p le point de rencontre de ^i, a^ avec zsy le tiiangle rectangle as^z donne 

Zp Zfl| 

zat zs ' 
ou, en remplaçant chaque ligne par son égale prise sur li projection verticale, 

d*un autre côté on a 



o'r' ~ o's' 



& a! »' c 



/ y./ 



o't'~JnJ' 



en égalant les seconds membres des deux dernières égalités, il vient 



On en conclut que la droite a'»»' et celles de jonction des deux couples de points (y, m')] (^^ d), 
concourent en un seul point a. 

La construction se réduit alors, ayant tracé, sans qu'il soit nécessaire de la limiter, la projection 
verticale mV d*an parallèle, à conduire la tangente en m' au méridien, que Ton prolonge jusqu'à 
sa rencontre f avec la parallèle à la ligne de terre menée, une fois pour toutes, par «'; à tirer la 
droite sW qui donne, par sa roncontre avec z, le point «, que Ton unit par une droite ^ /', et à 
prendre enOn la rencontre e* de cette droite ai* avec mV, ce point & que l'on a pu obtenir sans 
recourir à a*', eât un point de la. courbe cherchée. 

La construction qni vient d'être indiquée permet, non seulement de rendre le tracé indépendant 
des positions que peut occuper le sommet de l'enveloppée, mais encore, lorsque le point s^s^ est dans 
le plan de frai>t conduit par l'axe, de rendre la construction de la pro^jection verticale indépendante 
dn plan horizontal. 

Gela dit, passons à la recherche des points remarquables de la courbe de contact 

Démontrons d'abord ce théorème, qui sera dans la suite d'un fréquent emploi : 

417. Théorème. — Lor$qu*une courbe admet un plan de symétrie perpendiculaire au plan horizontal^ 
ses points le plus /kmt et le plus tas sont dans ce plan, et réciproquement. — Soient : H le plan hori- 
zontal (fig. tg), P le plan de symétrie perpendiculaire à H et G la courbe considérée. Au point M de la 
courbe correspond sur celle-ci un symétrique Mr, la corde MMi est perpendiculaire à P et, par 
conséquent, horizontale. Pour que fa tangente le soit aussi, il faut que deux points de section M, Mi 
d'une corde horizontale se soient confondus, ou, en d'autres iermes, que MMi ait one longueur 
nulle, ou encore que les points M, Mi se soient confondus en un seul point de P. 

Le théorème direct est donc démontré. 

En ce qui concerne la réciproque, on voit que tout point du plan P et de la courbe G représente 
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deux points de celle-ci confondus sur une corde perpendiculaire à P, ou, autrement, sur une tangente 
horizoQtale; la réciproque est ainsi établie. 

La démonstration directe suppose que, lorsque deux points d'une corde horizontale se confondent , 
ils sont sur le plan P. 

Pour que deux points viennent coïncider en dehors de P, il faudrait en effet que la courbe offrit 
quatre points confondus deux à deux sur une corde horizontale telle que fi/i; cette circonstance 
peut se produire, mais très exceptionnellement 

Pour que la réciproque présentât une exception, il faudrait qu'en un des points de rencontre de la 
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courbe et du plan P celle-ci ne fût pas tangente à la limite de sa corde horizontale, c'est-à-dire 
qu'il y eût dans P des points singuliers de la courbe (§376), ce qui peut aussi se produire, mais encore 
très exceptionnellement. 

418. Points le plus haut et le plus bas. — Soient données la surface par son axe 2, il {fig. 304, 
pi. XXIX) et par la projection verticale y! du méridien de front, ainsi que les projections «, ff du 
sommet du cône circonscrit. Le plan perpendiculaire au plan horizontal dont la trace sur ce dernier 
se trouve sur la droite qui unit s, z est un plan de symétrie delà courbe de contact; il s'ensuit (§417) 
que les points de la courbe placés dans ce plan sont ceux que nous cherchons; rien n'est plus simple 
que de les trouver, il suffit d'appliquer la méthode des sections. A cet effet, coupons la surface 
donnée par le plan vertical conduit par z\:feïs,s'; la rencontre est une courbe méridienne à 
laquelle on doit conduire des tangentes par 8^ tf ; pour éviter de construire la projection verticale 
de cette courbe, rendons-la, par une rotation autour de z, z^, parallèle au plan vertical, en entraînant 
le point 8, s^ lequel prend la position «i, ^i, tandis que la méridienne du plan de symétrie s'applique 
sur celle du contour apparent vertical. En tirant à la projection verticale itf de cette dernière une tan- 
gente ^li'i par s', nous aurons en son point de contact 1/% la projection verticale du point cherché, 
dans la nouvelle position de la figure ; la projection horizontale correspondante &| s'obtient très 
aisément; ce point &i, b'i, remis en place par la construction qu'indique l'épure, vient en b^V; 
c'est le point le plus bas de la courbe. 

Quant au point le plus haut, nous l'eussions trouvé en opérant sur la tangente issue de l'i et 
menée à la courbe symétrique de / par rapport à z', comme nous venons de le faire sur ^i&'f 

419. Parallèles limites. — Un parallèle pris arbitrairement pourrait ne pas contenir des points 
de la courbe; conséquemment il importe de chercher les limites entre lesquelles doit varier le 
parallèle employé; on devra donc commencer le tracé par la construction des points le plus haut et le 
plus bas, qui sont précisément sur les parallèles limites et qni les déterminent complètement. 
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420. Poifats de rebroussement de seconde espèce en projection verticale. —Si Ton suppose le 
sommet du cône en «i, s^i {fig. 304, pi. XXIX) dans le plan méridien de front conduit par l'axez, z', et 
que l'on trace, sans déplacer ce sommet, la courbe de contact correspondante en projection verti- 
cale^ il se produira aux poinls tels que (pu à\) un rebroussement de seconde espèce; effectivement, 
la tangente en ce point de la courbe de contact est perpendiculaire au plan vertical, donc 
d'après le théorème et la remarque paragraphes 385, 387, la projection verticale de la courbe 
offrira en b\ un rebroussement de seconde espèce; seulement, à cause de la symétrie, les deux 
branches du rebroussement se recouvriront. 

421. Points parasites en projection verticale. — En nous plaçant dans Thypothèse du précé- 
dent alinéa, c'est-à-dire en supposant que le sommet s'i, «i (fig, 304) soit 'situé dans le plan de front 
conduit par Taxe z, z', les points tels que &'i sont sur les parallèles limites. 

Il est, d'autre part, manifeste que le tracé indiqué au paragraphe 416 devra conduire à la détermi- 
nation de certains points non compris entre ces parallèles limites; points qui tomberont à Textérieur 
de la surface et seront par conséquent inutiles. Mais ces points sont soumis à la même loi de géné- 
ration géométrique que ceux de la courbe utile; ils en constituent donc le prolongement et portent 
pour ce motif le uom de points parasites de la courbe. 

422. Asymptotes des branches parasites en projection verticale. — Reportons, en plaçant le 
sommet Su s'i du cône donné dans le plan de front conduit par Taxe z, s^ de la surface, les données 
de la ligure 304 sur la figure 305, pi. XXIX, et appliquons au parallèle maximum, dont une partie se 
projette verticalement en m'«', le tracé du paragraphe 418 : joignons sfim' par une droite et prenons 
sa rencontre a! avec z' ; menons ensuite la tangente en m', laquelle se confond ici avec la projection 
mV d'une partie du parallèle; par <i' menons une parallèle à la ligne de terre et prenons sa rencontre 
t'^ avec la tangente; tirons la droite de jonction du point a au point t'^, ou, ce qui revient au même, 
menons par « une parallèle à <'i/'^ et prenons enfin la rencontre c'^ de cette parallèle avec m'to'; c'^ 
est le point cherché et, comme il se trouve à Tinfini sur mV, que tout parallèle voisin donne un point 
très éloigné de z' mais très rapproché de mV, on en conclut que la projection m»' du parallèle le plus 
haut est une asymptote de la courbe. Ce raisonnement est en tout applicable au parallèle le plus bas. 

423| Méridiens limites. — Reprenons Taxe z, z' de la surface (fig. 306), la projection verticale yJ 
du méridien de front et le sommet s, ff du c6ne. 

La construction du paragraphe 411 donne les points de contact placés sur les divers méridiens; il 
suffit, on le sait, de déterminer par sa trace horizontale P le plan d'un méridien quelconque, d'abais- 
ser la perpendiculaire sq^ s';' à ce plan et de conduire par son pied ;, g' des tangentes au méridien 
choisi ; on trouve ainsi sur celui-ci des points de contact qui sont à la courbe cherchée. Le lieu du 
point Çy 9' est une circonférence de cercle située dans le plan horizontal H' conduit par 9, s', 
laquelle se projette : verticalement sur H', horizontalement suivant la circonférence décrite sur sz 
comme diamètre. Cela dit, construisons la projection horizontale du parallèle de même niveau que 
le sommet s, s'y et observons qu'elle divise le lieu du point g en deux parties, dont Tune Cisc^ est la 
projection horizontale des pieds des perpendiculaires placés à l'extérieur de la surface et l'autre 
CiCf la projection horizontale des pieds des perpendiculaires placés à l'intérieur de cette même 
surface. On en déduit que pour les diverses positions de g situées sur Tare C|«Cs chaque plan méri- 
dien donne des points de la courbe, et que pour celles situées sur l'arc CiZCf les plans méridiens ne 
donnent aucun point. Les traces horizontales des plans limites sont donc les droites P|, P^ obtenues 
par la jonction du pied de Taxe z aux points Ci, c^. 
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RelerroDs e^, d en (fu ^t, sar Wf éi eonsidéroo» les paitils (ti, ^i\ (^9, (fi) respeetîTement pitcés 
dans Ie9 plane mdridie&e limites; enr les méridiens Toisins de chacun de eea points et renconlramt 
la coufiie de eontaef , on ironve deax points de celle-ci très rapprochés de (^i, ifi) on de {e^y (f^} et 
qnîy lofsqne le méridien qni les contient prendra l'nne de ses positions limites, se confondront entre 
eux et atee (ci^^i) 00 (cu &%) ; on dédoit de là que les méridiens des plans limites sont respective* 
ment tangents à la courbe de contact anx points (^i,(/i), («i,c^»); ces deox points portent, poar ce 
motif, le nom de points limites. 

424. Points de rebroussement de seconde espèce en profection hoiisootale. •*- Lorsqne la 
aorface est syméftfqoe par rapport an plan de l'équateur ou do collier et qu'en outre le sommet du 
edne circonscrit se trouve dans le plan de symétrie, en menant, directement^ par ce sommet des 
tangentes soit à Téquateur, soit an collier, on tronve, d'après la méthode des sections, des points de 
contact appartenant S la courbe cherchée, et les tangentes à celle«-ci sont terticales en ces points; il 
en résulte pour la projection horizontale des points de rebroussement (§ 385). D'antre part^ à cause 
de la symétrie, le rebroussement est de seconde espèce (§ 387) et les deux branches de la coarbe 
se recouvrent^ 

Prenons, pour exemple^ le tore général dont l'axe est z, x' {fig. 307, pi. XXIX), dont le méridien 
de front est formé de deux ellipses Qi, fi'), (^4, ft'i) symétriques par rapport k x, s' et qui ont un de 
leurs axes parallèle à celui de la surface; plaçons le sommet du c6ne circonscrit en t, s' sur le plan 
horizontal H' conduit par le centre «*, «' de l'une des ellipses données. 

Gela fait, décrivons, d'après ce qui a été vu plus haut, une circonrérence sur êx comme diamètre; 
elle nous donnera, en ses points de renccmtre avec le collier et l'équateur, les points de rebronsse- 
ment yi, ys^ 73» 74 de la projection horizontale et permettra de construire les traces xyu zy^, xyz, pfA 
des méridiens limites. 

425. Points parasites de la proiection horisontale. — La circonférence décrite sur sz comme 
diamètre est le lieu des projections horizontales des pieds des perpendiculaires menées des points 5, »' 
sur les divers méridiens; c'est de chacun des points de ce lieu qu'il fiiut conduire des tangentes aux 
méridiens correspondants; on en déduit que les pieds des perpendiculaires placés soit entre 71, 71, 
soit entre 73, 71, ne donnent aucun point utile sur l'une des ellipses méridiennes correspondantes. 
Cherchons s'il peut donner des points parasites. 

Un point quelconque de la projection horizontale de la conrbe étudiée est (38S), en plaçant le 
pèle au pied de la perpendiculaire abaissée de s, s' sur le plan méridien considéré^ la trace horizon- 
taie de la polaire d'une des ellipses méridiennes correspondantes ; soit donc pris sur l'arc qui unit 
73)74 par exemple, le pied q de l'une des perpendiculaires, le méridien correspondant a pour trace 
horizontale la droite P de jonction des points x, ;; le point parasite correspondant est, en plaçant 
le pôle au point du plan H' projeté horizontalement en g, le pied sur le plan horizontal de la 
polaire de l'ellipse projetée en uv. 

Pour construire ce pied, amenons, par une rotation autour de x, xf, l'ellipse et le pèle dans le 
plan méridien principal, l'ellipse se confond, par exemple, avec n'^ii; le pôle vient en ^i, q\. 

Le pèle par rapport à yJ de toute divergente issue de q\ est un point de la projection verticale de la 
polaire cherchée, après la rotation; en adoptant la diveiffente verticale qui coupe fi' en deux points 
dont l'un est a'i, en tirant la tangente à l'ellipse en ce point et en prenant enfin sa rencontre avec R', 
on a la projection verticale m'i du pied sur H' de la polaire; comme cette polaire est verticale, 
son pied sur le plan horizontal se fait actuellement en mi. Il /aut alors le remettre en place, en lui 
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Î^MUA éèetïTt tm «fc <le ceieie d€ ceol^e s ^our raooeAer eo m^ «ir P. Ce paint m etiiji^ panai 
parasite cberdié^ 

11 imporlc de remarquer que cette construction se base sur la forme particulière du mériàieu iéf^ 
It suf&ce, coottratfleaiantàee^ttîaliieu fKHir le tracé d'ua p:Mnt utîle^ qui ert touii £ôt iJidépM- 
dMl ide la forme du méridîeB. 

4M. Bxamdiet iaSmm dM ptities ptraniai «n projAction lu)rij;o]ttUl#. -*- N<mm 000s 
oeeaperons teuleobent du tore géaéral et nottsccAfienrefoos l'épure du précédent paragraphe. 

Pourqae m aoîtiti*iiifiiù il fin^qne la polam, doot » est le pied, s'éloigae âotièreiat^i àriaâoi; 
or, dans le plan d'jue couique^ le piôie^ par nppert à eette courbe de k droite à HioAu, est le eeaife 
de la eofiUpie ei rÊtoipnoqiiesGbeiut, il laut doac pbeer le point 9 au centre de l'ellipse méridienne. Bn 
prenant le lieu des projections horizontales des centrea dea loyers méridienSi qui n'est autre que la 
ckicenféreiiee dont •» est un point àe pMsai^ et 4ui a son centre en z, on trouvera, aux pointa de 
croisement ft, fs de ce lieu et de eebû du point f les pMes ckerchéa; on voit, en ouire^ que les 
droites zq^^ xçz qui eonljennent des poinla parasites à l'infini sont les directions asymptoti^ues des 
bcaaches parasites de la profection horinoniale de la courbe de contact. 

427. Points sur les contours apparenta. — Ces points limitent les parties risihtes des peo|ee- 
tiens de la courbe de contact ; il importe donc» si l'on veut indiquer la Yiaihilité« 4e h^ ééàewàMv. 
Ils offrent encore cette propriété importante que leurs projections sur le plan coordonné felatif 
an contour apparent considéré, sont des points de contact du eontonr apparent en pMJection et 
de la projection de la courbe. Il faut doue avoir grand soin, lorsqu'on desaine les pcnjeclions de 
celie*^, de leur îaire toucher en ces points le contour apparent en pro^eetion (§ 3^2). 

Gela dit, supposons le aomsnel i^ du eône daus une posUion quelconque {fy. 308, pi. XXIX), et 
occupons-nous du tracé. Gbercboins d*ahord les points du contour apparent horizontal; que Ton 
conçoive deux cylindres verticaox ayant peur hase l'équateur et le collier de la aorfaoe donnée, 
ainsi que les plans conduits tangentiellement à ces cylindres par s, «', et ces plans toucheront le 
collier et l'équateur aux points eheccbés; d'après cela, en tirant par s les tangentes àlapro^ctien 
horizontale du eâUiaret4e ré^oateur» on a, par leurs contacts, les projections horizoniales7i,7s4 7»;tA 
des poinls cherchés ; ces potnAs ne projettent verticalement en v'i, ^'t, ys^ 7% anr les projections 
verticales a'b\d!f' du collier ou de l'équateur. 

Un raisonnement en tout semblable à celai qui vient d'Être fait oonduit & tirer par if des tan- 
gentes à la projection verticale d« méridien principal, afm d'obtenir les projections de mdnie nom 
^4» ^«9 ^8« <^M des points plaoés snr le eontonr apparent vertical; des lignes de rappel naenéee par 
ces projections donnent sur df les prajeetioins horizontales Ci, ««, Cs, d^ correapondantes. 

428. Problème TIII. -* Construire la trûoe horizontale d'un tùne circonscrit à une surface de ràw- 
lotion. — La surTace de révolution et le sommet du cône étant donnés, on peut déterminer la courbe 
de ccmlact du cône et de la surface ; puis, en unissant le sommet du cône aux divers points de cette 
courbe, afin d'obtenir les projections des génératrices du cône, on prendra les traces horizontales de 
ces génératrices, qui seront les points de la courbe cherchée. 

429. Construction de la tangente. — C'est la trace horizontale du plan tangent i la surface de 
révolution menée par le point correspondant de la courbe de contact. 

430. Points de rebroussement de première espèce. — En menant par le sommet du cône 
circonscrit des tangentes à la courbe de contact^ et en prenant ensuite la trace horizontale de cette 
ligne, on trouve les poinls de rebroussement de première espèce (§ 385). 
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431. Tangentes aux rebronsaements. — Il suffit de prendre, comme pour un point quelconque, 
la trace horizontale du plan qui touche la surface de révolution au point correspondant de la 
courbe de contact. 

432. Visibilité. — En se reportant aux données et aux constructions de la figure 308 (pi. XXIX) 
et au paragraphe 427, on voit que les tangentes «71, «73, ^s, 9y4, forment le contour apparent horizon- 
tal du cône circonscrit; en effet» !a surface de révolution peut être considérée comme une enve- 
loppée du cône et nous savons que le contour apparent en projection de Tenvcloppe doit être 
tangent à celui de Tenveloppée (§ 395. bis) ; donc les tangentes considérées constituent bien le contour 
apparent horizontal du cône circonscrit. Les projections verticales «Vt'i^y'si ^Vst^Vi des généra- 
trices qui forment le contour apparent horizontal du cône circonscrit, s'obtiennent, comme on peut 
le voir sur notre épure, par un tracé très simple. 

En construisant les traces horizontales des génératrices {syi^s^y^), (^, s'y 3), (syz, Vs)» (^74^ VOi 
on aura les points de la trace du cône placés sur le contour apparent; la visibilité se réglera alors 
facilement en déterminant celle d'un point pris dans une position arbitraire sur la courbe, et en 
observant qu'elle change toutes les fois que le point décrivant la courbe passe par le contour 
apparent relatif & la projection considérée. 

Une remarque importante à faire est que les lignes <yi, r/t, etc., devront toucher la trace hori- 
zontale du cône. 

433. Points limites dans le sens latéral. — Ce sont les points en lesquels la tangente est 
perpendiculaire à la ligne de terre; or, cette tangente est précisément la trace horizontale d'un plan 
tangent au cône ou à la surface de révolution, on en conclut que les points cherchés sont ceux qui 
correspondent aux contacts des plans tangents perpendiculaires au plan vertical, ou, ce qui est la 
même chose, ceux qui correspondent au contour apparent vertical du cône. 

Ainsi, en reprenant encore la figure 308^ pL XXIX, on trouve en g'àL l'un des plans tangents 
perpendiculaires au plan vertical. 

Le point de contact Ci, c\ de ce plan est placé sur la génératrice sVi, sci dont la trace hori- 
zontale $ est à la courbe cherchée; enfin> la trace horizontale aS du même plan donne la tangente à 
celle-ci en 0; ce dernier est donc bien un point limite dans le sens latéral et les trois autres points 
limites se construiront pareillement. 

434. Points le plus hant et le plus bas. — Pour les trouver, il faut simplement chercher ceux 
qui correspondent aux plans tangents qui touchent la surface sur ion méridien de profil; car, en effèt^ 
ces plans tangents sont perpendiculaires au plan du méridien de contact et, par suite, parallèles 
à la ligne de terre; leurs traces horizontales sont donc également parallèles à cette ligne. 

En ce qui concerne leur tracé on a recours à la méthode du paragraphe ilU 

435. Points à l'infini. — Asymptotes. — Les points à l'infini sont placés sur les génératrices 
du cône circonscrit parallèles au plan horizontal, génératrices que l'on trouve directement par la 
méthode des sections; il suffit, en effet, de couper la surface de révolution par le plan horizontal H' 
conduit par le sommet 5, s' du cône (Jlg. 309, pL XXIX) et de tirer de ce point des tangentes à la 
section. Le plan H' donne sur la surface un parallèle dont a, a' est un point de passage et dont le 
centre se trouve projeté horizontalement en z; en décrivant de z comme centre avec za pour rayon 
une circonférence on a la projection horizontale du parallèle ; celles sur le même plan coordonnées 
des génératrices horizontales sont les tangentes se, sci menées par « à la projection horizontale 
de ce parallèle. 
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L*existence sur notre épure de génératrices parallèles au plan horizontal prouve celle des branches 
infinies de la trace horizontale du cône circonscrit. 

• Cherchons maintenant les asymptotes : ce sont les tangentes aux points à l'infini que nous venons 
de déterminer, c'est-à-dire les traces horizontales des plans tangents à la surface de révolution 
menés par les points du plan H' projetés horizontalement en c, Cf. Comme ces traces sont évidemment 
parallèles à se, sci^ on les connaîtra dès que Ton aura déterminé un point de chacune d'elles. 
Dans ce but, par a, a^ menons la tai^ente au méridien de front et prenons sa trace horizontale G; 
en faisant tourner cette trace, autour de z, z\ pour l'amener dans les plans méridiens conduits par 
c ou par Cf, on trouve soit ty soit /i; puis en tirant de chacun deux des droites /a, /i«| respectivement 
parallèles à ^c, sci on obtient enfin les asymptotes cherchées. 

436. Méthode des projections centrales. — La construction des points quelconques de la trace 
horizontale du cône circonscrit à une surface de révolution, donnée au paragraphe 428, exige que 
l'on construise au préalable la courbe de contact de ce cône, ce qui conduit à un tracé long et déli- 
cat, auquel on peut substituer une construction, moins bonne sous le point de vue graphique, mais 
qui s'exécute avec une grande rapidité, et qui^ en permettant de construire la trace du cône 
indépendamment de la courbe de contact, peut également donner la construction de celle-ci d'une 
façon expéditive. 

Soient : z^ s' les projections de Taxe de la surface de révolution, y' l'une des lignes de son contour 
apparent en projection verticale et 5, 5' le sommet du cône circonscrit {fig. 310, pi. XXIX). 

imaginons que s, s' soit le point de vue, la courbe que nous cherchons sera alors le contour apparent 
en projection horizontale de la surface de révolution; or, le contour apparent en projection est 
l'enveloppe des projections des génératrices de la surface (§ ZV&teT)^ on en déduit, en prenant pour 
génératrices de la surface les divers parallèles, qu'il suffit, le centre de projection étant en «, <', de 
construire les projections centrales de ces parallèles sur le plan horizontal et de tracer leur 
enveloppe. 

Opérons d'abord sur le parallèle qui passe par a', a: sa projection centrale est un cercle dont on 
trouve, en premier lieu, le centre a^ en projetant coniquement celui Jz du parallèle, en second lieu 
un point de passage A en projetant dans le môme système le point a, a'. Ce cercle peut alors se 
tracer. 

On eût pu se borner, pour construire la projection centrale du parallèle, à déterminer celle û du 
centre et le rayon de la projection, qui est évidemment égal à A'i a', ce qui eût permis la suppression 
des lignes AA', «a, ao!. C'est en profitant de ces réductions que Ton a construit les centres ûi, ûa, Os, 
et les rayons a'iA'i, û'iA'i, o'aA's des projections coniques de trois autres parallèles, ce qui a 
permis de tracer ces dernières et de prendre Tenveloppe fi, ^ des projections centrales des divers 
parallèles, qui n'est autre que la trace horizontale du cône demandé. 

437.' Application de la méthode des projections centmles à la construction de la courbe de contact d'une 
surface de révolution et cTun cône circonscrit dont le sommet est donné. — Conservons l'épure du para- 
graphe précédent et prenons Tun M des points de contact de l'enveloppe et de l'une des enveloppées; 
ce point peut être considéré comme la projection centrale d'un de ceux de la courbe de contact. 
En projetant M en M' et en tirant les droites «M, s'M', on détermine la projetante conique du point 
et, par sa rencontre m, m' avec le parallèle correspondant, on trouve enfin le point de contact 
demandé ; l'épure offre cette vérification que les deux projections m, m' du point de contact doivent 
appartenir h la même ligne de rappel. 
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Par suite de la ^onéiriey un poiut de la ooariie peat eu Mre tioitver ou vérifier uo second. 

La construction qui vient d'être appliquée est très expédîtiiey maîfi n'offine qae peu d'exactitude 
i caose de l'iiicertitede de la position des coniaets de l'enveloppe et des diverses enveloppées. 

4Sft» ProMéme IX. — Ccmirturedes pmfediém de la emtrèe de cmUeei diurne tutfûce de révolution ei 
d'un cftiMfrv eûmmêcni fearaUtie à une direeiim àmnée^ — Sa eooduisadt, parallèlement à la droite 
doon^ des plans faïqgenlas aux enveloppées eooiques, spbériques ou cylindriques qui touchent la 
surface de révolution par des parallèles ou des méridiens, on détermine les projections des points 
de la courbe de contact situés sur les parallèles ou sur les méridiens cboisis, et Ton peut tracer 
celles de cette courbe. 

Lorsqu'on emploie la méthode des enveloppées coniques, rensemhle du tracé peut être conduii 
comme il suit : 

Fremier tracé. — Soient: z^J les projections de Taxe de la surface de révolution considérée 
(yi^. 311, pi. XXX); /la projection verticale du méridien principal; (filb'^ ^)» Oj <') 1^ projec- 
tions de la base et celles du sommet d*yxie ^iveloppée conique ; soient encore d^ d' les projec- 
tions de la pacallèle aux génératrices du cylindre menée par tm point 0', z de l'axe. 
' Transportons l'enveloppée parallèment à elle-même aûn d'amener son sommet s, i' en z, o'; la 
parallèle à la génératrice s'a\ za se projette en a' A', za et la trace horizontale de cette dernière se 
trouve en A; en décrivaiit de z comme centre avec zh pour rayon une circonférence, on obtient la 
trace du cène sur le même plan coordonné, il faut conduire à ce cône des plans tauj^ents par d, d' : 
la ttace boriaontale de cette droite est en d; au lieu de conduire par ce point des tangentes à la base 
du oône^ on décrit, une Ibis pour toutes, sur ^ comme diam^re une circon£&rence, dont les ren- 
contres avec la base du cône donnent les traces bor&zontaies /, ti des génératrices de contact, on 
en déduit les projeciîoiis boriaonlales zi^ si^ de ces généralrices. Observant alors que, lorsqu'on 
relève la figure, les pcvfectîosis horizontales des génératrices du cône ne changent pas, on trouve, 
par les rencontres de la projection horizontale du parallèle choisi et de celles sur le même plan des 
génératrices de contact, les projections lu, mi, toujours sur ce même plan de projection, des points 
cherchés. 

Des lignes de rappel menées par «i, ff»t donnent, en leurs points de croisement m\ m\ avec a'^, les 
projections verticales des points cherchés. 

Malgré cette simplification, l'exécution du tracé est toujours très pénible, il y a donc lieu dechercher 
le moyen de le réduire encore et de le j^sudre plus^ commode pour les parallèles voisins de l'équa* 
teur on du •coUier. 

439. Second tracé. — Modifientimi de la méthode des enveloppées coniques pow^ les caractéristiques 
vatsmes du collier ou de réquaiewr, — On opère comme au paragraphe 416^ en ayant soin de rejeter 
à l'infini, dans une direction donnée, le sommet du cône. Indiquons parallèlement les deux tracés; 
la figure l'n se rapportent au cône circonscrit et ^elle j^ au cylindre; dans ce qui va suivre il ne sera 
question que de projections verticales. 

Supposons que l'on ait amené, à l'aide d'une rotation autour de l'axe de la surface de révolution, 
le sommet du oône pour la figure ûq, la droite donnée pour la figure /i, dans le plan de front conduit 
par l'axe et soient alors s' la projection verticale du sommet et (/' celle sur le même plan de la droite, 
pour cette dernière la projection s'^ du sommet est à l'infini sur d^. Prenons sur les deux figurés la 
projeotion m'n' d'un parallèle, tirons la droite s'm' ou ^'^tn^^ ou, ce qui revient au même, pour la 
figure ji, menons par m! la parallèle tn!s*^ à d'\ construisons la rencontre a' de la droite que l'on 
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vient de tracer el de z'; menons les tangentes m'f et nif^ et cherchons leurs reneontres ^ et f. 
avec la perpendiculaire à t menée soît par »', soit par il^ ; joignons par mte droite f ou V^ an 
point o! et prenons la rencontre af de cette droite avec m'n', qoi sara le point cherché. 





Fie. fie. 

440. TROiSiiMB nAGÉ. — Soient z* la projection verticale de l'axe (fig. /») ft'» m*n\ dl celles sur le 
même plan da méridien de frcml, d'un parallèle et de la direction donnée, rendae, comme précé- 
demment, parallèle an plan vertical. 

Employons l'enveloppée sphérique, qui touche la surface par la caractéristique projetée en vdvl^ la 
projection verticale de son centre est au croisement •»' de z' avec la normale en vi à p'. En abaissant 
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du point w' une perpendiculaire sur d\ on a la projection verticale du grand cercle de contact de la 
sphère et d'un cylindre qui lui serait circonscrit dans la direction donnée; enfln, par la rencontre d 
de cet(e perpendiculaire et de fn!Tly on trouve la projection verticale d'un point de la courbe de contact. 

441. Quatrième tracé. — Bésolvons W abord ce problème. Construire la courbe de contact d^une sphère 
et if un cylindre circonsaHt parallèle à une direction donnée. — Soient données, par ses contours appa- 
rents en projection, une sphère de centre o, & et les projections d'une droite (/, d' menée par le 
centre de la sphère dans la direction des génératrices du cylindre {fig, 312, pi. XXX}. 

La courbe de contact est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire à d, d\ Cherchons sa 
projection verticale; c'est une ellipse dont le grand axe est la projection du diamètre du cercle placé 
de front, et dont le petit axe est celle du diamètre perpendiculaire au premier (§ 136). Le diamètre de 
front se projette suivant une perpendiculaire Vc' , à d\ passant par o' et se limite sur le contour 
apparent en projection verticale de la sphère. Quant au deuxième axe, il est la projection verticale 
du diamètre du cercle de contact placé dans un plan conduit par o' et perpendiculaire à Vc\ plan 
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gui n'est autre que celui qui projette verticalement la droite D ; d'ailleurs, le diamètre que Ton doit 
projeter est perpendiculaire à celte môme droite D. Rabattons, sur le plan de front conduit par le 
centre de la sphère, le plan projetant sur le plan vertical de la droite D et la flgure qu'il contient : 
o' ne bouge pas, un point a, a', placé dans une position arbitraire sur d, d^ vient sur une perpendi- 
culaire à d\ menée par a\ et à une distance a'Ai de ce dernier, égale à oa; en tirant la droite o'Ai, 
on obtient le rabattement de ef, d . Celui du diamètre dont on cherche les projections vien4 sur une 
perpendiculaire SSi à o'Ai. En revenant à la position initiale ses extrémités S,Si se placent aux points 
<',«'i, points qui sont les sommets cherchés. Connaissant les axes de l'ellipse on sait la tracer. La visi- 
bilité se détermine en remarquant que S, Ai placés, d*un même côté de la charnière «f , sur le 
rabattement le sont aussi dans l'espace, après qu'on les a relevés, et comme A se projette horizonta- 
lement en a, en arrière de la projection horizontale pq du contour apparent vertical, ce point sera 
également en arrière du contour, il en sera de même du sommet projeté en 9'; d'ailleurs c', 6' sont 
les projections verticales des points placés sur le contour apparent de môme nom. La visibilité 
est donc celle que notre épure indique. Sur le plan horizontal on pourrait faire une construction 
en tout semblable à la précédente. On peut également remarquer que deux diamètres rectangulaires 
du cercle se projettent suivant deux diamètres conjugués de l'ellipse correspondante (§ 136), d'où 
Ton déduit que les projections horizontales des deux diamètres précédemment employés déteiv 
minent deux diamètres conjugués de la projection horizontale, et, par suite, cette dernière. 

Pour construire ces diamètres conjugués, menons par h\ c deux lignes de rappel qui croisent pq 
aux extrémités b, c de l'un d'eux; traçons de môme les lignes de rappel des points «', s\ et portohs-y, 
de part et d'autre de pq^ en of, ^i^i, les éloignements sS, «iSf, des extrémités du diamètre rabattu 
en SSi dans le plan de front du centre 0, o'. Les deux diamètres conjugués de la projection hori- 
zontale sont donc ftc, ssi. Atln de pouvoir indiquer la visibilité, nous avons construit, en prenant 
simplement les contacts des tangentes menées au contour apparent horizontal de la sphère dans la 
direction d^ les points n, v de la projection horizontale de la courbe de contact qui sont placés sur le 
contour apparent de même nom. • 

Revenons au quatrième tracé des projections de la courbe de contact d'une surface de révolution 
et d'un cylindre circonscrit. Soient donnés : Taxez, z' de la surface de révolution {fig. 313, pi. XXX); 
la projection verticale 11 de Tune des courbes qui forment le méridien de front et la direction d^ d 
des génératrices du cylindre. 

Supposons que l'on ait construit : le contour apparent en projection verticale J d'une sphère dont le 
centre et le rayon sont arbitraires ; ainsi que la projection Ji de la courbe de contact avec un cylindre 
parallèle àc/, d'; pour exécuter ce tracé sur notre épure nous devons simplement y reporter une 
partie de celle qui la précède. 

Cela dit, cherchons le point de la courbe de contact qui se trouve sur un parallèle ah^ db' pris 
arbitrairement sur la surface donnée; employons dans ce but la méthode des enveloppes sphériques. 
L'enveloppe qui touche la surface de révolution par le parallèle choisi a pour centre un point dont les 
projections se trouvent l'une en z, l'autre à la rencontre m' de z' avec la normale en d hyJ. Concevons 
le cylindre circonscrit dans la direction d, d à l'enveloppe sphérique considérée, il faut simplement 
trouver les croisements de sa courbe de contact et de la caractéristique ab^ dV (§ 394). Or, deux 
sphères quelconques sont homothétiques, deux cylindres circonscrits à ces sphères dans la même 
direction le sont également ; par suite^ les projections verticales des courbes de contact des cylindres 
circonscrits dans la direction d, d aux deux sphères employées dans notre épure, sont aussi homo- 
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théliques. Ainsi donc on doit chercher la rencontre de la droite a'V avec Tellipse homotkétique 
à c'i et relative à la sphère enveloppée choisie. Pour éviter le tracé d'une nouvelle ellipse, ce qui 
rendrait la. construction impraticable, prenons rhomologue de h'o! en tirant par o' un rayon o'ol 
parallèle à celui «V de l'enveloppe, et en menant par J la parallèle ajS' à a'b'. Les croisements y',y'i 
des lignes c'i, a'p' sont homologues aux points cherchés; en tirant^ par suite, les droites o'/, o'y\^ 
. et leurs parallèles par »', on trouve, aux croisements de ces dernières avec a'Vy les projections 
verticales c',c'i de deux points de la courbe de contact; les lignes de rappel menées par chacun 
d'eux donnent enfin, en leurs croisements c, Ci avec la projection horizontale du parallèle choisi, les 
projections de même nom des points de contact. 

Les parallèles limites ont. pour projections verticales les homologues des tangentes horizontales 
de la courbe c'i. 

Nous devons actuellement nous occuper des points remarquables de la courbe de contact du 
cylindre circonscrit à une surface de révolution. 

442. Points le plus haut et le plus bas. — Parallèles limites. — Il importe, bien que la pré- 
sente question ait déjà été résolue dans le cours du précédent paragraphe, d'en donner une solution 
directe indépendante du quatrième tracé. Soient donc z, ^ l'axé de la surface de révolution [fig. 314, 
pi. XXX), yi la projection verticale du méridien de front et d^d^ la direction donnée. Rien n'empêche 
de supposer que dy d' rencontre l'axe z,.2'; alors le plan vertical projetant de cette droite est un plan 
de symétrie de la courbe de contact, et les points de celle-ci contenus dans ce dernier, d'après le 
théorème du paragraphe 417, sont ceux que nous cherchons. Pour les déterminer, recourons à la 
méthode des sections : coupons la surface par le plan vertical projetant de la droite d, d\ et menons 
au méridien de section des tangentes parallèles à cette droite; les contacts de ces tangentes seront 
les points cherchés. Pour éviter le tracé d'une nouvelle courbe^ rendons le plan sécant, par une rota- 
tion autour de z, z', parallèle au plan vertical; le méridien de section vient sur celui qu'on nous 
donne; la droite d, d^ àsà trace horizontale en 0, G^, point qui vient se placer en 9i, O'i; et comme le 
point s'y z reste fixe, la nouvelle projection verticale de la droite est s'B'i, 

Menons des tangentes à ^i parallèles à s'Q\; l'un des contacts fn\, mi vient, lorsqu'on remet la 
figure en place, en m, m'; c'est là le point le plus haut cherché. Le point le plus bas s'obtiendrait 
pareillement. Quant aux parallèles limites, ce sont ceux qui passent par les deux points dont on 
vient d'indiquer le tracé. 

443. Points du contour apparent. — La construction donnée pour le cône circonscrit aux 
surfaces de révolution (§ 427) est indépendante de la position attribuée au sommet du cône; elle 
est donc applicable au cylindre. Les points cherchés s'obtiendront simplement en conduisant paral- 
lèlement à chacune des projections de la droite donnée des tangentes au contour apparent en 
projection sur le plan de môme nom. 

444. Points parasites de la projection yerticale. — On les détermine, lorsque les génératrices 
du cylindre sont parallèles au plan vertical, en opérant comme pour le cône circonscrit (§421 et 425). 

445. Problème X. — Construire la trace horizontale du cylindre circonscrit dans une direction donnée 
à une surface de révolution. — Les constructions de la trace du cône circonscrit données au para- 
graphe 428 sont entièrement applicables au cylindre. A cet égards sans reprendre les explications, 
nous ferons simplement observer que la méthode des projections cylindriques devient particulièrement 
commode. Effectivement, les divers parallèles choisis sur la surface se projettent obliquen^ent en 
véritable grandeur sur le plan horizontal, et, en ayant soin d'adopter des parallèles équidistanls, les 
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centres des projecUons obliques seront eiix-ni6nies équidistants ; par suite, ponr fes obtenir facile- 
ment on projettera obliquement «les centras des *parflllè!es extrêmes, et on divisera la droite de 
jonction de ces projections en autant de paHies égales qu'il y «en aura sur Taxe delà surface de Tévô- 
lutiofi entre les points «orrespondTints. 

446. Problêm XI. -^ Construire les projections dû ta courbe de contact d^un tore général, dont l'axe 
de rotation est paratUle è Vvn détaxes des courbes méridiefmes et d*im cylindre circonscrit dans une direc- 
tion donnée, — Méthode êe Dunesme. — Soient 2 Taxe d'une surface de révolution et a T-un de ses 
méridiens (fig. ^3). Donnons à |:i on mouvement de translation perpendiculaire à z, c'est-à-dire un 
mouvement tel que tous les points de 11 se déplacent d'une m6me quantité dans une direction 
perpendiculaire à z. Soit yfi la nouvelle position du méridien. Nous allons faire voir qu'en deux 
points A, A'i cœ^respondants les tangentes aux courbes sont pai^nllèles. Prenons deux autres points 
correspondants B, B' voisins des premiers et tirons les dcmc cordes AB, A'B'; d'après la formation 
même de ^xi, les droites kk\ BB' sont égales et parallèles, ABB'A' est donc un parallélogramme; 
conséquemmertt, les cordes AB,A'B' sont aussi égales et parallèles; et comme cette propriété est 
constamment vraie lorsque B'se rapproche indéfiniment de A, elle lésera de même h la limite; 
ce qui veut dire que les tangentes en A et en A' aux courbes méridiennes sont parallèles. 

Il est évident que les points de Tune des surfaces sont reliés à ceux de l'autre comme ceux de la 
courbe fx le sont à ceux de f^'i, c'est-i-dire qu'ils sont deux à deux sur des perpendiculaires à z 
égales à la longueur dont la courbe ^ ^eât déplacée pour prendre la position /t. Démontrons qu'en 
deux points correspondants les plans tangents aux surfaces sont parallèles. 

En elTet, aux points considérés, les tangentes aux parallèles soUt dans un même plan et se 
dirigent perpendiculairement ii In droite de jonction de ces poîrits; ces tangentes sont donc 
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parallèles; celles menées aux méridiens par les deux mômes points fe sont aussi, d'après la démons- 
tration précédente. On déduit de là que les plans tangents aux points correspondants sont paral- 
lèles entre eux. 

'447. Bhmîmm maintenant 'q^f en circemertvant ceux deux surfaces de* révolution^ considérées dans une 
même direcitm, deux eyltridres, m trouvera deux courbes de cmtact telles qu'à tout point de Tune corres- 
pondra wi point de t autre, .sur une perpendiculaire à F axe menée par le premier point et à une distance de 
, ce peêia éfféde audépheemènt des points du méridien. 

En dfftt, que l'on- considère tm des points de contact du cylindre circonscrit à l'une des surfaces 
de révolotmi, ou, «vtrement, un des contacts d'un plan tangent parallèle à la direction des géné- 
ratrices du cylindre; à ce premier point correspondra, sur l'autre surface ei sur une perpendicu- 
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laire à Taxe menée par le premier, ua ajutre poiat, pour lequel le plan tangent à la seconde surface 
sera paraUàle au premier plaa. et, par suile> parallèle aux généKa4rLees du cylindre. Ce qui veut 
dire que le poinJt correspondant au point coosidéri suj? La première surfiice sera k la courbe de 
contact du cylindre circonscrit à la seconde surface de révolution; la propriété énoncée plus haut 
estjdonc établie. 

448. Enfin^ nom allons démontrer 911e, «tir un plan perpeyidiculaire à Paxe commun^ les projections des 
courbes de contact des deux surfaces de révolution considérées et des cylindres circonscrits dans la même 
direction sont deux courbes respectivement conchoides l'une de l'autre. 

On appelle conchoïde d'une courbe G (fig. ^4) la courbe Ci, que l'on obtient en conduisant par un 
point fixe des divergentes sur lesquelles on porte, de part et d'a-utre, et à partir de leurs 
rencontres avec G, des longueurs égales : ainsi on prendra sur les divergentes figurées 
AA, = AA'i = BBi=BB',; etc. 

La propriété énoncée est, d'après cette définition, presque évidente, et le devient complètement 
lorsqu'on observe que les points des courbes de contact se trouvent deux à deux sur des perpendi- 
culaires à l'axe dont les longueurs sont égales au déplacement commun imprimé aux points du méri- 
dien. Ces perpendiculaires prolongées constituent, en projection sur un plan perpendiculaire à Taxe, 
des divetgeutes. is&uea eu pied de Vàxe sur ce plan. D'autre part, ces mêmes pevpendiculaiires à Taxe 
sont égales et parallèles au plan de projection; elles sont donc encore égales en projectioa ; la 
propriété énoncé* se trouve aûk>i déiaoQlrée« 
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449. Tangente à la conchoïde d'une courbe. — Soient une courbe G (fig. j&) et le point de con- 
cours des divergentes sur lesquelles on porte, pour former la conchoïde, une longueur X constante 
à partir de part et d'autre de G. 

Prenons pour pûld le point o, pour axe polaire Tune ox des divergentes» et démontrons qu'aux 
trois points A„ A^, A'i^ d'une même divergente oA, les sous- normales dea courbes sont égales. 

La sous- normale au point A de la courbe G est la portion oN d'une perpendiculaire au rayon 
vecteur menée par le pôle et comprise entre ce pôle et la normale en A. Ainsi aous voulons 
démontrer que les normales aux courbes figurées, et menées par A» A|» A'i, concourent en un seul 
point N, sur la perpendiculaire en a, au rayon vecteur oA. 

Soit 



réquation de G; celle de sa conchoïde sera 



f = /•(«) ±X. 
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Gomr:ie ]a sous-nornoale est égale à la dérivée de p en prenant pour variable indépendante », 
et que, d'un autre côté, les deux fonctions de «• qui donnent les valeurs p ne diffèrent que par une 
constante, leurs dérivées et^ par conséquent les sous-normales, sont égales ; c'est ce qu'on voulait 
établir. 
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Cette propriété sert, lorsqu'on sait mener la tangente en un point d'une courbe, à construire celle 
de sa conchoïde au point correspondant. 

450. Problème XL — Construire les projections de la courbe de contact d'un tore et d'm cylindre 
circonscrit dans une direction donnée. — Nous supposerons Taxe du tore z, «' vertical (/î^. 315, 
pi. XXX) et nous figurerons les contours apparents de cette surface sur les deux plans coordonnés, 
ainsi que les projections d,d' de la parallèle aux génératrices du cylindre menée par le centre «',3 
de la surface. 

Donnons au méridien qui engendre le tore un mouvement de translation, afin d'amener son centre 
en celui »', z du tore; le méridien ainsi déplacé engendrera, par sa rotation autour de 2, z', une 
spbére, et la courbe de contact du cylindre circonscrit dans la direction d^d' à cette sphère aura 
pour projection horizontale (§ 441) une ellipse. Si Ton applique au tore et à la sphère la méthode de 
Dumesme, on voit (§ 447) que la projection sur un plan perpendiculaire à Vaxe de la courbe de contact 
du tore et du cylindre circonscrit est une conchoïde d^ ellipse. 

Exécutons les constructions qui en résultent. 

La projection horizontale de la sphère auxiliaire est un cercle 7 de centre z et de rayon égal à 
celui du cercle méridien du tore; afin de construire la projection sur le même plan de sa courbe de 
contact avec le cylindre, appliquons le tracé du paragraphe précité : le diamètre SiS^ perpendiculaire 
à d est le grand axe de l'ellipse cherchée; quant au petit axe, c'est la projection horizontale du 
diamètre de la sphère placée dans le plan vertical projetant de d, d' et perpendiculaire à cette 
droite; nr us l'aurons donc à l'aide du rabattement de d, d' sur le plan horizontal conduit par le 
centre »', z de la sphère^ rabattement que l'on obtient par la jonction du point z resté fixe, à 
celui H| qui se détermine en portant à partir de h, et sur une perpendiculaire en ce point à d^ une 
longueur ^H^ égale à la cote «l'coi du centre de la sphère. En tirant alors le diamètre S^Si 
perpendiculaire à JsH| et en relevant S3 en Ssi S* en «4 on a les deux autres sommets de l'ellipse 
cherchée. On peut ensuite tracer cette courbe à l'aide d'une méthode graphique qui donne 
rapidement les points de la courbe et leurs normales. Portons sur une bande de papier, figurée 
sur répure par une droite, des longueurs 6m, am^ respectivement égales au demi-grand axe zs^ et au 
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demi- petit axe Z83; puis faisons glisser b sur le petit axe et a sur le graud^ en ayant soin de marquer 
un nombre suffisant de positions' occupées par m; les points ainsi trouvés seront à l'ellipse. 

Veut-on construire la normale en Tun d'eux, par exemple en m : on marque les positions cor- 
respondantes a, b des points glissants, et, d'après le théorème de M. Ghasles, on sait que les perpen* 
cicnlaires menées aux axes respectifs par a, b se croisent au centre instantané de rotation r, de la 
droite mobile ; en tirant alors la droite qui va de m à c, on a la normale à l'ellipse en m. 

I/ellipse étant tracée, on portera sur des divergentes issues de z, de part et d'autre de cette 
courbe, des longueurs égales au déplacement ««V^ imprimé au cercle méridien du tore, pour 
former celui de la sphère auxiliaire. La figure indique la construction de deux, mi,m9, de ces points. 
Pour obtenir la projection verticftle qui correspond à l'un d'eux, au point mt par exemple, on trace 
la projection horizontale du parallèle de la surface qui passe par Mi, et on prend sa rencontre ut, u'i 
avec le méridien de front du tore, d'où l'on déduit la projection verticale f/tyfs du parallèle. Une 
ligne de rappel menée par tn^ croise fft's/s au point m'^. Finalement, nous connaissons les projections 
n7s,m's d'un point quelconque de la courbe cherchée. 

451. Tangente en un point de la courbe de contact. — La projection horizontale de la 
tangente s'obtient par la méthode du paragraphe 449. Ayant déjà tracé la normale me à l'ellipse en m, 
on mène en z la perpendiculaire au rayon vecteur zm et on prend sa rencontre N avec me, 
rencontre qui détermine la seconde extrémité de la sous-normale zN commune pour les trois 
points m, mi, m% à la courbe et à sa concholde ; tirons alors les normales Nmi, Nmi à la conchoîde, 
et menons-leur des perpendiculaires fniti,m^t%, qui seront les projections horizontales des 
tangentes. 

Une fois ces projections horizontales trouvées, rien n'est plus simple que d'obtenir les projections 
verticales correspondantes. Effectivement, pour déterminer la projection verticale de la tangente 
en nt3, m'2 par exemple, on construit le plan tangent FiaPi, en ft'%, pi^,* que l'on fait tourner autour 
de s, z'y afin d'amener son contact iit^yi^ en m't, mt. La trace horizontale Pf se maintient tangente 
au cercle de centre z el de rayon égj^i à la distance zpf du centre à Pi ; p^ vient enp et P| en P. 

La tangente cherchée étant dans le plan tangent en mt, m't, sa trace horizontale sera sur P; et 
comme elle doit appartenir à mt^j elle est à la rencontre d, B' de ces lignes; la projection verticale 
de la tangente sera donc la droite de jonction des points 6', m'^. 

452. Point sur le contour apparent. — On les obtient par la méthode générale (§ 443). 
Pour le contour horizontal, on cherche les contacts é/, e, f, g des tangentes nienées à ce contour 
parallèlement à dj contacts que l'on a déterminés simplement sur l'épure par la rencontre du contour 
el (le la perpendiculaire à d menée par z; les points ainsi tracés se relèvent en d'^ e', /*', g^. 

Quant aux points placés'.surle contour apparent vertical, ils se trouvent à la rencontre des méridiens 
de ce contour et des perpendiculaires menées par leurs centres «l't, co's sur la direction (/'; ce sont 
les points k', /', ti', 9'; ils ont pour projections horizontales correspondantes k, /, ti, q, 

453. Points sur le méridien de profiL — Le tracé général donne leurs projections horizontales 
en lOiy M'î, W3, tVi. 

Quant aux projections verticales correspondantes, il importe d'observer qu'elles doivent deux 
h deux se confondre et former seulement deux points inconnus w'i, w't; effectivement, le cercle pro- 
jeté en SiSiS^^ n'a que deux points dans le plan de profil, et leurs correspondants sur le tore sont 
sur deux perpendiculaires à z, z\ contenant chacune deux points de la courbe cherchée. Gomme ces 
perpendiculaires à l'axe le sontaussi au plan vertical, elles ne donnent seulement que deux points sur 
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la prqJÊClion verticale. Pour les couslcuive» oa opère en général suc Us poinU coirirespoadaQts de la 
projection horizomlale coauzia oa Ta fait pottc le f oiat quelcAuquA m^^ 

U est ua cas particulier qoe Tou rencoatre Cré(|UAixuQfiiik et pour lequel ce traci demat fort simple : 
c'est celui où les droiies d^d! s'iocliaeiU da 45 degrés sur xy\, incUnaisoa que aoiis avons adoptée 
afin de donner plus dlntéràbà Vépare. Dans. e« cas, la construetioa des joints dû. contact sur le 
méridien de profil conduit à projeter d^ d' sur la plan de ee méridienj, et à mener au méridien des 
tangeojtes parallèles ^ cette proîection, lescpiellas» par leurs coatacts, doaneat les points cherchés. 
Or on voit facilement que la proj/ectloa cansidérée d% dy,é fait avec le plan hocizoottl un angle de 
45 degrés, donc^ si Ton rabat le sïéridieade profil sur celui du contour ap^reat^ ea eutrainant cette 
projection, oa trouvera pour cetto dernière précisémeni d^j et pour les eootacts, %\k\ l\ yl\ c'est 
par conséquent aux rencoatres de z' ave<i Les droites kq'j l'u' que doiveat toe placés, les points 
^'i9 <^ 3 <iu^ i^ous cherchionsi. 

.4&4. Visibilité. — Pour régler, par exemple» la visibilité de la courbe u'w'^'k'w'i on détermine 
celle d^un point d' pris arbitrairement sur cette courbe» laquelle est indiqjuée par la position de la pro- 
jection borizoatale d; en effet, d est en avant de la prqie«tîan horiaontala du méridiea. d» frool ; c'est 
donc ua point visible sur le plaa vertical* En rev«o&nt à la courbe^ oa en conclut qu'elle est visible de 
part et d'autre de d'^ jusqu'aux points A', u', placés sur le contour appdtfeut vertical, et qu'elle devient 
ensuite cachée. Profitons des considérations qui précèdent pour insister sur ce point que la visibilité 
sur l'un des plans coordonais se détermine ea regardant surtout la pcoietctioa sur l'autre plan coor- 
donné de la ligne coasidécée, et du contour apparent relatif au plaa de pro^tioa sur lequel on doit 
régler la visibilité. 

OONE ET CYLINDRE CIRCONSCRITS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION 

DU SECOND DEGRÉ 

455. Théorème. — La conrbe de etmtact d'une surface du second degré et d*un cane circonscrit est 
plane. — Soient S le sommet du cône (fig/e)» 2 la surface considérée. Menons par S une diverçente 
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quelconque qui coupe la surface eu deax points A|, As, et prenons le eoBjogaé harmonique m du 
sommet S par rapport aux paînis de ^eetioa Ai> Ai; on aui*a 

SAf ^ mAi . 

SAj ' m Ai 
ou 

^^^ rwAî SAa' 

il en faut conclure que, pour une divergente donnée, le second membre prend une seule valeur, et 
que, par suite, il existe sur chaque divergente un point m, et rien qu'un. Le degré du lieu de ce 
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point «st •donc *égai «h de«ré ée muHiplîcîlé chi point S augmenté de 1. Or^ na point n'est jamais à 
lui-môme son harmonique conjugué; donc le point S n'appartient pas au lies Ai forint m; ce dernier 
e^ donc do premier degr é ; c*«st 'per «coiiaéquofft un plan. 

DémontroBs qmt <jb plan est :cel«i de la courbe de contaot du cône ciroonaerit dont fi est le 
sommet. En effet, lorsque A^ «t A9 «e confondent sur uiie divergeale, «qai est alors tangente à la 
sarfeoe, Im relation (4) devient 






=-u 



ce cpn ne peiit avoir Hea^ eii<^;anl au signe, cfue si m se «o^nfond avec les points Ai, A^; par suite, le 
pian lieu du point m cantient la courbe de contact; cette dernière est donc plane et du second degpé. 
La démonstration que noos Tenons d'indiquer est indépendanie de la position du sommet ; on en 
conclut qu'elle s'applique également au cylindre circonscrit. 

456. Théorème. — La projecHon d'une tombe du eeamid degré fatic sur un plan quelconque^ et d'après 
un système également quelconque^ est encore eu second degré. — Effectivemcmt, toute sécante du plan de 
la courbe la rencontre en deux points, et cette propriété est projeclive. 

457. Problème XII. — Construire les projections de la courbe de contact d'ujie surface de révolution 
du second ordre et d'un cône circonsant dont le sommet est dotmé. — Prenons comm'e exemple Tel- 
lipsoîde de révolution représenté sur la figure 316, pi. XXXI, par ses contours apparents, et cher- 
chons sa courbe de contact avec le cône circonscrit dont le sommet se projette en 5, s'. 

Le plan conduit par Taxe z, z' et par le sommet s, s' est un plan de symétrie de la courbe de 
contact; par suite, la projection de celte dernière sur ce plan est rectiiigne. Nous allons donc, pour 
simplifier sa construction, amener, à l'aide d'une rotation autour de :;, ;;', le plan méridien qui 
passe par 5, s' dans le plan de front conduit par l'axe; 5, s' vient en Siy s\. Tirons du point s\ des 
tangentes à Tellipse méridienne donnée et traçons la polaire a\b'i de ce point, qui n'est rien 

■ 

autre chose que la projection verticale de la courbe de contact après son déplacement. 

Pour construire les projeotionus de la^courbe dans «a position naturelle, cherchons les points qui 
oorrespondoot à>]'an ^' des poials de la droite ^'i«e'|. 

Le peraiièle qui conétenties puointscherobés a .pour projection <veriijcale la parallèle u'v' à hi ligne 
de terre menée par /. Quant à sa projection horizontale, elle passe par celle u qui correspond à u'; 
c'est donc la circonféronce décrite de z comme centre av£c zu pour rayon. La corde des points 
projetés Tertical6nierU««n p'-se tnowreàuae diatance de J'axe é§ale;à sfii;.ei. comme pi se j)lace en p 
lorsqu'on revient à la position initiale de la ligure, on voitque la perpendiculaire à zp menée par p 
est la projection honsontale de la droite de jonction des prqjeciions horizontales des points cher- 
diés; ces prqjeetîons horicoatales sont donc A la rencontre m, » de cette .perpendiculaire et de la 
projeotion de même nonaxdu parallèle eontenant .le point choisi; lents .projections verticales se 
trouvent par conséquent aux ^iato de isattontre m', n' de^la projection verticale u'v' du même 
parallèle et des lignes de rappel menées par m^n. 

4M. Tangente m im point de ia eourbe de contact. — Cette droite doit évidemment se 
tronrer, etsar le plan' tangent à la «utfaeeau point eonsidéré) et^ur le plan.dç la courbe; elle est 
donc la commune intersection de ces plans; la détermination des deux plans «et de leur. intersection 
.eondnit à un traeé un f&a iong. iûonnons le moyen dclesiioplifler. Nous^ppuieroos la construction 
de la tangente sur le théorème qai^eufct : Lêrsqtf an déplace le tmnmet du càêe circuascrit à une surfac 
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du secofid degt^ sur une droite tangente à cette surface y les courbes de contact se touekent là ou la ligne des 
sommets touche elle-même la surface. 

Soient une surface du second degré £ (fig. 77) et une droite D qui la touche en M. Prenons sur D 
un point S quelconque, et considérons la courbe de contact G de X et du cane circonscrit dont le 
sommet est en S. La tangente MT à G est la rencontre du plan tangent en M à S et du plan polaire 
de S par rapport h cette même surface 2 ; autrement dit la tangente est la polaire de S par rapport 
à l'intersection de la surface 2; et de son plan tangent en M. Or Tintersection d'une surface du 
second degré par l'un de ses plans tangents est un système de deux droites, réelles ou imaginaires, 
se croisant au point de contact, qui en est, par suite, le centre; on en conclut que la polaire MT 
et la droite MS qui unit le centre au pôle sont deux diamètres conjugués de cette conique. Si alors 
nous rendons S mobile sur D, l'un des diamètres SM et la conique ne changeant pas, le con- 
jugué MT de SM se conservera également; c'est ce qu'il fallait démontrer. 

Retournons au tracé de la tangente. 

Tirons la droite de jonction du sommet «, ^ au point m, m' dont on veut la tangente; prenons sa 
rencontre >, \' avec le plan du méridien principal, et construisons la projection verticale de la courbe 
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de contact de l'ellipsoïde et du cône circonscrit dont X, V est le sommet. Par suite de la symétrie, 
celte projection est rectiligne. D'un autre côté, par suite du théorème démontré plus haut, elle doit 
loucher en m' la projection verticale de la courbe étudiée ; ce sera, par conséquent, la tangente 

cherchée. 

Il faut donc prendre la polaire de V par rapport à l'ellipse méridienne; ce que Ton peut faire en 
tirant du point X' deux tangentes à l'ellipse et en unissant par une droite les contacts. Le tracé ainsi 
fait manquerait de précision, la position des contacts n'y étant déterminée que d'une manière incer- 
taine. H est mieux de tirer par X' deux divergentes quelconques X'a/3, Vèy, d'unir par des droites les 
points a, V et j3, J, et de prendre la rencontre c de celles-ci. Le point 1 est à la polaire et à la tangente 
cherchée; celte dernière s'obtient donc en traçant la droite cm'. On opère de même sur le plan 
horizontal, en construisant la polaire fm de la projection horizontale Xi eu point de rencontre 
).i, X'i de sm, s^m' avec le plan de l'équateur. 

459. Points sur les contours apparents. — Ces points, que Ton a déterminés par la méthode 
indiquée pour le cas général (§ 427), sont : pour le contour vertical, (c', c), (rf, d) ; pour le contour 
horizontal, {è, c'), (y, /). 

460. Points le plus haut et le plus bas. — Ge sont ceux projetés après la rotation en {oi, o'i), 
(^1, ù\) et qui, remis en place, se projettent en (a, a'), {b, b') (§ 419). 
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461. Projections des sommets. — La courbe est une ellipse qui, par suite de la symétrie déjà 
signalée, a deux de ses sommets projetés en (a, a% (b, 6'). Pour déterminer les deux autres, il suffit 
d'opérer sur le milieu o'i de la corde a\ &'|, comme on Ta fait pour le point quelconque fi' de cette 
corde; gn trouve ainsi les points (<7, ©'), (^i, ^'i). 

Les projections des deux axes d'une conique donnent en général deux diamètres conjugués de la 
projection : Car, dans Tespace, chacun des axes divise en deux parties égales les cordes parallèles 
à l'autre, et cette propriété est projective lorsque le centre de projection est à l'infini. 

Ainsi, en général, les projections des sommets ne sont pas les sommets des projections ; pour qu'ils 
le soient, il faut et il suffit que l'un des axes de la courbe occupe une position parallèle au plan 
horizontal ; car d^ns ce cas, et rien que dans ce cas, l'angle droit des axes se conserve en pro- 
jection (§ 42 et 44). £n appliquant ces considérations à la présente question, on reconnaît immé- 
diatement que les points a, à, a, o-i sont les sommets de la projection horizontale, et que les points 
correspondants a', b\ tr'y o-'i sont les extrémités de deux diamètres conjugués de la projection 
verticale. 

462. Problème XIII. — Construire la trace horizontale cPun cône circonscrit à une surface de révolu- 
tion du second degré. — Tou^ les tracés établis pour le cas général (§ 428) sont ici applicables. 

Nous allons simplement indiquer la construction des sommets et des foyers de la courbe. 

Démontrons ce théorème : Les foyers d'une conique sont des cercles de rayons nuls bitangents à la 
conique f et qui la touchent aux points imaginaires de rencontre de la courbe et des directrices correspondantes. 

En désignant par a, j3 les coordonnés de l'un des foyers de la conique rapportée à un système 
d'axes rectangulaires, Téquation focale est celle-ci : 

Coupons Ici courbe par un cercle de rayon quelconque R et dont le centre est au foyer considéré; 
l'équation du cercle s'écrit : 

(2) (a;-a)«+(y-l3)^ = R^ 

et les coordonnés des points communs vérifient les équations (1) et (2). 
Mais on peut remplacer (2) par la combinaison de (1) et de (2) qui suit : 

(3) {mx+ny-^ty=W; 

or cette dernière représente un système de deux droites parallèles à la directrice, et, lorsque R 
devient nul, ce système se réduit à la droite double : 

(iwâ? -|- ny -|- /)* = 0, 

qui n'est autre que la directrice elle-même. On en conclut que toute circonférence dont le centre 
est un des foyers d'une conique coupe celle-ci en quatre points placés sur deux parallèles à la 
directrice, et que, pour la circonférence de rayon nul, les quatre points se confondent deux à deux 
sur la directrice; cette circonférence touche donc la conique aux deux points imaginaires de* 
rencontre de celle-ci et de la directrice correspondante. 

Retournons au problème. Donnons-nous un ellipsoïde par son axe 2, z' {fig, 317, pi. XXXi) et par 
son contour apparent en piojection verticale t'; soient, en outre, données les projections s, s' 
du sommet du cône circonscrit. 

Appliquons la méthode des projections centrales: les divers parallèles projetés coniquement du 
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point S, s' sur le plan horizontal dotineraîent tons les cercles bttangents à la trace horizontale du c6ne ; 
maïs, parmi ces cercles, deux seulement ont des rayons nuls : ce sont ceux que l'on obtient en projetant 
les sommets (a', z), (a'i, z) en F,Fi; on en conclut que ces points sont les foyers deFellipse cherchée. 

Construisons les sommets de Taxe focal; ce sont les pofntsde la courbe situés dans le plan conduit 
par z, 2' et par s, s'; on les trouve parla méthode des sections. Pour cela, coupons l'ellipsoïde par le 
plan méridien conduit par s, 5\ et menons de ce point des tangentes à la section; en construisant 
les traces horizontales de ces tangentes nous aurons les sommets cherchés. 

Pour déterminer ces tangentes, amenons le plan méridien sécant et le sommet du cône, par une 
rotation autour de z, ^, sur le plan du méridien principal; s, s' vient en Si, s'i^; tirons les tangentes 
à c' du point s\^ qui seront les projections verticales, après la rotation, de celles que nous cherchons; 
leurs projections horizontales seront sur «iz, et leurs traces de même noin en a, ai. 

En revenant à la position primitive, «, on décrivent, sur le plan horizontal^ deux arcs de cercle et 
s'arrêtent en A, Âi, qui sont les sommets de l'axe focal ou du grand axe de l'ellipse. 

Quant au petit axe, on l'obtient en plaçant le centre au milieu de la droite FFi, en élevant en ce 
point une perpendiculaire à celte droite^ et en décrivant du point F comme centre avec le demi-grand 
axe Ao pour rayon, un arc de cercle dont les rencontres B, Bi avec la perpendiculaire déjà menée 
par sont les sommets du petit axe. On sait alors tracer la courbe. 

463. Prohlème IIV. — Construire les projections de la courbe de contact et la trace horizontale d'un 
cylindre circonscrit dans une direction donnée, à une surface àc révolution du second degré. — Nous 
prendrons comme exemple l'ellipsoïde repésenté sur la figure 318, pi. XX^I. Soient rf, <f les pro- 
jections de la parallèle aux génératrices du cylindre menée par le centre de la surface. La solution 
du présent problème est en tout semblable à celles des deux précédents. Nous allons simplement 
rappeler les divers tracés. 

A l'aide d'une rotation autour de z, z', amenons d^ d* en Jj, ef 1, sur le plan méridien principal, et 
traçons le diamètre g'ii'a qui unit les contacts des tangentes menées, dans la direction d'iy à Tellipse 
donnée. Ce diamètre est le conjugué de ef i dans l'ellipse méridienne, et représente la projection 
verticale de la courbe de contact après la rotation. En revenant à la position primitive, on construira 
les sommets ;, /*, 1, c de la projection horizontale de l'ellipse cherchée, et deux diamètres conjugués 
c'j\ gfi' de l'autre projection de cette courbe. 

En ce qui concerne la trace horizontale du cylindre circonscrit, les foyers F, Fi sont les projections 
obliques faites dans la direction ef, d^ des parallèles de rayon nul (m', z), (n', s); la trace » de d^H 
en est le centre. Le petit axe ytp est une perpendiculaire menée de «« à FFj, qu'on doit limiter en 
portant y» = ?» = z^. En6n, le demi-grand axe a pour longueur ^Fi; en portant cette longueur 
sur FFi, de part et d'autre du centre u, on trouve les sommets 6, 5i du grand axe. La courbe se trace .. 
alors très aisément. 

464. Problème IV. — Construire les contours apparents sur les deux plans coordonnés dune surface 
de révolution quelconque. — Ce problème n'est autre que celui de construire les profeclions de ht eourbe 
de contact de la surface et des cylindres circonscrits perpendiculaires, soit au plan vertical, soit au 
plan horizontal; il ne peut donc offrir aucune difficulté après les explications que Ton vient de donner. 

L'un des moyens commodes pour trouver ces contours consiste à considérer la surface comme 
l'enveloppe d'une sphère variable, à construire les contours apparents de cette sphère sur chacun 
des plans coordonnés, et à prendre leurs enveloppes (§ 395^") : les enveloppées mobiles que l'on doit 
tracer sont circulaires et se construisent assez facilement. 
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Nous allons bientôt appliquer ce procédé à un tore dont Taxe sera, quelconque. Mais^ antérieure^ 
ment, il importe d'eiLposer quelques généralités. 

465. Développée. — Développante. — L'enveloppe des normales aux divers poinU d'une courbe 
porte le nom de développée de cette courbe. Ainsi^ en menant dès normales aux divers points 
de A (fig. JTJ, et en prenant l'enveloppe de ces lignes, on trouve la courbe B qui est la développée 




\ 
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de A. La courbe A port^ le nom de développante de B. Ou démontre que la développante peut être 
engendrée par un point d'une droite qui roule sans glisser en restant tangente à la développée. 

466. Une courbe offre plusieurs développantes. — En effet, cherchons l'enveloppe d'un cercle 
dont le rayon est constant et dont le centre décrit A (flg. j?). Soient M, N deux positions voisines de 
ce dernier, HS la corde commune aux deux enveloppées correspondantes, MN la ligne des centres; 
MN et HS sont perpendiculaires. Déplaçons la circonférence de centre N 'en la rapprochant indé- 
finiment de celle dont le centre est M; les limites de R et de S seront des points de l'enveloppe 
cherchée; et comme MN tend à devenir tangente à la courbe A, la corde RS tendra vers la nor- 
male MT, et les points R, S se placeront à la limite aux points de croisement Ri, Si du cercle fixe 
avec la normale MT. Or l'enveloppe est tangente à ses enveloppées; donc la droite MT est normale 
à l'enveloppe; par suite, la courbe B est la développée de l'enveloppe dn cercle mobile; cette 
enveloppe donne donc deux développantes de B. 

En changeant le rayon du cercle, on trouve pour chaque valeur de ce dernier deux développantes; 
il y a donc une infinité. 

On exprime encore la propriété qui vient d'être démontrée, en disant : L'enveloppe des cercles dont 
le rayon est constant et dont le centre décrit une courbe, est un système de deux développantes de la 
développée de cette courbe. 

467. La développante offre un point de rebroussement là oit elle rencontre sa développée. — Soient a (fig-yg) 
une courbe quelconque^ |3 l'une de ses développées et M la rencontre des deux courbes. Les tangentes 
menées à a par des points voisins de M sont, en admettant que ce point M ne soit ni un point 
d'inflexion ni un point singulier, entièrement placées d'un même côté de a; il.en est donc de même de 
la courbe p dans le voisinage de M, puisque les points de celle-ci sont sur les tangentes. D'i^uire part, 
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la tangente MT menée par M à |3 est normale à a et traverse cette dernière ; d'ailleurs, (3, qui a 
un de ses points en M sur MT^ ne saurait en offrir un au delà de a; il faut donc bien qu'elle ait un 
point de rebroussement en M. 
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468. Problème XVI. — Représenter par ses coniours apparents un tore dont taxe est quelconque. — 
On tracera les projections de la circonférence décrite, dans la rotation, par le centre du cercle qui 
engendre le tore : ces projections seront des ellipses, que l'on déterminera par la méthode des 
paragraphes i36 et suivants. En considérant le tore comme l'enveloppe d'une sphère de rayon 
constant et égal à celui du cercle générateur, l'enveloppe des projections des contours apparents 
de ces sphères donnera les deux contours cherchés. Or les projections de ces contours apparents 
sont des cercles égaux dont les centres se trouvent sur les deux ellipses primitivement tracées; ce 
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qui conduit à la proposition suivante : 6ur les deux plans de projeciion, les contours apparents d'un tore 
placé dam une position quelconque sont des développantes de la développée d'une ellipse. 

Cherchons les diverses formes que peuvent offrir ces contours. La géométrie analytique donne le 
moyen de trouver l'équation et la forme de la développée d'une ellipse. Représentons, sur les 
trois figures qui suivent, l'ellipse c que donne la projeciion du cercle décrit par le centre du 
méridien de la surface. Construisons ensuite, en menant des normales à ces ellipses et en prenant 



PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION. — CONTOUR APPARENT 



213 



leur enveloppe, les développées «, |9, 7, è de ces courbes ; ces développées offrent (le calcul ou le tracé le 
montre) quatre points de rebroussement placés deux à deux sur les axes des ellipses, et que l'on peut 
déterminer par la construction du paragraphe 138, vu que ces points ne sont rien autre chose que les 
centres des cercles osculateurs aux sommets des ellipses. Considérons ensuite une normale quel- 
conque BD à l'ellipse t. Soit B sa rencontre avec t et D son point de contact sur la développée ; 
lorsque la normale se déplace, le segment BD a pour valeur minimum le rayon du cercle oscu- 
lateur aux sommets du grand axe, et pour valeur maximum le rayon du cercle osculateur aux 
sommets du petit axe. Cela dit, portons de part et d'autre de B des longueurs ÂB, BC égales au 
rayon du cercle générateur, et opérons de même pour chaque position de la normale. En unissant 
par une courbe les points ainsi déterminés, nous trouverons pour le contour apparent cherché l'une 
des courbes indiquées sur les trois figures ci-jointes. 

Dans chacune des figures le contour apparent en projection est formé de deux courbes 7, 91 ; on a 
dessiné en plein les parties réelles de ce contour, et en points ronds leurs parties virtuelles. C'est dans 
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l'espace compris entre les parties dessinées en plein de ^ est de ^i que se projette la surface du tore. 
Dans la figure J9, la longueur des droites AB, BC est supposée moindre que la valeur minimum 
de BD; par suite, le contour apparent ne rencontre pas normalement sa développée aj3y^; il n'offre 
donc aucun point de rebroussement et se compose de deux courbes 7, fi ayant une forme analogue, 
à celle de l'ellipse donnée. Sur là figure jio la longueur des droites AB, BC est comprise entre le demi- 
petit axe de l'ellipse et la valeur maximum de BD; la courbe fi rencontre alors normalement sa 
développée en quatre points E, F^ G, H, qui sont par suite des points de rebroussement du contour 
apparent. Enfin sur la figure ki la longueur des droites AB, BC est comprise entre la valeur minimum 
de BD et le demi-petit axe de l'ellipse; alors non seulement les quatre points de rebroussement 
précédemment indiqués se produisent, mais encore la courbe 71 ofire deux points doubles K, L. 
Effectivement, d'une part, les longueurs des segments des normales à l'ellipse compris entre la courbe 
et son grand axe varient depuis celle du rayon du cercle osculateur au sommet du grand axe, 
jusqu'à celle du demi-petit axe; d'autre part, d'après l'hypothèse même, la distance BC est comprise 
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entre les mômes Hmiles. Il y aura donc sur le grand axe deux points en lesquels, par suite de la 
symétrie de la figure, la courbe ^ passera deux fois; c'est là ce qu'il fallait établir. Remarquons 
encore que les points de rebroussement correspondent aux rayons visuels tangents dans l'espace 
au contour apparent (§ 430), et que les points doubles L, K correspondent à des rayons visuels 
bilangents au tore (§ 378). Le tracé de ces derniers sera indiqué parmi les exercices du présent 
chapitre. Il est presque superflu d'ajouter que, pour des valeurs de AB supérieures aii maximum 
de BD, les courbes 7, (pi prennent encore une forme analogue à celle de l'ellipse. 




469. Problème XVII. — Représenter par ses contours apparents une surface de révolution dont l'axe 
est une droite de front. — Soient z, z' Taxe de front (fig. 319, pi. XXXI) et ja', ^\ la projection 
verticale du méridien principal. » 

Le contour apparent en projection verticale n*est fiutrc que l'ensemble des courbes f*', ja'i (§ 390). 

Cherchons, par la méthode des enveloppées sphériques, le contour apparent en projection horizon- 
tale. Adoptons un parallèle quelconque projeté verticalement en a'b\ et construisons le point de la 
courbe cherchée qu'il contient; l'enveloppée spbérique touchant la surface de révolution car le 
parallèle choisi a Tune des projections de son centre au pied <J de la normale à p!y menée par 6', et 
l'autre projection de ce centre au point de rencontre ca de s avec la ligne de rappel issue de •*'; 
« d'autre part, le rayon de l'enveloppée dans sa véritable grandeur est »'b'. 

Le contour apparent en projection horizontale de la sphère est la circonférence cd décrite du 
point M comme centre avec w6' pour rayon; la projection verticale correspondante, se trouve sur 
la parallèle dd' à la ligne de terre menée par m', parallèle que l'on peut limiter aux lignes de 
rappel des points c^d; la rencontre m' de la projection verticale de la caractéristique et de celle c'd^ 
sur le môme plan de projection du contour apparent horizontal est l'une des projections de deux 
points de la courbe cherchée (§,394); par suite, la ligne de rappel menée par m' détermine en ses 
croisements avec le cercle cd deux points tni, m^ du contour apparent en projection horizontale de 
la surface. Ce contour doit toucher celui de la sphère } conséquemment, la tangente au contour 
en mi a'est autre que celle t menée en ce même point au cercle cd. 
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470. Problème XVIII. — Connaiuant Poxe et le rayon f un cylindre de révolution^ construire ^ sur les 
deux plans coordonnés^ les contours apparents et les traces de cette surface. — Soient z, z' les projections de 
Taxe (fig. 3S0, pl.XXXII). Inscrivons dans le cylindre cherché nne sphère ayant son centre en un point 
quelconque ctcf de cet axe; son rayon sera égal à celui du cylindre, et, sur les deux plans de projec** 
tion, le contour apparent du cylindre sera donné par des parallèles à z ou à z' qui devront être tan* 
gentes à l'un des contours apparents de la sphère et que Ton construira, par suite, très facilement. 

£n ce qui concerne les traces, comme le cylindre est circonscrit à Penveloppée sphérique, on 
peut appliquer la construction du paragraphe 463. Projetons dans la direction des génératrices du 
cylindre, en Fi, F, les points {à\ &), (a', a) le plus haut et le plus bas de la sphère, afin d'obtenir les 
foyers de la trace horizontale; par le milieu o de FFi, qui est aussi la trace horizontale de z, z', 
menons une perpendiculaire à Taxe focal et portons-y, de part et d'autre du centre, le rayon du 
cylindre, ce qui donne les sommets s^Si du petit axe de la trace horizontale. Tirons la droite qui va 
de «1 à Fi, afin d'obtenir la longw^r 5iPi du demi-grand axe de celte même trace, et reportons-la 
en 0S3, 0^3; nous trouverons ainsi les sommets Sf, Sn de Taxe focal. Le tracé de l'ellipse se terminera 
par l'une des méthodes connues. 

On opère pareillement pour construire la trace verticale. 

471 . Problème ZIX. — Connaissant F axe z, z' (ftin cône^ son sommet s^ sf et son angle générateur a, con- 
struire 9ur les deux plans coordonnés tes contours apparents et les traces de la surface {fig, SU , pi. XXXII). 
— Mettons en évidence l'angle générateur dans sa véritable grandeur, en rendant, par une rotation 
autour de la verticale du point «, s', Taxe z, z' parallèle au plan vertical; la trace horizontale 6, V de 
cet axe vient en 0], Vi; s, s^ ne bouge pas ; les nouvelles projections de l'axe sont donc «61, $'&i. 

Dans la présente position de Ja figure, l'une des génératrices de front du cône déplacé a pour 
projection verticale la droite tfg^i, qui s'incline de l'angle donné « sur ta droite «'e'i. D*un point c't, pris 
arbitrairement sur cette dernière, menons une perpendiculaire c'i^'i à s^g'û le point Ci est la projec- 
tion verticale du centre d'une enveloppée sphérique du cône déplacé, et c'^a'^ en est le rayon dans sa 
véritable grandeur. Revenons à la position naturelle; c'i se projette verticalement à la rencontre c' 
de la parallèle à la ligne de terre menée par ce point c'i'ei de la droite s*9'; la projection horizontale 
correspondante se trouve au croisement ^ de 5O et de la ligne de rappel du point &. En décrivant 
ensuite deux circonférences des points e, & respectivement pris pour centre, avec la même ouverture 
de compas égale à c'io'i pour rayon, on trouve les contours apparents sur les deux plans de projection 
d'une enveloppée sphérique. La question s'achève en tirant de chacun des points s, s' des couples de 
tangentes aux circonférences que nous venons de déterminer. 

Quant aux traces du cône, on les trouverait par la méthode du paragraphe 462, en remplaçant 
l'ellipsoïde de l'épure correspondante {fig, 317, pi. XXXI) par la sphère inscrite de centre c, c'. 

472. Problème XX. — Mener à une surface de révolution un pian tangent parallèle à un plan donné. — 
La tangcnce équivaut aune condition, le parallélisme à d^^ux; le problème est donc possijjlc et 
déterminé. 

Soient z, z' les projections de l'axe {fig. 322, pi. XXXII), p' celle sur le plan vertical du méridien de 
front et P«P' les traces du plan donné. 

Faisons en sorte que les plans tangents cherchés aient leurs contacts sur le contour apparent 
vertical de la surface; il suffit pour cela de faire tourner la figure autour de z, z', en l'arrêtant 
lorsque P«P' sera perpendiculaire au plan vertical. Mais conMne ce plan n'influe que par sa direction 
etnallement par sa position, il est plus simple de le faire tourner autour d'un axe z'i, zi placé sur le 
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plan vertical et parallèle au premier, en l'arrêtant toujours sur Tune de ses positions perpendiculaires 
au plan vertical* Dans ce mouvement, la trace horizontale du plan se maintient tangente au cercle 
de centre Zi et de rayon égal kzip; elle s'arrête donc lorsque zi/? se place sur xy en z^pii d'autre 
part, la rencontre v' de l'axe et du plan reste immobile; par conséquent^ la nouvelle trace verticale 
de ce plan est sur v'pi. 

Le plan tangent cherché a pour trace verticale la tangente Q'^ menée dans la direction v'pi, à yJ; 
sa trace horizontale est Qi. Revenons sur la position primitive. 6i vient en 6; la parallèle Q menée de 
ce pointa P n'est autre que la trace horizontale du plan tangent cherché; elle donne, par sa ren- 
contre |3 avec xy, un point de la trace verticale; alors, en tirant de ce point /3 la parallèle Q' à P', on 
a la seconde trace du plan qu'il fallait construire. Le problème admet une seconde solution, qui se 
construirait pareillement. 

473. Problème XXL — Mener^ parallèlement â une droite donnée^ une normale à une surface de 
révolution. — Soient z, z' l'axe de la surface (/î;. 323, pl.XXXIl), (l' la projection verticale du méridien 
principal, et «'6^ zO la direction de la normale. Rendons, par une rotation autour de z, z', la droite 
donnée parallèle au plan vertical, s', z ne bouge pas; G, & se place en GiyO'i; de la connaissance de 
deux points de passage de la droite cherchée résulte celle de la droite elle-même zO, z'ô'i. 

En menant la droite t' perpendiculaire à s'B'i et tangente à f*', on a, par son contact m'i, la pro- 
jection verticale du pied de la normale après la rotation ; on en déduit la projection horizontale mi 
corrç >pondante. 

Après avoir ramené la figure dans sa position initiale, on trouve : pour le pied de la normale, le point 
m,m\ et pour la normale elle-même, la parallèle mV, mn à sV, z8 menée, par m, m'. Le présent 
problème pourrait servir à la résolution du précédent. 

m 

474. Problème XXU. — Conduire^ par une droite donnée, un plan tangent à une surface de révolution 
quelconque, — La tangence équivaut à une condition, la droite de passage à deux ; le problème est 
donc possible et déterminé. 

Soient £ la surface (ûg. A:^) et D la droite donnée. Plaçons dans deux positions arbitraires les 
points S, Si sur D et construisons les courbes de contact C, Ci des cônes circonscrits à £, qui ont 
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leurs sommets respectifs en ces points ; aux croisements yi, 7t des courbes C, C| on trouve les contacts 
des plans tangents cherchés. Ces plans sont dès lors déterminés par la droite D qu'ils ont en commun, 
et par leurs points de contact yi ou yi. L'un des sommets des cônes peut être rejeté à l'infini; on 
pourra donc combiner un cône et un cylindre, comme on a combiné deux cônes. 

Enfin le problème peut encore être résolu en conduisant par D un plan tangent à un cône 
circonscrit à la surface et dont le sommet serait sur D, ou à un cylindre, également circonscrit à la 
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surface, el dont les génératrices seraient parallèles à D. Celte solution exige, comme les premières, 
que Ton trace deuT courbes auxiliaires, vu que le cône circonscrit à S touche celle-ci par une 
courbe non plane Cy et qu'il faut alors, pour lui mener un plan tangent par D, construire Tune des. 
projections d'une courbe plane tracée sur la surface de ce cône. Il est vrai que Ton peut se borner 
à déterminer la rencontre du cône circonscrit et du plan horizontal de projection, par exemple, sans 
tracer la courbe de contact c; mais cette construction doit toujours être précédée de celle des points 
de la courbe de contact^ ce qui la rend fort pénible. Quelle que soit la solution emp]oyée,on peut la 
simplifierj en ne traçant, dans le voisinage des points de contact, que de faibles parties des 
courbes qui les déterminent. Mais, de toute façon, les constructions que nous indiquons sont, dans le 
cas général, longues à exécuter; on doit leur préférer celle qui sera indiquée à la fin du chapitre v. 
475. Théorème de Monge. — Lorsque deux surfaces du second degt^é se touchent en deux points 
communs, elles se coupent suivant deux courbes planes^ dont les plans passent par la droite de jonction des 
deux points de contact. — Soient P, Q (fig. A3) les plans tangents communs aux deux surfaces et C, Ci 
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leurs points de contact. Prenons un point quelconque M de la commune intersection des deux surfaces 
et conduisons un plan R par les points M,C, Ci ; ce plan coupe les deux surfaces suivant deux coniques 
qui passent par ces mêmes points, et les plans tangents communs, suivant des tangentes CT, CiT| 
communes aux deux coniques; ces coniques sont donc assujetties à passer par cinq points, à savoir : 
un simple point M, deux points confondus en C et deux autres en Ci, également confondus. Or, par 
cinq points on peut faire passer une conique, et rien qu'une; les deux coniques se confondent donc. 
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11 en résulte que l'intersection comprend déjà une courbe du second degré dont le plan passe par 
la corde CCi; et comme cette intersection complète est du quatrième degré, il faut qu'il y ait 
une autre courbe de rencontre également du second degré, laquelle passera évidemment^ comme 
la première et pour le môme motif, par la corde CCi. 

Le théorème de Monge tombe en défaut lorsque la droite CCi est commune aux deux surfaces. 
En effet, soit D une droite commune à deux surfaces du second degré (fig. k^) ; conduisons par D un 
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pbàa quelconque P; il coupe la première surface suivaoi une conique dont D fait partie; il s*«nsuii 
que cette îotersection est formée de deux droites D, Di se coupant elles^mésies en un point Ot. 
Pareillement la seconde surface sera coupée piur P suivant deux droites D, èi ayant en commun un 
point a|. I^e plan P touchera donc la première, sur&ce en oa, la seconde en ai. Bn coupant par un second 
plan conduit encore par D, on trouvera sur la première surfisioe deux droites D, Ug se rencontrant 
en un point o^, que je dis être distinct de ai* Effectfvementy pour que Dg vint passer par a^ il faudrait 
que les droites D, Dj, D», qui sont à elles-mêmes leurs propres tangentes, lussent dans un môme 
plan tangent en ai à la surface correspondante, plan qui devrait couper oelle-cî suivant trois 
dhHteSy ce qui est impossible, attendu que rintersection doit être dn second degré. 

D'après cela^ k tout point de Contact âi sur Tune des surfaces d'un plan P conduit par D, oonespond 
un point de contact «« du même plan P avec la seconde suriaoe, et rien ^'un, et rôciproqnement ; 
y suit de là que les points de contact a^^ Os, etc.; «i, «t, etc., obtenus sur les deux surfaces en faisant 
tourner le plan P autour de D, forment deux divisions homograidiiques de même base; et comme 
CCS divisions ont deux points doubles, il faut en conclure que les surfaces se toucheront en deux 
points de D. 

Ainsi deux surfaces du second ordre qui ont une génératrice commune^ et dont rintersection est par suite 
formée de h génératrice et d'une courbe du troisième degré, ont deux plans tangents communs en deux 
points également communs de la génératrice; le théorème de Monge tombe donc en défaut dans le cas 
qui vient d'être signalé. Quant à la démonstration, elle devient elle-même fautive, attendu 
que, dans l'hypothèse de deux surfaces du second degré ayant en commun la droite GGi, le 
plan R (fîg. A3) déterminerait : 1° sur Tune des surfaces, la droite GCi et une seconde droite 
passant par M; i"" sur l'autre, toujours la droite CCi, avec une troisième droite passant encore par 
M; ces deux intersections ne formeraient donc pas, comme dans le cas général, deux coniques 
confondues. La démonstration cesse donc son effet dans le cas particulier qui nous occupe. 

476. Corollaire I. — Lorsque deux surfaces du second degré sont circonscrites à une troisième^ leur 
commune intersection est un système de deux courbes planes , dùnt les plans passent par la rencontre de ceux 
des courbes de contact. — Dans ce cas les deux courbes de contact seront tracées sur une même sur- 
face et se couperont, par suite^ en deux points réels ou imaginaires, lesquels seront communs aux 
surfaces circonscrites^ et en ces points les trois surfaces considérées auront le même plan tangent; 
le théorème de Monge leur sera donc applicable; ce qui justifie Ténoncé. 

Le corollaire que nous venons d'établir conduit très simplement à la propriété qui suit : 

477. Corollaire II. — Lorsque deux canes sont circonscrits à une même surface du second degré, leur 
commune intersection est un système de deux courbes planes dont les plans passent par la droite commune 
à ceux des courbes de contact. — Effectivement, les courbes de contact sont planes (§ 455) et du 
second degré; les cônes sont donc aussi du second degrés et, par suite, le corollaire précédent est 
ici applicable, ce qui démontre la propriété énoncée. 

478. Problème XXIII. — Conduire par une droite donnée un plan tangent à une surface de révolution 
du second degré, 

i"" Ellipsoïde et hyperboloide à une nappe. — Prenons, comme exemple, l'ellipsoïde représenté 
sur la figure 324, pL XXXII, et soient d, d\ les projections de la droite donnée. Nous conduirons par 
un point de d^d , un cône circonscrit à Tellipsoïde, et nous lui mènerons un plan tangent par cette 
droite d, d. Adoptons pour sommet la rencontre s^ s' de la droite donnée et du plan de front 
conduit par l'axe s, z' de la surface« et figurons ce cône auxiliaire par son contour apparent vertical,- 
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que Ton obtient en menant da point s' des tangentes à Tellipse tracée sur l'épure. Il faut couper le 
cône par un plan choisi, en vue de rendre plus facile la construction des projections de la section. 

Pour ce but, prenons la rencontre du cônecircooserit et en cylindre vertical projetant de Téquateur; 
ces deux surfaces sont circonscrites à la surface de révolutioa; elles s'es^ecoupenl dojoc suivant deux 
courbes planes, dont les plans passent par la reocûBlredes courber de coalact(§477); or ces dernières 
se projettent verticalement suivant olV ^ c'f'^ et la rencontre de leurs plans est une perpendiculaire 
au plan vertical mené par le point de croisement p' de ces droites; les plans des courbes d'inter- 
section sont donc également perpendiculaires an plan yerlieal; ces coorbes ont par suite des projeo- 
tiojas verticales rectilignes. D'autre part, les rencontres t\ q'^p', r' des lignes des contours apparents 
verticaux des surfaces circonscrites font partie de la projection verticale de Tintersection cherchée; 
conséquemment, cette projection verticale se fait suivant les droites fq\ W//, qui doi\'ent, si Tépure 
est exactement foite, passer par jS*. 

Quant aux projections horizontales des lignes de rencontre, elles sont sur la base du cylindre 
circonscrit^ c'est-à-dire sur la projection horisoniale de TéquaiMir. 

Nous avons ainsi tracé sur le cO ne deux conrhes (/9 V, €tmbn) , (fq^, amim) à frojeetiam éroite et eircmtmn. 

Rien n'est plus simple que d'achever la question ; adoptons poor plan de base du cône celui 
condifit par r'p' perpendiculairement au plan vertical; sa rencontre avec éyH est en 0,0'; on 
mène par des tangentes /i, t^ au cercle (xmbn qui sont les projections konsontales de deux 
droites des plans tangents; les projections verticales correspondantes ^'1, f% se confondent sur r* p'. 

Les tangentes à la base du c6ne sont donc projetées suivant (^1, ^t)> (^2« t't); on adjoignant à chacune 
d'elles la droite cf, d*, on tronve deux couples de droites qui déterminent les deox plans tangents 
qu'il fallait construire. 

' La solution qui vient d'être donnée s'applique mot pour mot à la sphère, à l'ellipsofde à trois axes 
inégaux et à l'hyperbololde à ane nappe quelconque ou de révolution, indifféremment. 

479. ^ Hyperboloide de rérehitios â de«x nappes. — Soient {fig, 335, pi. XXXII) : z, zf les 
projections de l'axe, H', H'i celles sur le plan vertical de l'hyperbole méridienne, et dj if celles de 
la droite donnée* 

Déterminons la trace horizontale d'un cylindre parallèle à d, d et circonscrit à rhyperbolofde;leâ 
projections obliques faites dans la direction d^ d^ des parallèles de rayon nul (j^, z), {s'i, z) donnent 
les foyers F, Fi de la trace. On conslruica ensuite une des génératrices du contour apparent vertical 
du cylindre circonscrit : sa projection verticale e^f est tangente à H'^ par exemple, et parallèle à d' ; 
son contact G a pour projection hortisontale c, et la parallèle et à d^ menée par Cy donne la seconde 
projection de la tangente. La trace horizontale m de cette tangente est à la trace de même nom dn 
cylindre circonscrit. Cette trace est une hyperbole dont les foyers sont F, Fi et dont un point se 
trouve en m; pour la déterminer plus commodément, tirons les droites mF, mFi et construisons 
leur différence F17, ce qui donne la longueur de l'axe transverse; en prenant le milieu de FFi 
on a le centre, et en portant de part et d'autre de ce point, sur PFi, la longueur du demi-axe trans- 
verse, on a les sommets A, Ai de cet axe. 

Pour conduire par d^ d' des plans tangents au cylindre circonscrit, on prendra la trace 9 de d, d'ei 
on mènera par ce point, sans construire la courbe, des tangentes h Thyperbele déterminées par les 
foyers F, Fi et par les sommets de l'axe fbcal A, Ai. 

480. 3° Paraboloide de réTOlntion. — Démontrons ee théorème. Foute section eltiptique du para- 
Moide de réfxdution se projette^ sur un plan perpendiculaire à Paxe, suivant un cercle. 
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Prenons pour axe deszcelui de la surface, pour origine le sommet, et adoptons des axes rectangulaires. 
L'équation du paraboloïde de révolution est alors : 

(1) x^'{-y^—^pz=o 

les sections elliptiques sont données par des plans non parallèles à z, dont les équations contiennent 
par suite la coordonnée z et peuvent prendre la forme 

(2) z:=ax4-by-\'C; 

pour obtenir Téqualion de la projection de l'intersection sur le plan xoy, éliminons z entre (1) et (2), 
nous aurons : 

qui est bien L'équation d^un cercle. 

Exécution de l'épure. — On peut encore employer un cône circonscrit ayant une base à projections 
droite et circulaire. 

Effectivement, soient : s, z' les projections de Taxe (fig. 326, pi. XXXII), p, p^ celles de la parabole 
méridienne principale, et d, d' celles de la droite donnée. Prenons la rencontre «, s' de d, d' avec le 
plan de front conduit par z, z', et circonscrivons au paraboloïde un cône de sommet «, s' ; en tirant des 
tangentes à p' du point si et en unissant les contacts, que Ton sait déterminer avec précision, on a la 
projection verticale u'v' de la courbe de contact. Cette droite u'v' est la polaire du point s' ; et comme 
le pôle est à distance finie de la courbe, sa polaire n'est pas parallèle à Taxe 2, z'; on en conclut que 
la courbe de contact est une ellipse, et que, par suite, sa projection horizontale est circulaire. 

Pour construire ce cercle on prend les projections horizontales u^ v correspondantes à u\ ty^ et, 
d'après la symétrie de la figure relativement au plan de front conduit par l'axe, on peut dire que uv 
est un diamètre du cercle, ce qui permet de le tracer. 

Nous avons ainsi en uv^ u'v' les projections droite et circulaire d'une base du cône circonscrit. 
En prenant la rencontre m, m' du plan de base avec dy d' et en tirant du point m des tangentes mfi, fnt% 
au cercle du plan horizontal, on a les projections horizontales de deux droites placées dans les plans 
tangents cherchés; les projections verticales correspondantes m't'iytn't'i sont confondues sur la 
polaire u'v'. 

Le problème offre donc deux solutions, déterminées par la droite commune d^ (iS à laquelle il 
faut adjoindre m/i, m't'iy ou m^s, m!t'^, 

481. Problème XXIV. — Conduire par un point donné un plan tangent commun à deux surfaces de 
révolution. — Le problème est possible, car les tangences donnent deux conditions et le point extérieur 
donne la troisième. 

En prenant pour sommet commun le point donné, on circonscrit à chaque surface un cône^ puis on 
construit des plans tangents communs aux deux cônes (§ 361) : problème qui est possible, puisque 
les cônes ont un sommet commun. 

482. Les surfaces données sont homotbétiques. — Les deux surfaces ont un cône circonscrit 
commun dont le sommet est au centre de similitude; on conduit alors simplement par le point 
extérieur des plans tangents à ce cône. 

483. Les deux surfaces sont deux sphères. — Deux sphères sont toujours homothétiques; on 
peut par suite appliquer au présent cas la solution du précédent paragraphe. Donnons-nous les 
sphères par leurs contours apparents (y,y')> (yi> /i) sur les deux plans coordonnés (fig.STi, 
pi. XXXIII)^ et le point par ses projections m, m'* Pour construire les centres de similitude, on 
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les considère comme placés aux sommets de deux cônes circonscrits aux sphères, sommets qui 
pourraient s'obtenir très aisément en construisant les projections des génératrices de contour 
apparent des cônes. Ces projections devant être tangentes (§ 395 bis) aux contours des sphères ; 
d'autre part, les sommets devant appartenir à la ligne des centres o'o'i, ooi on trouvera la projection 
verticale de l'un d'eux par la rencontre s' de la droite c/o'i et de Tune des tangentes communes 
aux contours apparents en projection verticale des sphères. Quant à la projection horizontale 
du sommet^ elle est placée à la rencontre s de la droite ooi et de la ligne de rappel menée 
par s\ Opérons sur le centre de similitude s, s' : le plan tangent correspondant passe par la 
droite de jonction des points (m, m'), {s, s'); traçons-la, et menons par cette droite un plan 
tangent à Tune des sphères, par exemple à la sphère de centre o, o' (§ 478). 

La droite ms, m's' rencontre le plan de front conduit par 0,0' au point v, (r'; par ce point 
circonscrivons un cône à la sphère; les génératrices du contour apparent vertical de ce cône sont 
les tangentes issues de. a' et menées au cercle dont le centre est 0'. 

Prenons la rencontre du cône dont le sommet est o-, a et du cylindre vertical circonscrit à la 
sphère : c'est une courbe à projections droite et circulaire dont les "projections sont p'q^ et le cercle y. 
La rencontre du plan de cette courbe avec m'a^ m<r se fait en ti'^ ti; en tirant de ce point des tangentes 
(^1^ f'i)i (^9 i'i) à la courbe et en adjoignant à chacune de ces tangentes la droite mV, mor, on a deux 
couples de droites qui déterminent deux solutions du problème. Le centre de similitude directe don- 
. nerait deux autres solutions. 

484. Problème XXV. — Mener pmÊmmfmhéiéÊmiiê un plan tangent commun à une ntrface de révolu- 
tion et à un cône. — ^^La tangence au cône équivaut à deux conditions; celle à la surface de révolution à 
une: ce qui donne bienlestrois conditions nécessaires et suffîsanlesà la détermination du plan cherché. 

On conduit un cône auxiliaire de môme, sommet que le cône donné et circonscrit à la surface de 
révolution; il reste ensuite^ comme dans le problème précédent, à construire le pian tangent commun 
à deux cônes de même sommet. 

485. Gomme cas particulier intéressant du présent problème, nous traiterons celui de la recherche 
du plan tangent commun à une sphère et à un cône de révolution. 

Première solution. — On inscrit dans le cône une sphère égale à celle donnée, et l'on mène par 
le sommet du cône des plans tangents communs aux sphères (§483): les centres de similitude 
des sphères sont alors le milieu de la droite de jonction des centres de ces surfaces et le point à 
l'infini sur cette droite. 

Deuxième solution — Soient : P le plan tangent cherché (fig. k^); q, ta le centre et le point de 
contact de la sphère; Sz l'axe du cône ; S^ sa génératrice de contact. Déplaçons le plan P en faisant 
parcourir à ses divers points^ dans la direction perpendiculaire au plan lui-même, des chemins 
égaux au rayon de la sphère; ce plan prendra ainsi une position Q parallèle à P et isera taogent, 
par une droite £^1 parallèle à sg, à un nouveau cône de révolution de même axe que le premier 
et dont les génératrices seront celles de ce premier cône déplacées, dans une direction perpendiculaire 
àP, d'une longeur égale au rayon de la sphère. 

Le problème se réduira ensuite à celui de la détermination du plan tangent au cône auxiliaire 
conduit par le centre de la sphère. En changeant le sens du déplacement, on trouve un second cône 
auxiliaire, et chaque cône donne deux solutions. 

Exécution du tracé. — Donnons- nous (fig. 328^ pi. XXXIIl) : le cône par son sommet ss', et par 
sa base; G la sphère par ses contours apparents sur les deux plans de projection. Transportons la 
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génératrice s'h!y sk parallèlement à elle-même et à une distance de sa position initiale égale an 
rayon R de la sphère; soient ^h^u ^K les projections de cette ligne et ki sa trace horizontale. 
Le cône auxiliaire a pour sommet 5, «' et pour base le cercle de centre / et dont Af est mi point de 
passage : c'est à ce cône qu'il faat mener, par un point extérieur Oj tf^ un plan tangent. Tirons les pro- 
jections j€fy 80 de la droite de jonction du sommet au point extérieur, prenons ensuite la trace 
horizontale 9 de cette droite, et conduisons de ce point des tangentes à la base du cône auxiliaire; 
Tune d'elles, $t, est la trace horizontale de Tun des plans tangents à ce cône auxiliaire. 

Le plan tangent au cône primitif qui correspond à celui que nous venons de construire a pour 
trace horîzonfale une tangente P à C, menée parallèlement k Ot; a est un point de sa traee verticale, 

s 
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et l'on trouve un second point de passage de celte ligne en construisant la trace verticale i/ d'une 
parallèle à P menée du point Sy s'. L'une des solutions est donc P«P', et les trois autres se 
eonstruiraient pareillement 

486. Problème XXVL — Mener un plan tangent à trois surfaces de révolutùm émd deux sanâ komo^ 
thétiques. — Le centre de similitude des deux surfaces homothétiques est le sommet d'un cône 
circonscrit à ces deux surfaces; on mènera donc des plans tangents comnuins àce cône et à celui 
de même sommet circonscrit à la troisième surface donnée. 

487. Application. — Mener un plan tangent à trois sphères données. — Prenons pour plan de la 
figure celui des centres Ci, Cf, c», des sphères données (fig. k^\ et traçons les grands cercles d'inter- 
section de ce plan et des sphères. Les sphères prises deux à deux sont doublement homothétiques ; 
détenninoni»-en les divers centres de similitude, nous trouvons : «i, Wf pour les sphères de centre 
<*tr ^; «•'!> ^'* P0°^ celles de centre ei, Czi enfin m^i, «''t pour eelles dont les centres sont Ct, Cs. 

Tout plan tangent commun aux trois sphères doit contenir Tun des centres de similitude que l'on 
obtiendra en combinant ces sphères deux à deux de toutes les manières possibles, ce qui donne 
trois combinaisons. 

On en conclut que les six centres de similitnde trouvés doivent appartenir trois à trois à nue 
même droite et qu'ils sont les sommets d'un quadrilatère complet ê/t « 'i «^ »"t«»i ^t ; les côtés de 
ce quadrilatère portent le nom d'axe de similitude des sphères. 

Lorsque deux surfaces sont homothétiques, tout plan tangent à l'une d'elles et qui passe par leur 
centre de similitude touche aussi l'aotre surface; on en déduit que tout plan tangent à l'une des 
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sphères conduit par Tun des axes de similitude touchera les deux autres surfaces et répondra aux 
conditions du problème. Gomme nous avons tout d'abord démontré que tout plan répontlant à la 
question doit contenir l'un des axes, nous voyons que les plans tangents à Tune des sphères passant 
par chacun des axes de similitude donnent les solutions ei toutes les solutions du problème. 

La construction du plan passant par une droite donnée et tangent à une sphère a déjà été 
indiquée (§478); il ne nous reste plus qu'à déterminer le nombre de solutions que peut ofirir le 
problème. 

Quand les côtés du quadrilatère complet «i ^ «>'i w^'i w'^ u"^ sont tous extérieurs aux sphères, 
chaque côté donne deux solutions et le problème en offre huit. Examinons maintenant les cas parti- 
ealien. 

Lorsque deux surfaces sont homothétîqnes, toute divergente issue du centre de similîtode et 
coupant Tune d'elles doit aussi couper l'autre, puisqu'elle offre sur cette dernière des points homo- 
logues aux points de section sur la première. Si la divergente est tangente à l'une des surfaces, elle 
a Sur oeile-ci deux points confondus^ et,. par suite, sur l'autre, deux points homologues également 
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confondus; c'est-à'-dire que la divergente doit aussi être tangente à la seconde surface. Enfin^ lors- 
qu'une divergente n'a pas de point sur l'une des surfaces^ elle n'en a pas non plus sur l'autres 
puisque à tout point de Tune doit correspondre, sur une divergente issue dû centre d'homothétie, un 
point de l'autre, et réciproquement. 

D'après cela, tout axe de similitude qui sera tangent à l'une des sphères le sera aux deux autres, 
et ne donnera qu'une solution ; si Taxe est sécant à Tune des sphères, il le sera aux trois autres et ne 
donnera aucune solution. 

Le nombre de solutions que l'on peut perdre est donc pair ou impair et peut prendre togates les 
valeurs entières depuis jusqu'à 8. Il suit de là que le problème peut avoir zéro, une, deux, trois, etc., 
ou huit solutions. 
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CHAPITRE V 

■ 

HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE, OU SURFACE GAUCHE 

DE RÉV.OLUTION 



488. — On entend par hyperboloîde de révolution à une nappe, la surface engendrée par une 
droite tournant autour d'un axe, la génératrice et Taxe n'étant pas dans le même plan. 

Nous démontrerons bientôt que cette surface n'est autre que celle désignée sous le même nom 
au paragraphe 338. 

Considérons l'axe Z (6g.ki) et la génératrice G; les divers points de celle-ci décrivent^ dans leur 
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rotation autour de Z, des parallèles dont le plus petit est celui que parcourt le pied p de la plus 
courte distance des droites Z, G; ce parallèle minimum, on le sait déjà^ porte le nom de cercle de 
gorge ou de collier. 

489. Théorème I. — Les projections des génératrices rectilignes de F hyperboloîde à une nappe sur le 
plan du collier ou sur un plan parallèle sont tangentes au collier ou à sa projection. '— Soient : Z l'axe 




<; 






(fig. k^) ; G l'une des positions de la génératrice rectiligne; op la commune perpendiculaire à Z et à 
G; G le collier; M, m un point de G et sa projection sur le plan du collier. 
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La projection de G sur le plan de G est pm; la droite op est perpendiculaire à G età Z ; l'étant 
h Z, elle Test aussi^ en direction, à sa parallèle Mm, et par suite au plan pMm, ainsi qu'à la droite pm 
de ce plan ; réciproquement, pm est perpendiculaire au rayon op du collier G; elle est donc tan- 
gente au collier. 

490. Théorème IL — Les sections planes de Vhyperbolotde de révolution à une nappe sont des courbes 
du second degré. — Le degré d'une courbe étant égal à celui de sa projection sur un plan quel- 
conque (§ 456), nous démontrerons que la projection de la commune intersection sur le plan du 
collier est une conique. 

Soient: Z l'axe (fig* As), G l'une des génératrices, op la plus courte distance de ces droites, y le 
collier, P le plan sécant, M la rencontre de P avec G, m la projection de M sur le plan de y, AB 
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la trace de P sur le plan du collier, a l'angle constant que font les génératrices rectilignes avec ce 
même plan, et j3 celui du plan P avec le plan du collier. 

.Metlons p en évidence en traçant du point m la perpendiculaire mq à AB et en figurant la droite 
de jonction des points M;. 
Adoptons deux axes rectangulaires quelconques dans le plan du collier, et soient encore 



(1) 

réquation du collier, et 

(2) 

celle de AB. 
Nous aurons : 



xcos?-|-ysinî» — p = d=iO 



Mm = mp tang a = mq tang j3; 
mais, d'une part, mp^ est la puissance du point m par rapport au cercle y; on a donc : 

mp =c; 
de l'autre, d'après la forme de l'équation (2), on a : 



En substituant on trouve : 
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mq = d, 
c tang^ « = cP lang^ j3, 



I.-.29 



226 



équation de la forme 
(3) 
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it — X*«»^ 



qui est celle d*une conique bitangente au collier; le théorème est donc démontré. 

49i. (UNCQUaîXQ*^^^ protection de toute section plane d'un cône de révolution sur un plan conduit par 
le sonunfiit et perpendiculaire à Vajce est une conique dont un des foyers est le sommet du cane et dont la 
d$wctricj9 correspondante est^ la trace du plan sécant sur le plan de projection. — Le cône de révolution est 
un hyperboloïde de révolution à une nappe dont le rayon du collier est nul; nous aurons par con- 
séqueut r^uaUon de la projection cheirchée en faisant dans (1) ; p = 0, jr =0, R = ; puis en rem- 
plaçaoi dao3 (3) c ^\, d j^ai: leurs valeurs correspondantes. On trouve ainsi : 

c'est l'équation d'une conique dont un foyer est à l'origine et dont la directrice correspondante a pour 
équation : 

xcosy + ysiny — P=0; 

cette dernière n'est autre que Téquation de la trace du plan sécant; le corollaire est donc ainsi établi. 

492. Théorème III. — L hyperboloïde gauche de résolution peut être engendré par la rotation complète 

d'une hyperbole tournant autour de son axe non transverse. — Soient: z l'axe (fig. *io)» G la génératrice. 
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op leur commune perpendiculaire, C le collier, ox l'intersection du plan du collier avec un plan 
quelconque P conduit par z, M la rencontre de P avec G, m la projection de M sur ox, et a Tangle 
constant que fait G avec le plan du collier, — Tirons la droite mp, qui n'est autre chose que la pro- 
jection de G sur le plan du collier; c'est donc aussi (§ 489) une tangente au cellier menée par p. — 
Faisons Mw=:z, (m = Xy et cherchons l'équation du lieu du point M rapporté aux axes ox^ oz; le 
triangle Mmp donne : 

z = wi/>tanga; 

celui opm donne à son tour, en désignant par R le rayon du collier, 

wp2 = x'2 — K2. 
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en remplaçasil dans la première relatîoa mp par sa valeur, nous avons : . 

z = yjj^ — )S? tatig c, 
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ou 

(1) 



2* — j?* tang*» s£ — R" tang* «* 



Cette dernière relation est l'équation du lieu du point M; on voit qu'elle représente une hyperbole 
rapportée à ses axes; que oz est Taxe non transverse de la courbe, et ox Taxe transverse; cher- 
chons les sommets de ce dernier; faisons pour cela z = dans (1) ; il vient : 

x = t±R; 

06 qui fait voir que les sommets de l'axe transverse sont aux points de rencontre À, Ai du collier et 
du p)an méridien considéré. —Cherchons les asymptotes de la section méridienne : le centre étant 
à l'origine, on trouve l'équation quadratique de ces droites en égalant à zéro l'ensemble des termes 
du second d^;ré de l'équation (1), ce qui donne : 



ou 



z^ — j?*tang*a=0 
z==kxtang« 



Les asymptotes sont donc deux droites oa^ oai menées par le centre et s'inclinant sur ox de l'angle 

a que font les génératrices rectilîgnes de la surface avec le plan du collier. 

Gomme les hyperboles tracées dans les divers plans méridiens sont évidemment égales, on voit que 
la surface est engendrée par la rotation complète d'une hyperbole autour de son axe non transverse. 

— Dans le mouvement de rotation, les asymptotes engendrent un cône tangent à Phyperboloïde sui- 
vant le parallèle à l'infini, qui porte le nom de cône asymptote de l'hyperboloïde. 

493. Théorème IV. — Vhyperboloîde de révolution à une nappe admet un doubk mode de génération 
rectiligne. — Soient : z l'axe (fig. /i), G la génératrice rectiligne, op leur plus courte distance, G le 
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collier et « l'angle de G et du plan du collier, angle qui est mesuré sur la figure par celui de G avec 
sa projection g sur le collier. 

Dans le plan Gpg qui projette G sur le collier, traçons une droite 6i s'inclinant également de l'angle 
- «sur gy et démontrons que la surface engendrée par la rotation complète de Gi autour de z est la 



3^8 TRAITÉ DK GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

même que celle qu'engendre G par sa rotation autour du même axe z. Il suffit évidemment de faire 
voir que tous les parallèles de Tune des surfaces se confondent avec ceux de l'autre. — Menons par 
p une parallèle z^ à z, qui sera dans le plan GpÇy et coupons les droites z, 6, Gi, z^ par un 
plan perpendiculaire à z; les rencontres sont : », û, é, rf. — Joignons par des droites les points («, a), 
(«> 6), (co, d), et, après avoir remarqué que les points 6, rf, a sont sur la droite de rencontre du plan 
perpendiculaire à z et de celui des droites G, g, Gi, tirons aussi cette droite. 

La droite tùd et la commune perpendiculaire op sont parallèles, comme intersections de deux plans 
parallèles par un troisième; il s'ensuit, puisque op est perpendiculaire au plan des droites 2i, G, que 
sa parallèle Test, par suite, à ba. 

Les triangles bpd, apd sont égaux, car les angles de môme nom sont complémentaires de « et 
par suite égaux; le côté pd leur est commun et ils sont rectangles en d\ on en conclut l'égalité des 
côtés M, ad. — Les triangles rectangles bdtiy adta sont aussi égaux comme ayant «d commun.et bd 
égal à (fa; on en déduit Tégalité des hypoténuses «>&, «a. 

Faisons maintenant-tourner G et Gi autour de z ; les points a, b décriront, dans un même plan per- 
pendiculaire à z, des parallèles de môme centre « dont les rayons eoa, fj) sont égaux : on voit par 
Vd que ces parallèles se confondront; et comme ils sont quelconques, le théorème est démontré. 

La surface n'admet pas de génératrices rectilignes en dehors de celles des deux systèmes que l'on 
vient de signaler, car si elle en admettait d'autres, il existerait trois droites passant par un point de 
la surface, et ces droites seraient dans le plan tangent en ce point; dans ces conditions, le 
plan tangent couperait la surface suivant trois droites, c&qui est impossible, puisque la section par 
un plan est une conique. 

494. Distinction des génératrices de systèmes différents. — Pour distinguer entre elles les 
génératrices de deux systèmes, on remarque que pour un spectateur debout sur l'axe, ayantles pieds 
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au centre du collier et regardant une génératrice, la partie de celle-ci placée en dessous du collier 
est toujours soit à droite, soit à gauche, pour l'un des systèmes, et inversement, soit c^ gauche, soit 
à droite pour l'autre. 

Ainsi, en représentant les projections ^i, ^i, ^3 (fig. l^ de diverses génératrices sur le plan du collier 
pris pour plan de la figure, et en indiquant leur visibilité par rapport à ce plan, il est bien simple 
de distinguer les généi*alrices de systèmes différents; en effet, pour Gi la pnrtic visible est 
à la droite du spectateur, pour G9 elle est h sa gauche, pour G3 à sa droite: donc Gi, Gs sont de 
systèmes différents, mais G|, G3 sont de môme système. 
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495. Théorème. — Deux génératrices appartenant à deux systèmes différents sont toujours dam un 
même plan, tandis qu'au contraire^ deux. génératrices de même système m se trouvent jamais dans un même 
plan. — Adoptons pour plan delà flgure celui du collier, et soient G, ^i, g^ (fig. I3) le collior et les 
projections sur son plan de deux génératrices Gi, Gs de systèmes diiTérenls (§494). 

Nous supposerons d'abord que ^i, g% ne sont pas parallèles; pour que Gi, G3 appartinssent à un 
même plan, il faudrait alors que la distanceyi au plan du collier, du point de Gi projeté en m, fût égale 
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à celle ya au môme plan du point de Ga projeté en ce même point m; or, en désignant par a l'angle 
constant des génératrices avec le plan du collier et par ai, a% les contacts de ^i, g^ avec G, on a : 

y^=ma^ia.Tïgol, 



et comme ma^ = mas, on aura enfîn 



72=7wa8 tanga; 



Vi=yi« 



Les génératrices 61 , 6t se coupent donc. — Supposons maintenant que les projections g^y g^ (fig. U) 
soient parallèles; 61, G% auront des projections parallèles sur le plan du collier; elles feront le mémo 
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angle a avec le plan du collier et s'inclineront dans le même sens sur ce plan ; elles seront donc pa- 
rallèles, et par conséquent dans un même plan. 

Passons à la seconde partie du théorème. Soient : G (fig. h) le collier, supposé placé dans le plan 
de la figure, et gi, g% les projections sur ce plan des génératrices de même système Gi, G|. 
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Admeltons d'abord que gi, g% se coupent en m; les génératrices de l'espace ne pourraient avoir en 
commun qu'un point projeté en m, ce qui est impossible, puisque m correspond sur les deux géné-^ 
ratrices Gi, G| à deux points placés de part et d'autre du collier. 



'9m 



/ 
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Quand les projections ^^ 9% sont parallèles (flg. /a), les droites Gi, Gs s'inclinent en sens inverse 
sur le plan du collier; elles ne sont pas parallèles dansTespace^ et, conséquemment, n'appartiennent 
pas au même plan. 




y 



496. Remarque I. — On conclut de la démonstration qui précède, que deux génératrices de 
même système, très voisines, qui se rapprochent indéfiniment, ne sont pas à la limite dans un même 
plan. On démontrera plus tard que les surfaces réglées jouissant de la propriété qui vient d'être 
signalée sont gauches; on pourra alors dire que l'hyperboloide de révolution à une nappe est 
la seule surface qui soit à la fois gauche et de révolution, et l'appeler surface gauche de révolution^ 
comme nous l'avons fait en tête du présent chapitre, dans le but unique de justifier la classification 
adoptée. 

497. Remarque IL — £n tout point d'une surface gauche de révolution passent deux génératrices 
rectilignes de systèmes différents, qui sont à elles-mêmes leurs propres tangentes, et déterminent le 
plan tangent au point considéré. 

498. Remarque III. — Tout plan conduit par une génératrice rectiligne de Vhyperboloïde de révolu- 
tian à une nappe est tangent à la surface en un point de cette génératrice. — En effet, ce plan coupe la 
surface suivant une conique dont la génératrice rectiligne fait partie; l'intersection se compose donc 
de deux droites, et, au point de rencontre de ces droites, le plan touche la surface. 
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499. Définition. — Deux génératrices de systèmes différents déterminent^ lorsqu'elles sont paral- 
lèles, un plan tangent à l'infini qui porte le nom de plan asymptotique de la surface. 

500. Théorème V. — Le cône asymptote de Vhyperbolotde de révolution à une nappe est l'enveloppe 
de$ plans asymptotiques de la surface. — Soient: C le collier (fig. Z?) ; o son centre; gi, gt les projec- 
tions sur le plan du collier de deux génératrices G|, G^ rectilignes et parallèles entre elles; g la pro- 
jection sur le même plan de la génératrice appartenant au cône asymptote et parallèle à Gi, Gf 

Considérons le diamètre de jonction des contacts a^ a^ de ^i, gt avec G, et observons que dans 
l'espace G» Gi, Gs sont parallèles et s'appuient sur la droite a^aa, ces trois génératrices sont donc dans 




Fig. It. 

un môme plan; lequel est, d'une part» le plan asymptote qui touche Thyperboloïde au point à l'infini 
sur G, 6i ; ou Gt d'autre part, le plan tangent au cône asymptote le long de G. — D'après cela, le cône 
asymptote est renirek>ppe des plans asymptotiques de Thyperboloïde. 

501. Théorème TL — Le cane asymptote de H hyper boloUde de révolution à une nappe est le lieu des 
droites que Von obtient en transportant, parallèlement à elles-mêmes^ au centre du collier, les asymptotes des 
sections planes de VhyperèaloidA. — L'asymptote' d'une section plane est la tangente au point à l'infini 
de cette section; or les points à l'infini sont 4onnés par la rencontre du plan sécant et de deux 
couples de génératrices de systèmes difierents parallèles entre elles deux à deux et parallèles à ce plan. 
— Les droites de ces couples déterminent deux plans asymptotiques, dont les rencontres avec le plan 
sécant sont respectivement parallèles à chacune d'elles et donnent précisément les asymptotes cor- 
respondantes de la section* Ces asymptotes sont donc parallèles aux deux génératrices considérées. 
^ Le lieu des parallèles menées aux asymptotes des sections planes par le centre de la surface 
est donc celui de^ génératrices transportées au centre parallèlement à elles-mêmes ; ce qui démontre 
le théorème. 

502. Problème L — Beprésenler ]jar ses contours apparents Vhyperboloîde de révolution à une 
nappe. — Quand l'axe est vertical, Thyperboloïde admet quatre génératrices parallèles au plan verti- 
caly que Ton emploie très fréquemment à la détermination de cette surface; elles portent, pour ce 
motify le nom de génératrices principales. 

Supposons que la surface soit déterminée par son axe z, z' {fig, 329, pi. XXXllI) et par Tune ^, g' de 
se& génératrices principales» et cherchons ses contours apparents. 

La commune perpendiculaire des droites données se projette verticalement au croisement p' de z' 
avec g' ; horizontalement, sur la perpendiculaire zp, menée de z à ^. 

En décrivant, de z comme centre, avec zp pour rayon, une circonférence, on trouve la projection hori- 
zontale du collier, c'est-à-dire le contour apparent en projection horizontale; la projection verticale 
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Ce ce collier est la parallèle àJa ligne de terre menée par p et limitée aux lignes de rappel tan- 
gentes à la projection horizontale de cette courbe. 

Cherchons le contour apparent en projection verticale. — Un premier moyen est de construire l'en- 
veloppe des projections verticales des génératrices rectilignes (§ 395 ^^^) ; projections faciles à obtenir 
en faisant tourner </, g' autour de z, z'et en construisant, par exemple, celles des génératrices qui 

9 

(Uviscnt le collier en parties égales. — Un second moyen est de déterminer la projection verticale du 
méridien de front (§ 390). Prenons un point quelconque c, e' de ^, g'; pendant la rotation il 
décrira un cercle projeté verticalement suivant la parallèle à la ligne de terre menée par €\ et, hori- 
zontalement, suivant la circonférence décrite de z comme centre avec zc pour rayon; les rencontres 
du parallèle et du plan méridien de front se projettent horizontalement en Ci, €%, et se relèvent 
sur les' lignes de rappel menées par e^ (^jusqu'aux points c'i, c's qui se trouvent sur la projection 
verticale du parallèle. 

Cherchons la tangente en c\ au contour apparent dont nous exécutons le tracé; elle n'est autre 
chose que la projection verticale de Tune des génératrices rectilignes qui se croisent en cu c\ (§ 342), 
et dont la projection horizontale correspondante s'obtient en tirant de Ci Tune de tangentes C|, pi au 
collier. En relevant ensuite pi en/7'1 et en traçant la droite de jonction des points p'i, c'i, on aura lu 
tangente demandée. On pourra construire ainsi un nombre suffisant de points et de tangentes pour 
tracer la courbe. — En appliquant le tracé général au parallèle qui passe par la trace horizontale 9 
de(/, y'^ parallèle qui n'est autre chose que la trace horizontale de Thyperboloïde, nous avons déter- 
miné sur l'épure les points de rencontre dA contour cherché avec la ligne de terre. 

On peut également déterminer l'hyperbole méridienne par son axe transverse et ses asymptotea; 
effectivement, d'après les conclusions du paragraphe 492, on voit que les extrémités de l'axe trans- 
verse sont celles a\ V de la projection verticale du collier; que l'une des asymptotes est sur ^^ tandis 
que l'autre s'obtient en prenant une droite ^ ^ symétrique de g^ par rapport à z'. — Les propriétés 
segmentaires de l'hyperbole donnent lieu^ lorsqu'on cannait les asymptotes et un point de la 
courbe, à un tracé fort commode de celle-ci, bien connu du lecteur. 

503. Problème II. — Connaissant les projections de Vaxe z,z* et celles g, g' (tune génératrice prin- 
cipale (Tune surface gauche de révolution; construire les projections d'un poiné de cette surface et lui mener 
un plan tangent par ce point (fig. 330, pi. XXXIII). 

Traçons le contour apparent de la surface en projection horizontale; ce contour est le cercle de 
centre z et de rayon égal à la longueur zp de la plus courte distance de l'axe à la génératrice princi- 
pale; prenons ensuite, dans une position arbitraire, mais extérieure à ce contour, la projection 
horizontale m d'un point de la surface. — La projection verticale correspondante est sur celle du 
même nom d'un parallèle projeté horizontalement suivant 1a circonférence de cercle de centre z 
et dont m est un point de passage; cette circonférence rencontre g en deux points a, &, qui se 
relèvent en a' y b\ sur g'; en tirant de chacun d'eux des parallèles à la ligne de terre, on a les pro- 
jections verticales des parallèles de la surface qui passent par M, et sur lesquelles une ligne de rappel 
menée par m donne les projections verticales m'i, m'i des points cherchés. 

En résumé, il y a sur la surface deux points projetés horizontalement en m qui sont (m, m'i), (m,m't). 

Cherchons le plan tangent au point m, m'i; il est déterminé (§ 497) par les génératrices de sys- 
tèmes différents qui passent par ce point, génératrices dont les projections horizontales sont les 
tangentes md, me menées par m à la projection horizontale du collier. 

On pourrait construire les projections verticales de ces génératrices^ mais il est plus simple d'en 
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chercher les (races horizontales; pour cela prenons la trace horizontale 9*de 9, g' et décrivons de z 
comme centre avec zé pour rayon une circonférence, qui sera la trace horizontale de Thyperbololde. 
La trace de même nom des génératrices du plan tangent cherché sera, attendu que m, m\ est 
au-dessous du collier, en /, ti ; en conséquence, la droite de jonction des points t,ti est- la trace 
horizontale P du plan tangent ; une horizontale de ce plan menée par m, mx donne, par sa trace 
verticale v^, Tun des points de passage de la trace sur le plan de môme nom du plan Umgent ; la 
rencontre « de P avec xy est un second point de passage de cette trace; en unissant par une droite 
Jes points a, v' on a la trace verticale P' cherchée. 
Le plan tangent est actuellement déterminé par ses traces PaP\ 

504. Problème IIL — Un plan conduit par une génératrice rectiligne de thyperboh^de de révolution 
étant donné, trouver son contact avec la surface. -— Le problème à résoudre n*est autre que le problème 
inverse du plan tangent. Soient : z^ zf (fig. 331, pi, XXXIII) les projections de Taxe et g y çf celles 
d'une génératrice quelconque. 

Prenons la trace horizontale de g^ g' et tirons par 0, dans une direction arbitraire, une droite P» 
que nous adopterons pour trace horizontale du plan conduit par g^ g' dont on demande le contact 
avec rhyperboloïde. 

Traçons la projection horizontale du collier en décrivant de z comme centre, avec la dislance zp 
de s à 9 poui* rayon, une circonférence; figurons, eh outre, la trace horizontale de la surface, qui 
est un cercle de centre z et dont 6 est un point de passage. 

Le plan donné coupe rhyperboloïde suivant deux droites, dont Tune est g^ g'^ et dont^l'autre a 
pour trace horizontale le second point 6i de rencontre de P avec la trace sur le plan de même nom 
de rhyperboloïde. 

Cette seconde génératrice doit se projeter horizontalement suivant l'une des tangentes au collier 
menée par 6i. Pour choisir la tangente qui convient au problème actuel, imaginons un spectateur 
debout sur Taxe et regardant g, g\ est à sa gauche; comme nous devons prendre une génératrice 
d'un système différent de celui de 9, g\ 6| devra se trouver à la droite du spectateur placé sur Taxe 
et regardant la seconde génératrice située dans le plan donné, cette ligne se projettera donc horizon* 
taleraent sur la tangente Olp^. Le point de contact cherché se projettera par suite sur le plan horizontal 
en m et se relèvera en m', sur la ligne de rappel du point m et sur g'. Il passe donc par le point in, m' 
deux génératrices situées dans le plan donné ; ce point est par suite le contact cherché. 

Il importe de retenir le procédé qui vient d'ôtre employé pour distinguer les génératrices de 
systèmes différents sans recourir, comme on l'a fait au paragraphe 494, à la visibilité de la génératrice. 
Un autre moyen tout aussi simple est de placer le spectateur sur la trace horizontale de la généra* 
triceen lui faisant regarder le collier, qui doit alors, pour des génératrices de même système, se 
trouver placé d'un même côté du spectateur^ soit à sa droite, soit à sa gauche, et au contraire dans 
le cas de deux génératrices de systèmes différents à sa droite pour Tune, à sa gauche pour Tautre. 

Nous eussions pu résoudre le problème inverse du plan tangent en plaçant simplement le point 
de contact à la rencontre de la génératrice 9, g\ et d'un plan méridien mené perpendiculairement 
au plan tangent donné. 

505. Problème IV. <— Un hyperbohtde de révolution à une nappe étant donnée construire Venveloppée 
sphérique qui le touche par un parallèle assigné. — ^o\&cii : 2, z' les projections (fig. 332, pi. XXXIII) de 
l'axe et ;, g' celles de l'une des génératrices principales. Donnons-nous la projection horizontale anb 
d'un parallèle et construisons sa projection sur l'autre plan coordonné en relevant m en m', et en 
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tirant de ce point une parallèle à la ligne de terre^ que nous limiterons en ses points de renoontre 
a' y ff avec les lignes de rappel qui comprennent entre elles la projection horizontale du parallèle. 

Le oentre de Tenveloppée sphôrîque est le sommet du faisoeau des normales à la surface aux 
divers points de la caractéristique; comme le plan tangent à la surface en m, m' contient g^ g'y 
le ra^on du faisceau ooraial à la surAtoe en m, m! Test aussi à g y g' y et, celte dernière étant de front, 
l'angle drojt se consepvera en projection yertioale ; d'après cela, en conduisant une perpendiculaire 
à g' par m' on aura la projection verticale d'un rayon du faisoeau, albrs la rencontre m' de cette ligne 
avec z' sera la projection sur le plan de projection de même nom du centre de l'enveloppée sphértque; « 
l'autre projection du centre sera en z. La droite qui va du point a au point A est une normale de 
fk>oiit qui se projette dans sa véritable grandeur en «»' a' et donne le rayon de i'6nvek>ppée« 

L'enveloppée ^hérîque est donc déterminée par son centre »'^ z et' son rayon uV. 

508. Broblème V. — Étant dmnéy par son axe z, s' et par une génératrice principale g^ çf, un 
hyperboloïde de révolution à une nappe, construire le sommet de Venveloppéè' conique qui le touche par un 
parallèle asêigné. — Conservons la ûgure du problème précédent (Jtg. 382, pL XXXIII) et cherchons 
le sommet de l'enveloppée conique dont la caractéristique est ab, c^V. 

La normale en a, a' à la surface est projetée suivant aV, az\ comme cette droite se trouve dans 
le méridien de front, elle est aussi normale à ce méridien ; donc la tangente au méridien principal se 
projette verticalement suivant la perpendiculaire dtr à daly et détermine par sa rencontre J avec z' 
la projection verticale du sommet du code circonscrit à l'hyperbotoïde le long du parallèle donné; 
z est la ^seconde projection de ce point. 

507. Problème ¥1. — Mener , ou par un point donné ou parcdlMement à une droite donnée, un plan 
qui touche rhyperboloîde de révolution à une nappe sur un parallèle assigné. — Dès lors que Ton sait 
construire l'enveloppée conique ou sphérique qui touche la surface par le parallèle assigné, la 
question se résout sans peine par l'un des procédés des paragraphes 409 et 410; 

SOS. Problème TIL — Mener, ou par un point donné ou parallèlement à une droite donnée, un plan 
qui touche rhyperboUnde de révolution à une nappe sur une génératrice désignée. — On conduit par 
le point donné ou parallèlement à la droite donnée un plan contenant la génératrice assignée, et 
l'on résout sur ce pian le problème inverse du plan tangent (§ 504). 

500. Problème VIîL — Étant donné un hyperboloïde de révolution à rme nappe, conduire, par une 
génératrice assignée, un plan tangent qui s'incline sur l'horizon d'un angle donné. — On construit les 
plans qui passent par la droite ci qui sont tangents à un cône de révolution dont le sommet serait 
sur cette droite et dont les génératrices feraient avec Thorizon l'angle donné, puis Ton résout, sur ce 
plan et pour rhyperboloîde, le problème inverse du plan tangent (§ 504). 

5W. Problème IX. — Un hyperboloïde de révolution à une nappe étant donné par son axe z, z' et par 
l'une g, g' de ses génératrices principales, lui mener un plan tangent parallèle à un plan donné {fig. 383, 
pi. XXXIII). —*' Le plan tangent cherché doit contenir deux génératrices de systèmes différents, qui 
doivent être par suite parallèles au plan donné PaP' ; le problème se réduit donc à celui de la 
détermination des génératrices parallèles à ce plan. 

Or^ les génératrices de l'hyperboloide sont parallèles à celles du cône asymptote, construisons 
denc ce dernier: le sommet de ce cône est au centre s, si de l'hyperboloîdè, la parallèle sh, s'B' à g, g' 
est unii génératrice de fh>nt du cône, et, par la trace horizontale h de cette droite, on trouve un point 
de passage de labase du cône sur le plan horixontal de projection; comme le centre de cette base est 
an Si on peut fticilemant la tracer. 
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Cherchons les génératrices du cène a^mplote parallèles à PJP' ; pour cet eifet, conéoisons par $y $' 
*un plan parallèle à celui qu'on nous donne : par le secours d'une borisoniale so^ slv' du .plan 
-cherché on a un point v' de passage de la trace verlteale de ce)oi-ci ; en tirant par }/\9l parallèle K'y 
à Va et par 7 celle 7R à (xP, on obtient les deux traces RyR' du plan parallèle, 

La trace horizontale yR de ce plan rencontre celle du cône a^mptote en deux points tu h^ V^h 
lorsqu'on les joint au point s par les droites st^ st^^ donnent les projections horizontales des généra- 
trices du cône parallèles au plan PaP'. 

Des tangentes à la projection horizontale du collier menées dans les directions sti, st^ déter* 
minent les projections horizontales des génératrices que nous cherchons sur rhyperboloïde; les 
traces horizontales de ces droites sont en /a, ^4, h, t^y et il faut^ comme vérification, que les tangentes 
en tiy t^ à la base du cône asymptote passent: la première, par ^3, tk\ l'autre, par hyU. Cette 
vérification est justifiée par ce fait que les tangentes à la base du cône en /^ U sonf les traces des 
plans asymptotiques relatifs aux génératrices projetées horizontalement en st^ st^. 

Il y a maintenant lieu d'associer les traces ^3, t^ ^5, t^ par groupes de deux en faisant en sorte 
que leurs droites de jonction soient parallèles à «P; ce qui donne* les traces horizontales Qi, Q9 des 
deux plans tangents répondant aux conditions assignées par l'énoncé du problème. En prenant 
les rencontres Pi, ^ de ces droites avec xy, et en tirant de ces points des parallèles Q'i, Qs à P'^ on 
trouve les traces verticales correspondantes. 

511. Théorème VIL — Lorsque deux surfaces du second degré ont en commun deux droites^ leur 
intersection est un système de quatre droites. — Soient D|, D2 (fig. /«) les droites communes; elle font 
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évidenunent partie de TintersecUon des surfaces considérées; cette intersection, qui est du 
quatrième degré, aura, par conséquent^ des points extérieurs aux droites Di, D%\ soit M l'un d'eux. 
On peut conduire par ce point une droite D3 reaconirant D|, Ds en deux points que nous désignons 
par A, B ; les deux surfaces ont en commun av«c D3 trois points A^ M , B ; or, toute droite qui a 
trois de ses points sur une surlace du second degré s'y trouve contenue toute entière; on en conclut 
que D| fait aussi partie de l'intersection ; celie^ est du quatrième degré et comprend d^à trois 
droites, elle doit donc en comprendre une quatrième. 

512. Théorème TIU. — Le paraMoîde hyperbolique offre un double mode de génération rectUigne. — 
On sait que le paraboloïde hyperbolique est la surface engendrée par une droite qui se meut 
parallèlement à un plan fixe P (fig. /»), tout en s'appuyant sur deux droites Du Di (g 339) : P est le 
plan directeur, D|, D) sont des directrices de la surface, et les droites mobiles en sont les génératrices 
du premier système. Prenons d, ii% pour directrice de l'autre système en adoptant cette fois un plan 
directeur Pi parallèle à Di, Ds; cela posé, démontrons que les deux parabololdes (ffà viennent d'être 
définis se confondent. Soit une troisième génératrice G3» du premier système; Di^Ds sont deux gêné- 
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ratrîces dn second mode, traçons en une troisième D3 de ce même mode ; tout sera démontré si 
nous prouvons que les deux génératrices quelconques 63, Dg se coupent. 

Plaçons des lettres aux points de rencontre des droites Ûgui*écs, puis observons que les points (A, E), 
(a,r), (B,G) peuvent être considérés comme les rencontres des droites D2, Di par trois plans parai 
lèles à F; ce qui conduit à la proportion 

flA cE. 

ûB ■"" cC ' 

de même on trouve sur Gi, Gi des segments donnant la proportion 

b_B_€A 

Multipliant ces deux égalités membre à membre, il vient 

^ *B_cE eA 
aB ' *C~êC '^E' 



cm 



ûA éB cG éE_. 
flB ' AC 'cE' ^A^ 



D. D, ï\ 




On voit donc que le produit de quatre rapports de simple section déterminés par a, b, c, e sur 
les côtés du quadrilatère gauche ABGB est égal à 1^ ce qui prouve, d'après une propriété fonda* 
mentale de la géométrie^ que les droites ac^ eb se coupent 

513. Conséquence I. — Deux génératrices de systèmes différents appartiennent toujours à un même 
plan. — Cette propriété découle immédiatement de la démonstration du théorème. 

514. Conséquence IL ^- Deux génératrices d'un même système ne sont jamais dans un même plan. — 
En efiet^ si elles étaient situées dans un seul plan^ les génératrices du système opposé, qui doivent 
les rencontrer, engendreraient un plan, et la surface serait plane^ ce qui est évidemment inad- 
missible. 

515. Théorème IX. — Dans le paraboloide hyperbolique^ les projections des génératrices de Vun des 
systèmes sur un plan perpendiculaire au plan directeur de l'autre système forment un faisceau. — Soient P 
l'un des plans directeurs (fig. /lo) et Q le plan de projection que Ton suppose perpendiculaire à P« 

Considérons deux des génératrices Gi, G^ non parallèles à P ; soient ^1, gt leurs projections sur Q; 
prenons la rencontre m de ces projections et, par ce point, conduisons une perpendiculaire G'i à Q, 
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cette droite s'appuie sur Gi, Gf en deux points A, B; elle est donc parallèle à P et rencontre Gi, G^, 
c'est, par conséquent^ une génératrice du système parallèle à P ; il s'ensuit que G'i rencontre toutes 
les génératrices Gi, Gi, Ga, O4 .... du système non parallèle à P, et que, par suite, les projections 
9u 9ti gsy ;«•••• de ces génératrices ont en m un point commun; elles forment donc un faisceau dont 
le sommet est M. 

La réciproque est vraie et se démontre aisément.' Le théorème qui vient d'être démontré est 
identique à celui déjà établi dan& le cours du paragraphe 202. 
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516. Théorème X. — Lorsque trois génératrices rectilignes d'un hyperhoMde à une nappe (§ 339) sont 
parallèles à un même plan^ Vhyperboloide se transforme en paraboloîde hyperbolique, — Soient : Gi, Gt« G» 
les génératrices rectilignes parallèles au plan P (Gg. mi) et soient encore çi, Çt deux droites s'ap- 
puyant, en (Ai, B|, C|,) (Aj, Bj, Ci), sur Gi, Gt,Gs. 

Les droites ^i, g% qui ont trois points sur Thyperboloide y sont entièrement contenues. Considé- 
rons le paraboloîde hyperbolique dont ^i, g^ sont deux directrices et dont P est le plan directeur; 
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Gii Gi» Ga seront sur ce paraboloîde et les génératrices non parallèles à P engendrant le paraboloîde 
devront s'appuyer sur G|, G«, G3, c'est-à-dire qu'elles seront précisément celles qui engendrent Thy- 
perboloïde. 

Ces deux surfaces sont donc ici confondues; ce qui démontre le théorème. 

517. Problème X. — Construire les points de rencontre d'une droite et d'un hyperbolotde de révolution 
à une nappe. — Nous résoudrons d'abord le problème par le procédé très simple et très général donné 
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par DuLSAv daos la Corre^pondamce de VÉeUe pobftethniqm'; ensuite qous indiquerons sue éléganle 
solution réceouEienl trouvée par M. Roocbé et qui offre sur celle de Doleau Tavantage d'être {due 
Gooforme aux prioeipes de la géométrie descriptive. 
Procédé de Duleau* — Soieot donaés : rbypertwloïde par son axe z^ z' (Jig. 334, pL XXXIII) €t 

par Tune g^g' de ses génératrices principales; la droite par ses projections (/, df. Nous siappo* 
serons qu'on ail rendu d^ d' parallèle au plan vertical par une rotation autour de z, z* : les points de 
rencontre une fois trouvés, il sera toujours facile de revenir sur la position initiale. 

Employons la méthode des lieux géométriques ou, ce qui est la même chose, la méthode des 
courbes d'erreur. Considérons une corde horizontale s'appuyant sur g^g^ sur d,d' et passant par l'un 
des deux points de rencontre cherchés; rendons cette corde mobile en la maintenant horizontale^ et 
en l'appuyant toujours sur les mômes droites, mais en la limitant : dans un cas, aux deux droites qui 
dirigent son mouvement; dans l'autre, à rhyperboloïde. Cherchons pour ces deux cas la projection 
horizontale du lieu des milieux des cordes. 

En plaçant la projection horizontale du point milieu sur l'un des lieux, on commet une erreur^ 
mais en le plaçant à la rencontre des deux lieux Terreur est nulle. 

Les cordes horizontales qui s'appuient sur ((/, d')^ {g, g') engendrent un paraboloîde hyperbolique 
ayant pour premier plan directeur le plan horizontal de projection et dont le second plan directeur 
se dirige parallèlement aux droites {g, ^'), (d^ d') ; ce plan n'est autre que le plan vertical de projec- 
tion, conséquemment les projections sur le plan horizontal des génératrices non parallèles au'plan 
vertical forment un faisceau (§ 515). Cherchons-en le sommet; la droite Qt de jonction des traces 
horizontales des droites [g^ ^'), [d, d') en est un rayon ; d'autre part, il est une génératrice perpendi- 
culaire au plan vertical passant au croisement el de 9', d\ en prenant sa projection horizontale, qui 
n'est autre que la perpendiculaire à la ligne de terre menée par a', on trouve un second rayon du 
faisceau; par Tinterseclion des deux rayons tracés, on en obtient enfin le sommet m. 

Cherchons le premier lieu: c'est celui du milieu des projections horizontales des cordes parallèles 
au plan de même. nom et rencontrant (d, d'), (g^ g'). Il est manifeste que ce lieu est une parallèle pq 
aux droites dei g placée à égale distance de ces deux droites. 

Construisons le second lieu : c'est celui du milieu des projections horizontales des cordes parallèles 
au plan de même nom, s'appuyaut sur g, g\ sur cf, d' et comprises dans Thyperboloïde; ces cordes de 
rhyperboloïde étant horizontales sont des cordes de divers parallèles; conséquemment, les projections 
horizontales de leurs milieux tombent sur un faisceau de droites perpendiculaires aux cordes et dont le 
sommet se trouve en z. Nous avons donc à chercher le lieu des rencontres de deux faisceaux ortho- 
gonaux ayant pour sommet l'un •», l'autre z; ce lieu n'est autre que la circonférence décrite sur mje 

comme diamètre. 

La rencontre des deux lieux se fait en ^4, fis et les projections horizontales des cordes corres- 
pondantes passent par le sommet » de l'un des faisceaux^ ce sont les droites ufii, w^xa; par leurs 
rencontres avec d on ^ les projections horizontales nii, m% des points cherchés; on en déduit les 
projections verticales m'i, mff correspondantes. 

518. Procédé de M. Rouché. — On prouve la rencontre d'une surface et d'une droite en condui- 
sant par celle-ci une surface auxiliaire dont on cherche la commune intersection avec la surface 
donnée, et en prenant la rencontre de cette intersection avec la droite. 

Telle est la méthode que nous allons appliquer au présent problème. Soient z, i' les projections 
de l'axe (/Sjf. 335, pi. XXXIV) (jji^ y'i)^ (^ti ^'1) celles de deux génératrices principales de systèmes 
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différents^ et d, d' celles enfin de la droite donnée, après qu'on l'a rendue parallèle an plan vertical 
par une rotation autour de 2, 2^ 

La surface auxiliaire adoptée est le parabolofde hyperbolique (§Si6) dont les directrices sont les 
• trois droites de front {d, d'), {çi, g'i), {g^, g't); ce paraboloïde a en commun avec Thyperbololdc de 
révolution deux droites ; en outre ces surfaces sont du second degfé, leur intersection est donc un 
système de quatre droites (§ 5il) ; il faut trouver les deux droites complétant ^intersection. 

Ces droites sont des génératrices du paraboloïde et de Tbyperboloïde, nous allons successivement 
les considérer comme appartenant à cbacune de ces surfaces. En tant que génératrices de Thyperbo* 
loïde, elles doivent se projeter horizontalement sur des tangentes à la projection de même nom du 
collier. En tant que génératrices du paraboloïde^ leurs projections horizontales font partie d'un 
faisceau; en effets le plan vertical est un plan directeur; en conséquence, les projections sur le plan 
horizontal des génératrices non parallèles au plan vertical forment un faisceau (§ 515). 

A l'aide* de deux rayons, cherchons-en le sommet. Coupons le paraboloïde par le plan projetant 
verticalement Gf, lequel contient une droite du paraboloïde et le coupe, par suite, suivant une atltre 
droite; la rencontre du plan projetant avec ^i, ^'3 se fait enbyV, celle avec (f, (f en a, a'; la seconde 
droite de rencontre est donc projetée horizontalement suivant ba ; c'est là un des rayons du faisceau. 
Un second rayon cf s'obtient de même par la projection horizontale de la rencontre du paraboloïde 
et du plan projetant verticalement Gf. Les deux rayons ainsi trouvés 6a, e/" donnent par leur rencontre 
le sommet m du ftiiseeau. Ce sommet •» appartient encore.à la projection horizontale ùift de l'une 
des droites d'interseolion du paraboloïde par le plan projetant D verticalement. Dans chaque cas on 
pourra donc ou bien obtenir une vérification du tracé^ on choisir celui des deux rayons qui déter- 
mine •» avec le plus d'exaetrhide. 

Les projections horizontales des droites qui complètent Pintersecrtfon <fe Thyperbololde et du 
paraboloïde auxiliaire passent par m et sont tangentes à la proj^tion de môme nom du collier, ce 
qui peratet de les traeer et de prendre leurs rencontres m^^ tn^ arvec (f, lesquelles ne sont antre chose 
que les projeelfions horizontales des points oix d^ét perce rbyperbofoïde; en menant des lignes de 
rappef par ees deitx points jusqu'à la droite (f , on trouve les projections verticales m\, m'a cor- 
respondantes. Ainsi (mi, m\) (mj, m'i) sont des rencontres de la droite et de l'hyperbotoïde. 

En terminant, observons que la droite fiBi se mainrtrent fixe lorsque la protection horizontale de D 
se déplace paraMIement à rile^méme. 

La solution peut être simplifiée lorsque liai droite donnée rencontre Paxe, lui est parallèle ou lui est 
perpendiculaire en direction. Examinons ces cas particulier, 

519. Intersection de Thyperboloîde de révolution à une nappe et d'une droite rencon- 
trant son axe de rotation. — Bien que la solution générale soit applicable au présent cas par- 
ticulier, il n'est pas sans intérêt d'en donner une solution spéciale. 

Soient : z, z' les projections de l'axe (fig. 336, pi. XXXIV), g, g' celles de Tune des génératrices prin- 
cipales et dy d' celles d'une droite rencontrant Taxe en o\ z. Adoptons pour surface auxiliaire le 
cône engendré par une révolution complète de d, d autour de z, z' cône, dont le sommet se trouve 
en z, 0', et dont la trace horizontale est un cercle de centre z dont la circonférence passe par la 
trace horizontale 6 de d, d. 

Traçons cette circonférence et cherchons la rencontre du cône avec lliyperboloïde ; il s'agit de deux 
surfaces de révolution du second degré ayant môme axe, par conséquent la rencontre se compose de 
deux parallèles. Or, ces parallèles seront déterminés d%s que nous aurons construit un point de chacun 
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d'eux^ et ces points se peuvent construire en prenant la rencontre de g^ ^ avec le cône auxiliaire. 

Pour construire les points d'intersection de Qy g' avec le cône, conduisons par celte droite et par 
le sommet o'^ z un plan, prenons la rencontre de ce plan et du côoe, laquelle se compose de deux 
génératrices, et cherchons leurs intersections avec g^ g'. 

La trace horizontale du plan'Mxiliaire s'obtient en conduisant par o\ z une parallèle à g^g'^ en 
prenant la trace horizontale hi de celte parallèle^ que l'on unit par une droite à celle h sur le même 
plan de projection de g^ g'. 

Cette trace AA| étant trouvée, on prend ses points de rencontre ^i, t^ avec celle du cône, et Ton 

tire les droites zti, zt^ qui sont les projections horizontales des génératrices que donne lé plan auxi- 

« 

liaire en rencontrant le cône. Ces droites coupent à leur tour g aux points /ai, ^2» points dont les pro- 
jections correspondantes se font sur g'^ en /i, /s; on connaît alors les projections (oi, f«'i)> (ftt> p'â) 
des points d'interseclion de g^ ^ et du cône, qui sont^ on l'a dit, celles de points situés respectivement 
sur les parallèles cherchés. 

En traçant (fes parallèles à la ligne de terre par /i, /^ on a les projections verticales des parallèles 
communs aire deux surfaces, les rencontres de ces lignes avec df sont les projections verti- 
cales m'u m'i des points d'intersection de d^ d^ avec l'byperboloîde ; on en déduit^ par le secours de 
lignes de rappel, les projections horizontales iTif, m^ correspondantes. 

Les points demandés sont donc (mi^ m'i), (m^, m'^, 

520. Intersection d*an hyperboloîde de révolution à une nappe et d'une droite parallèle à son 
axe de rotation. — C'est le problème déjà résolu au paragraphe 503.. Il faut simplement trouver les 
projections verticales de deux points de la surface, connaissant leur comnâune projection horizontale. 

521. Intersection de l'hyperbololde de révolution à une nappe et d'une droite perpendicu- 
laire, en direction^ à son axe. — Donnons-nous toujours l'hyperboloïde par son axe vertical 2, z' 
(fig, 337, pi. XXXIV) et par l'une 9, g' de ses génératrices principales. 

Pour trouver la rencontre de cette surface et de la droite horizontale;^ (/^ d', conduisons par celle-ci 
un plan horizontal auxiliaire, qui coupe ^, g* en p, i^'^ et l'hyperboloïde suivant un parallèle dont la 
projection horizontale a son centre en z et dont f« est un point de passage. Traçons cette circonférence 
et prenons ses rencontres ^i, m^ avec d^ relevons enfin ces derniers points enm'i,m't; nous avons 
ainsi les points [mi^ m'i), (ma, m'^'^p^W fallait construire. 

522. Problème XI. — Mener par une droite donnée un pion tongent à l'hyperboloïde de révolution à une 
nappe. — Condition de possibilité du problème. — Le plan tangent doit contenir deux génératrices de 
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systèmes différents, et comme ces droites sont,'avec celle qu'on nous donne, dans un même plan, on 
peut dire que la droite donnée doit couper la surface, à moins qu'elle ne soit tout à la fois dans un plan 
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asjmptotique el parallèle aux deux génératrices de Thyperboloîde qui déterminent ce plan. On 
exprime ce résultai en disant : 

Pour qu*on puisse conduire par une droite un plan tangent à thyperboloide de révolution à une nappe^ 
il faut et il suffit que la droite coupe la surface en deux points situés à distance finie ou infinie. 

Passons à la détermination des plans tangents. 

Soit D la droite donnée (flg. m%), supposons que ses points de rencontre mi, ntg avec la surface 
aient été construits (§519) ; par chacun d'eux il passera deux génératrices que l'on trouvera sans peine : 
soient Gi^ G3 celles qui passent parmi et G3, G4 celles qui passent par m^. Le plan tangent cherché contient 
un couple de ces droites; il y a lieu de vérifier les diverses combinaisons qu'elles peuvent produire 
lorsqu'on les associe deux à deux. Le plan conduit par Gi, G3 est bien tangent en mi, mais il ne saurait 
contenir D; car, pour qu'il la contint il faudrait qu'il contint également mt, son intersection avec la 
surface serait alors au moins formée des droites Gi^ G^ et du point m^, ce qui est inadmissible. On 
rejette de môme la combinaison G4, Ga. 

Il reste alors les plans conduits par Gi, G4 et par G3, G3 qui sont évidemment les solutions du pro* 
blême; les contacts se font au croisement yn^ ps des droites (Gi^ Gi), (Gs, Gs}* 

523. Problème XII. — A PhyperboloUe gauche de révolution mener, parunpoint^ unplantangent dontle 
contact soit sur un méridien assigné. — Le plan tangent doit contenir la perpendiculaire au plan 
méridien menée par le point donné: on tracera cette ligne et on retombera sur la question précédente. 

524. Problème Jlll.^ Mener à Vhyperboloide^ parallèlement à une droite donnée, un plan tangent dont 
le contact soit sur un méridien désigné. — Par la droite et par une perpendiculaire menée de l'un de 
ses points au plan du méridien donné on conduit un plan ; le problème se réduit ensuite à celui de 
construire, parallèlement au plan ainsi trouvé^ un plan tangent à l'hyperboloïde (§ 510). 

5^5. Problème ZIY. — Trouver la courbe de contact et la trace horizontale d'un cane ou d'un cylindre 
circonscî*it à Vhyperboloïde de révolution à une nappe. — On peut employer la méthode des enveloppées- 
sphériques, coniques ou cylindriques, en recourant aux constructions que nous avons expliquées 
au sujet des surfaces de révolution quelconques. Une solution plus simple consiste à conduire par les 
génératrices rectilignes et par le sommet du cône (placé à distance finie ou infinie) des plans^ et à 
résoudre sur chacun d'eux le problème inverse du plan tangent (§ 504). 

Sachant construire la courbe de contact, on saura construire la trace du cône ou du cylindre. Les 
points rcnoarquables se déterminent comme il a été dit pour les surfaces quelconques de révolution. 

526. Tangente en un point quelconque de la courbe de contact. — Soient S le sommet du 
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cône (flg. ma), M le point el 0|, G^ les génératrices qui s*y croisent. Nous savons que la tangente 
est la polaire du point S par rapport à l'intersection de la surface et de son plan tangent en M, 
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intersection qui se trouve formée des droites 64, Gi; en sorte que si Ton trace dans ce plan angent 
' une divergente SAB et que Ton prenne le conjugué harmonique £ du point S par rapport à A, B, 
on aura, par la droite de jonction des points £, M, la tangente cherchée. Joignons SM et observons 
que les quatre droites se croisant en M divisent barmoniquement la divergente SB^ il en résulte que 
les droites MS, Ms sont conjuguées harmoniques de celles MA^ MB; on en déduit que la tangente 
pieut être obtenue en menant la parallèle 0^ à SM comprise entre Gi, G^, en prenant son milieu ^a, 
qjxe Fon unit par une droite au point M« 

527. Application. — Conduire par une droite donnée un plan tangent à une surface de révolution 
quelconque. 

Procédé de Monge. — Solution générale. — Concevons un hyperboloïde auxiliaire qui serait 
engendré par la rotation de la droite donnée autour de Taxe delà surface de révolution; le plan tangent 
cherché contient une génératûce de Thyperboloîde, il touche donc cette surface en un point de 
la droite donnée. Ce point de contact se trouve à la rencontre de cette droite et d'un plan conduit 
par Taxe commun aux deux surfaces considérées^ dans une direction perpendiculaire au plan tangent 
cherché, et ce plan perpendiculaire n'est autre que celui du méridien de contact pour la surface de 
révolution donnée. En somme, on peut dire que le. plan tangent cherché touche les deux surfaces en 
deux points placés sur le même plan méridien, et que, par suite, la trace du plan tangent sur ce 
méridien n'est autre chose qu'une tangente commune aux méridiens correspondants des deux 
surfaces de révolution. 

D'après cela, le tracé s'exécutera en construisant l'hyperbole méridienne principale de l'hyperbo- 
lolde, çn tirant aux méridiens principaux des deux surfaces une tangente commune, que Ton fera 
tourner, autour de l'axe de la surface de révolution, jusqu'à ce qu'elle rencontre la droite donnée ; 
dans cette position elle déterminera avec celle-ci le plan tangent demandé. 

Exécution de l'épure. — Soient z, 2' l'axe de la surface (fig.. 338, pi. XXXIV)), ^' son contour 
apparent en projection verticale et d, d' la droite donnée. 

Cherchons à déterminer l'hyperbole méridienne principale de Thyperboloïde auxiliaire, il faut 
pour cela couper cette surface par le plan de front dont la trace horizontale F passe par z. Le cercle 
de gorge se projette horizontalement suivant un cercle de centre z et de rayon égal à la perpen- 
diculaire 2/>, menée à d^ par z ; quant à la projection verticale du collier, après avoir relevé p en p' 
sur d'i on l'obtient en tirant par p' une parallèle à la ligne de terre; laquelle donne l"" par son point 
de rencontre avec i le centre 0' de la projection verticale de l'hyperbole méridienne cherchée, et, 
â"" par son point de rencontre 9! avec la ligne de rappel tangente à la projection horizontale du collier 
l'un des sommets de l'axe transverse de cette même hyperbole. 

Construisons maintenant les asymptotes de l'hyperbole méridienne; en vue de ce but, amenons, 
par une rotation autour de 2, 2', la droite d^ d' dans un plan de front : sa projection horizontale se 
place sur la tangente pit menée à la projection du collier dans la direction xy,; p^p^ vient en /?i, 0'; 
la rencontre a, a' de rf, d' avec le plan de front dont la trace horizontale est F se place en fli, û'^; en 
unissant les points o',a'i on a l'une des asymptotes cherchées ; l'autre s'obtient en prenant simplement 
la droite o'a'j symétrique de o'a'i par rapport à Taxe oV. On trace alors, à l'aide des propriétés 
segmentaires, l'une des branches H' de cette l'hyperbole. Le tracé de cette hyperbole est soumis à 
cette vérification que d' doit toucher la courbe H' en a'. 

Tirons les tangentes communes VimU,efin\ aux courbes f*'. H' et faisons-les tourner jusqu'à oe 
qu'elles viennent rencontrer d^ ef . 
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Où pourrai t construire ks cftms eogenclrés par la rotation de chaeuAe de ees tangeate^ autour de s» s' 
et prendre les rencoatres de ces cônes avec d, d'\ mais il eA plus court de remarquer que c'est le 
point de contact b'i ou c\ qui doit venir se placer dans la rotatiûii sur d'i ceÀ contacts décrivent des pa- 
rallèles kayei vieDoent sur i en b\ d^ ces derniers correepondeat en projection horiBcnlale à ceux b^c 
que Ton obtient parla rencontre de tf et des lignes de rappel menéespar Vy d\ ainsi donc {h\ fr), (</, c) 
sont les points en lesquels.rbyperboloSde toudie les deux plans qui satisfont aux condi lions du pro* 
blèine. Les méridiens communs de contact ont alors pour trace borizontale soit zb^ soit %c^ et c'est 
dans ces plans méridiens que nous devons, par une rotation autour de z^ /, amener les contacts 
(ffi'i, i»i) (n'oni) de la surface donnée avec les plans cherchéB: nii, m'i décrit un arc de cercle dont la 
projection verticale est la parallèle à la ligne de terre menée par m'i, dont laprojeotionborizontalese 
fait en vraie grandeur suivant un arc de cercle de centre l et de rayon imi\ cet arc vient se limiter sur 
le méridien xb au point m^ nt! qui donne Ton des contacts cherchés. Eki opérant pareillement pour 
/ii, n'i on trouve le second contact n, n'. 

On connaît donc, pour chacune des solations, ube droite i^ d* et un point m, m' on n, ft'; les deux 
plans tangents sont ainsi déterminés. 



EXERCICES SUR LES PLANS TANGENTS AU CONE, AU CYLINDRE^ 

ET AUX SURFACES DE RÉVOLUTION 

528. Problème L — Deux droites étant données^ déterminer^ par remploi <tun cylindre de révolution 
ayant pour axe Fune d'elles et touchant Vautre y leur commune perpendiculaire. — Soient (rf, cf), (di,rf'i) 
les droites données (fig. 339, pi. XXXIV). 

Solution générale. — Par un point de D on conduit une parallèle A à D|, et Ton observe que le 
plan des droites D, A doit être tangent au cylindre de révolution dont Taxe est Di et -dont le rayon 
est égal à la plus courte distance des droites données. 

Pour déterminer ce cylindre, nous le couperons, ainsi que le plan tangent et la droite Di, par un 
plan auxiliaire perpendiculaire à celle-ci, les rencontres seront : sur le plan une droite facile à con- 
struire, sur le cylindre un cercle inconnu tangent à cette droite et sur Di le centre de ce cercle. 
Ce cercle se construira alors aisément et la parallèle à D| menée par son contact avec le plan 
tangent sera la génératrice de contact du cylindre ; c'est elle qui donnera, en son croisement avec D^ 
l'un des pieds de la plus courte distance, on construira alors la commune perpendiculaire en condui- 
sant par le pied ainsi trouvé une perpendiculaire au plan des droites D, A. 

Construction de l'épure. — Plaçons sur d, d' le point a, a' dont la projection verticale est au 
croisement des droites d\ d't et conduisons par ce point la parallèle è^d'i hdi,d\] prenons ensuite les 
traces (0, ô')) (Oi» 6'i) de (d,d% (i, d\) et unissons-les par une droite, qui est la trace horizontale du 
plan tangent au cylindre. 

Conduisons le plan sécant auxiliaire par la trace horizontale h de la droite <fi, tf i et dirigeons-le 
perpendiculairement à cette môme droite; sa trace horizontale Q est la perpendiculaire menée par 
hhdi, — Le point h est le centre du cercle de section du plan sécant et du cylindre. 

Construisons la tangente à ce cercle, elle sera la droite de rencontre du plan tangent et du plan 
sécant, par suite Tintersection A| des traces horizontales de ces plans est l'un des points de passage de 
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cette tangente* Il en faut trouver un autre ; à cet effets coupons par le plan verlical projetant de 
' d^d'i les deux plans dont on cherché la rencontre, et rabattons ce plan projetant sur le plan hori- 
zontal; le point byù', de di^d'u vient en B|, sur une perpendiculaire à di menée par b^ à une distance 
6Bi de ce point égale à sa cote aof; h reste fixe, la droite diyd\ se rabat donc suivant celle qui 
unit les points A, Bt, la rencontre du plan projetant et du plan tangent se rabat alors suivant une 
parallèle t It, à ABi, menée par t, et celle du plan du cercle avec le môme plan projetant se rabattra k 
son tour sur la perpendiculaire à ^Ii menée par k; c'est au pied F de cette ligne que se trouve 
rabattu le second point de la tangente au cercle que nous cherchons à construire. 

Relevons ce point dans sa positfon naturelle et rabattons-le ensuite autour de Q, il vient alors en 
Ff, sur di et à une distance de h égale à APi, que l'on reporte par un arc de cercle. 

Le rabattement de la tangente autour de Q est donné parla droite qui unit Ai, F^ et la perpendicu- 
laire AGi, menée par A à celte tangente, est à la fois la véritable grandeur du rayon du cercle et celle 
de la plus courte distance cherchée. . 

En relevant le point Gi, il viendrait sur une perpendiculaire à Q menée par ce point, dans une 
position qu'il est inutile.de déterminer puisque la génératrice de contact qui y passe se projette 
horizontalement sur cette môme perpendiculaire. 

Conduisons donc par Gi une perpendiculaire à Q, qui est la projection horizontale de la généra- 
trice de contact, prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre j9 avec d^ relevons p en /?', et nous 
aurons en p, p' l'un des pieds de la plus courte distance. 

Actuellement, menons par p la perpendiculaire pq à dOi, relevons sa rencontre q avec di, en q\ 
sur d'i et sur la ligne de rappel menée par q; joignons enfin p'q^; les droites p, q, p'q' sont les projec- 
tions de la plus courte distance. 

529. Problème II. — Construire une normale commune à deux cônes donnés. — Soient £^ li, les deux 
cônes donnés (fig. m^) et supposons que NNi représente une normale commune; les plans tangents 
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menés par N,Ni aux cônes respectifs doivent être perpendiculaires à NN| et par suite parallèles; il 
faut, en outre, que NNi soit perpendiculaire aux génératrices de contact Sg^ SiÇi. 

Le problème se résoudra donc en conduisant aux cônes des plans tangents parallèles (§363); après 
quoi, il ne s'agira plus que de déterminer la plus courte distance des génératrices de contact. 

La solution donnée étant indépendante de la position des sommets des cônes, s'appliquera encore 
lorsque un ou deux des sommets seront à l'infini dans une direction donnée. 

530. Problème III. — Construire une sphère qui touche ^ par deux points diamétralement opposés, deux 
cAnes, un cône et un cylindre ou deux cylindres donnés. — Le diamètre de la sphère qui unit les contacts 
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est la normale commune aux deux surfaces données; on sait donc le construire; ilreste alors k décrire 
sur ce diamètre la sphère cherchée. 

531. Problème IV. Trois cercles étant donnés sur la surface cTune sphère j construire un quatrième 
cercle tangent aux trois premiers. 

Solution généralb. — Nous savons que Ton peut toujours par deux cercles placés sur une même 
sphère conduire deux cônes (§ 174, S""). Si donc par Tun des cercles donnés et par chacun des deux 
autres on fait passer un cône, et si Ton conduit à ses cônes, qui ont une base commune, un plan 
tangent commun, il sera celui de l'un des cercles cherchés, et les contacts de ce plan avec les courbes 
données seront également les points de contact de ces mômes courbes avec la circonférence que l'on 
veut déterminer; on pourra donc, sans construire le plan tangent déterminer le cercle cherché par 
trois de ses points. 

ExicuTiuN DE l'apure. — Supposous le centre de la sphère en o^o' (fig. 340, pi. XXXV) et repré- 
sentons cette surface par ses contours apparents sur les deux plans de projection. 

Rien n'empêche d'amener l'un des cercles donnés cd^ dd' dans un plan de front. Pour déterminer 
commodément les deux autres nous donnerons les projections verticales a'&', u't/ de leurs cordes 
communes avec le grand cercle de front de la sphère, les inclinaisons des plans de ces deux cercles 
sur celui du môme grand cercle de front et le sens de ces inclinaisons. 

Il y a lieu de commencer le tracé par celui des projections des cercles donnés. 

Proiegtions du cercle relatif a la corde a'b', ab. — Menons par & la perpendiculaire oV à cette corde, 
le plan perpendiculaire au plan vertical conduit par o'e' est un plan de symétrie du cercle considéré, 
il en résulte que sur ce plan la projection du cercle se réduit à une droite, laquelle s'incline sur le 
plan de firent conduit par o^o' de Tangle plan du dièdre donné. — Prenons pour nouveau plan vertical de 
projection le plan de front du point OyO^ et pour la ligne de terre eV : les deux projections de la sphère 
se confondent alors avec le grand cercle figuré sur l'ancien plan vertical; la projection rectiligne du 
cercle cherché est une droite A'i/i partant de f et s'inclinant sur oV de l'angle donné, dans le sens 
correspondant à celui qui est assigné. 

Cette droite ^'lA'i fait connaître, dans sa véritable grandeur, le diamètre du cercle. Lorsqu'on relève 
la figure, pour l'amener sur sa position première, g'^ A'i se projettent en g\ h! ; le milieu u'i de g\h!i 
vient se projeter en J qui est le centre de la projection verticale du cercle, et le diamètre de front 
de ce cercle a pour projection verticale la parallèle à a'b* menée par ^', laquelle projection doit être 
limitée aux points fj' que l'on obtient en portant w't '=«»'/ =zu\g'^. 

Pour trouver la projection horizontale du cercle, on projette d'abord {g\y 9'), (A'i, h') sur l'ancien 
plan horizontal, ils viennent sur les lignes de rappel menées par g'^hl à des distances ggt, hkg du 
plan de front Fi conduit par 0, 0' égales à g'g'u hJh'i et placées : la première, en avant de Fi; l'autre 
en arrière du même plan. — En joignant les points h^g on obtient un diamètre de la projection con- 
sidérée, la ligne de rappel issue de tJ vient y déterminer le centre m de cette projection ; en conduisant 
ensuite parce point m une parallèle à Cligne de terre et en prenant ses rencontres t,y, avec les 
lignes de rappel des points t',/, on trouve la projection du diamètre du cercle perpendiculaire à UG^ 

Actuellement nous connaissons les deux axes g'h\ i'j' de la projection verticale, et les points a*^bf 
de cette courbe placés sur le contour apparent de la sphère en projection verticale; nous pouvons 
alors tracer l'ellipse Kj'gfi' et indiquer sa visibilité. 

Sur le plan horizontal nous connaissons les extrémités (A^y), (t,;') de deux diamètres conjugués * 
quant aux points sur le contour apparent, rien n'est plus aisé que de les déterminer directement. 
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mais, pour éviter de charger Tépure de nouvelles lignes, nous avons préféré construire les rencontres 
h/y V de la projection verticale du cercle et de celle sur le même plan du contour apparent horizontal 
de la sphère, et prendre ensuite les projections horizontales A, / correspondantes. On peut maintenant 
tracer la projection horizontale du cercle et indiquer la visibilité. 

Pour la circonférenoe dont uV est la projection verticale d'une corde, on a opéré pareillement; 
les constructions et les notations indiquées sur Tépure suffiront doiMî pour faire comprendre le tracé 
des projeetioas de cette ligne. 

CoifSTBucTiOK DU CERCLE TAR6ENT. — Déterminons le sommet de Tus des cônes que Ton peut 
mener par les cercles [hjgi^ h'j'g'i!)^ {éd. c'a') : en conduisant par les points c, d deux tangentes à Tel* 
lipse Af'gi comprenant entre elles cette ellipse on trouve, en leur croisement o-, la projection hori- 
zontale de ce sommet; d'autre part, le plan perpendiculaire au plan vertical conduit par oV est ub 
plan de symétrie du cOne cherché, il contient donc son sommet. 

Ce point se trouve par conséquent projeté verticalement à la rencontre ^ de la ligne de rappel 
menée par 9 et de la droite oV. 

Boor le second cône auxiliaire nous adopterons les cercles {hjgi^ à'fg't% (pnqm) {p'n'q^tn') et nous 
construirons, par le secours des tangentes communes extérieures, le sommet eri, 9/ de Fun des cônes 
qui enveloppent ces cercles. Cela fait, cherchons à déterminer les plans tangents communs aux deux 
cônes, ce qui est possible puisqu'ils ont une base commune {ihjg), {i'Vfg'). 

Pour la simplicité du tracé nous déterminerons un seul de ces plans tamgenits et cela à l'aide des 
trois contacts de ce plan sur les cercles donnés. 

Ces trois points de contact se construisent en traçant les projections 09i,9Vi' delà droitedes sommets, 
dont on détermine ensuite les rencontres {WfW') (u^i, u/i) {t^t> i^^'s) avec les plans des cercles donnés, 
et en menant enfin, par chacun de ces points, des tangentes aux courbes respectives, tangentes que 
Ton doit convenable ment placer eu égard à la position des sommets des cônes par rapport awi plaM 
des bases. La figure suffit pour vérifier les combinaisons de ces tangentes; on y voit que les contaels 
pour Tune des solutions du problème se font en (7, 7'), (yi, y\), (72, y\). Au point o& nous en sommes 
le problème peut se réduire à celui de la construction des projections du cercle qui passe par les 
trois contacts trouvés. ^ Pour exécuter ce tracé, unissons par des droites 7,/ aux points (71, 7^1) 
(799 vs) ^^ construisons rhorizon taie du plan de ces deux droites à la cote du centre de la sphère. 
— Sa projection verticale est la parallèle à la ligne de terre déjà menée par c/, parallèle qui ren* 
contre en a', a'i les droites 7y9, -/y^, les lignes de rappel menées par a', «1 déterminent en «, «1 les 
projections horizontales de deux points de Thorizontale cherchée, par suite, la droite de jonction 
des points a, «i est la projection horizontale de l'horizontale cherchée, ses rencontres ^, /Si avec le 
contour apparent de la sphère en projection de même nom sont à la projection horizontale du cercle 
tangent, et limitent la partie visible de cette projection. 

. Changeons de plans coordonnés comme nous l'avons fait pour déterminer les ellipses déjà tracées: 
soient pris pour plan horizontal celui du centre de la sphère et pour second plan de projection ie 
plan vertical conduit par la perpendiculaire 00| menée par o à la corde horizontale pfii; ooi estia 
nouvelle ligne de terre, «s est à lui-même sa propre projection et 7,7' se projette horizontalement en 
7 et verticalement en 73, sur une perpendiculaire à ooi, menée par 7, à une distance 747a de 00| égale 
à la différence de niveau des points 0', 7'. 

La projection verticale du cercle se fait alors sur la droite «1731 qu'on limite au grand cercle du 
contour apparent horizontal de la sphère, en iyii ; pour revenir à la position initiale on opère comme 
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pour les cercles donnés. — C'est ainsi que Ton a pu indiquer sur T^ure les axes i^s, fHfi9 de la 
projection horizontale, et, sur le phn vertical» en if^'^t f^^fP^sy deux diamètres conjugaés, 

SECOND TRACÉ DES FRMscTioMs Dc CBi€LK TAHOBUT. ^ Pour coDsiruirë los projections du cerclé, 
après que Ton a déterminé trois tangentes et leurs contacts par le procédé qui ?ient d'être indiqué» 
on peut employer le théorème de Pascal. 

Rappelons renoncé du théorème : 

Les côtés opposés d*un hexagone inscrit dans une conique se etmpent en trois poisUs iitués m*r tmew^hu 
di^te. 

Le problème géométrique que nous devons résoudre est le suifant : 

Construire une conique connaissant deux tangentes /o^s (ûg. ms), leurs points respectifs de contact A, B 
et un point C de la courbe. 

Nous connaissons en somme cinq points de la conique : deux, que nous désignerons par 1 et S, 
confondus en A, deux autres, désignés par 3 et ^, confondus en B et un point C, que nous désignerons 
par 5. — Ces cinq points déterminent la conique; proposons-^nous d'en construire d'autres points; 
tirons par G une divergente quelconque CD, et cherchons le second point de la courbe qu'elle con« 
tient : les cinq points donnés et le point inconnu forment un hexagone inscrit à la conique, appli- 
quons-lui le théorème de Pascal ; prenons le côté 12, c'est-à-dire la tangente ^i, laissons les deux 
côtés 2 3,3^ qui suivent et construisons la rencontre « de ti avec U5; prenons le côté 21, laissons 
ceux 3 4, 4 5 qui suivent et cherchons la rencontre p du côté 2S avec CD; traçons la drcùte «p, 
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c'est sur elle que ) 4 et le côté inconnu doivent se couper, prolongeons donc 9 4 jusqu'en 7, sur «^, 
osenons la droite y A et prenons sa rencontre M avec la divergente .CD; le point M ainsi trouvé, 
appartient à la conique, et, par ce procédé, en variant la position de la divergente choisie, on peut 
trouver autant de pointde la courbe que Ton veut. 
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Nombre de solutions. — Prenons, pour base commune des c6nes, l'une des courbes données; cette 
base forme avec la seconde courbe donnée deux cônes qu'il faut successivement associer aux deux 
cftnes que Ton obtient par la combinaison de la base commune avec le troisième cercle donné ; ce 
qui produit quatre groupes de deux cônes et comme chaque groupe donne deux solutions, le pro- 
blème en admet huit en général. 

532. Problème V. ^ On demande de représenter par ses projections le corps engendré par un triangle 
équilatéral tournant autour d^un de ses côtés. 

Nous supposerons que Ton donne simplement par ses projections le côté du triangle qui se 
trouve sur Taxe de rotation ; son milieu est le centre d'une sphère tangente aux deux cônes décrits 
par le triangle équilatéral dans sa rotation ; on détermine facilement le rayon de cette sphère et Ton 
trace ses contours apparents ; en menant ensuite par chaque projection des extrémités de la droite 
donnée des tangentes aux contours apparents correspondants de la ^hére, on a tes contours apparents 
sur les deux plans coordonnés du double cône qu'engendre le triangle équilatéral. 

Quant aux projections du cercle décrit par le sommet du triangle extérieur à Taxe, on les obtiendra 
très facilement à l'aide du tracé donné au paragraphe 136. 

533. Théorème I. — Par une courbe du second degré et trots points on peut conduire deux surfaces 
coniques du second degré et Fon n'en peut conduire que deux. Soient y la courbe du second degré 
(fig* y^o) et Ayh fi les points. 

Si les cônes existent, l'une de leurs génératrices passe par A, s'appuie sur^y et passe encore par l'un 
des sommets des cônes cherchés, elle est donc également génératrice d'un cône auxiliaire qui aurait 
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pour sommet A et pour base 7, il en résulte que les sommets cherchés doivent appartenir à ce dernier 
cône; ils doivent, pour le mèine motif, appartenir aux deux cônes de sommet B, C et de base y. 

Il faut donc, si les cônes remplissent les conditions imposées par l'énoncé existant, qu'ils aient 
leurs sommets à la rencontre des cônes auxiliaires. Or, les cônes de sommets A, B ont une première 
courbe plane commune 7 du second degré, ils s'entrecoupent doncsuivant une autre courbe « aussi 
du second degré; pareillement les cônes de sommets G, B ont pour intersection y et une courbe «i 
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encore du second degré; a et «i, qui se trouvent sur B, se coupent et se coupent seulement en deux ' 
points Si, Si; en sorte que si le problème est possible il n'offrira que deux solutions et les sommets 
seront soit en Si, soit en Ss. 

Or, il est manifeste que le cône de sommet Si ou S| et de base y a pour génératrices les droites S| 
A, Si B, S| C ou SiA, SiB, SjG et qu'il répond, en conséquence, aux conditions que Tenon cé impose; 
le problème est donc possible. ^ 

534. Problème VI. — Mener à un cône conduit par une courbe du second degré y, y' et trois points 
(a, a'), (i, A') (c, c') un plan tangent par l'un c.d des points donnés (fig. 341, pi. XXXIV). 

Pour la simplicité du tracé, nous avons pris le plan vertical de projection perpendiculaire à celui 
de la courbe donnée, celle-ci se projette alors verticalement suivant une droite y'. 

Coupons le cône par le plan des points donnés, la section est une conique dont ces points font 
partie et qui passe également par les deux rencontres de son plan avec 7, 7' ; construisons ces deux 
points d'intersection, dans ce but^ traçons les projections des droites {a'V^ab), {afc^, ac)^ la première 
de ces droites coupe le plan de la conique en t', t, la seconde le coupe en t'i, l'i ; la droite tVi est la 
corde commune aux projections horizontales des deux coniques ; elle donne donc, en ses rencontres 
c/,/*avec 7, deux points appartenant à la projection horizontale de la conique d'intersection du cône 
et du plan des points donnés. Cette projection horizontale se trouve alors déterminée par les cinq 
points a,&,c,é//, et la courbe correspondante de l'espace l'est à son tour par sa projection horizontale 
et par son plan, qui n'est autre que celui des points donnés. 

Le plan tangent au cône en c, c' contient la tangente en ce point à la conique que nous venons de 
déterminer; cherchons la projection horizontale de cette tangente; considérons l'hexagone acedfb, 
dont l'un des côtés ce a une longueur nulle et se dirige suivant la tangente que nous cherchons. Cet 
hexagone est inscrit à la projection horizontale de la conique auxiliaire ; en lui appliquant le théo* 
rème de Pascal (§531) nous trouvons, par la rencontre des côtés opposés ac^ df^ le point f*i déjà em* 
ployé ; par celle des côtés opposés cd^ ab^ le point «i, ce qui donne la droite des points de concours «it'i ; 
en prolongeant alors bf jusqu'à sa rencontre as avec aii'i, on a un point de la tangente cherchée, 
laquelle s'obtient enfin en unissant 03 à e. 

En ce qui concerne la projection verticale de la tangente, on prend l'intersection / des droites 
ate, df que l'on relève en t! sur la projection verticale y' de DF, et on unit par une droite les 
points c', t'. 

Nous connaissons ainsi une droite ct^ CV du plan tangent, il faut en trouver une autre ; on la déter- 
mine par la rencontre du plan tangent inconnu et de celui de la courbe y, rencontre qui doit être tan- 
gente à y, 7' et dont t, V est un point de passage; en conduisant par t deux tangentes ^mi, tm% à 7, on 
a les projections horizontales des tangentes cherchées, leurs projections verticales ^'m'i, t'm'i sont 
confondues sur /. 

Les deux couples de tangentes [tc^t'd) {tmiy t'm'i) et {tc^ t'd)^ {tntf, t'm'^) donnent les deux solutions 
du problème, solutions qui répondent aux deux cônes que Ton peut conduire par^la courbe y, y' et les 
trois points donnés (§ 533). 

535. Théorème II. — Par deux courbes du second degré qui se coupent en deux points^ on peut mener 
deux cânes^ et on n'en peut mener que deux. — Soient deux courbes de second degré y,yi (Og. mj) qui se 
coupent en deux points M,Mi; plaçons arbitrairement trois points A,B,C sur Tune d'elles yi et con- 
duisons deux cônes par y et par ABC; je dis que ces cônes contiendront yi : effectivement, qu'on les 
coupe par le plan des trois points A,B,C et on aura une conique passant, comme 71, par les cinq 
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points A.BtCfMiMi, laquelle n*est autre que 71 ; les deux cônes consiâérés passent donc par y^Yi et 
ce sont les seuls qui y passent, la proposition est donc démontrée. 

536* Problème VIL — Construire les sommets des deux cônes que ton peu! conduire par une parabole 
placée sur le plan horizontal j et par un cercle décrit sur une corde de la parabole comme diamètre, dans un 
plan incliné de i5'' sur rhorizm. — Soient p (fig. 34S, pi. XXXIT) la parabole doftnée et ab la corde qui 
sert de diamètre au cercle. — Les plans tangents en a, b doivent se couper suivant une droite pas- 
sant par les sommets cherchés, droite qui a pour trace horizontale la rencontre 9 des tangentes à la 
parabole menées par a^b et qui doit être parallële à la ligne de plus grailde pente du plan du cercle ; 
en effet, les tangentes en a et en & au cercle sont des lignes de plus grande pente de son plan, et, 
comme elles sont entièrement contenues dans les plans tangents aux cônes en a,}, elles sont paral- 
lèles .à leur intersection • 

Cette intersection est donc une droite inclinée de & sur l'horizon et projetée horizoïktalement 
suivant la perpendiculaire 6(f, menée de 0, à ab. 

Conduisons par cette droite et par le centre c du cercle un plan sécant, dont la trace horizontale 
est la droite de jonction des points 6, c. Ce plan détermine : sur la parabole le point ^ sur le plan du 
cercle un diamètre de ce cercle perpendiculaire à aby et sur le cercle lui-même les extrémités du dia- 
mètre perpendiculaire à ab. 

Les projections des extrémités de ce diamètre se trouvent en traçant d'abord la projection hori- 
zontale du diamètre, qui n'est autre qu'une perpendiculaire ch à ab, et en le rabattant autour de cette 
projection ; il vient alors sur une ligne EiEt que Ton obtient en menant par c une droite inclinée de 45^ 
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sur cky et en y portant^ de part et d'autre de c, les longueur cËi, cEt égales aux rayons du cercle. -« 
Lorsqu'on remet en place la figure, Ei, E9 se projettent horizontalement en Ciy «i, par suite les 
droites de rencontre des cônes et du plan sécant sont projetées horizontalement suivant Ctt, e%t et 
donnent; par leurs rencontres avec Gef, les projections horizontales Si,s^ des sommets des eônesL 

Quant aux projections verticales correspondantes, on les obtient simplement en se basant sur la 
valeur particulière de l'inclinaison de la droite des sommets sur le plan horizontal ; cette droite, en 
effet, js'incline de 45^ sur l'horizon ; par suite, la cote du point «g, comptée au-dessus du plan hori- 
zontal, si Ton admet par exemple que le pomt E^ se trouve placé au-dessous de ce même plan, 
est précisément égale à G52, et celle du second sommet, comptée au-dessous du plan horizontal, est, 
pour le même motif, égale à s^. On peut dong figurer les projections verticales <i, ^a des sommets. 

Nous avons indiqué également sur l'épure les contours apparents en projection du cône de sommet 
«s, s\ pour l'autre cône les contours apparents se dessineraient pareillement. 

537. Problème Vin. — Deux droites et un point sur chacune deUes éteint donnés, déterminer deux 
cylindres de révolution touchant les droites aux points donnés et tels : 

1** Qu'en ces points les plans tangents soient parallèles entre eux. 
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V Que ceiwêmn pâiiU offÊTiiemÊeni a wi^ 

1® Soient: D, D|,c,Ci (fig. mgjles droites et les points donnés; les plans taaipents en f,Cidefant 
ôlre parallèles^ et devant, en outre, contenir, l'un D, Tautre Di, s'obtiendront en conduisant par D et 
par Di des plans P, Pi respectivement parallèles à Di et à D. — Le milieu de la droite cci est, en 
conséquence» no poîat de l'axe du cjlindre et les projeciÂoos c», «i«it de ce^ svcheen des plans P, P. 
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ne sont autre chose que les géuératrices de ooatact; par suite, la ciiconjEêreace décrite, dans un 

plan perpendiculaire aux géuératrices' Cl», ^««M» sur vmi comme diamètre, sera la base du ejlindre* 

2^ Reprenons les données (fig. itiq). 

La droite qui va de c à C| doit dire une corde d'une section droite; par suite» le plan Q mené per- 
pendiculairement à cette corde, eu sou milieu e, doit passer par la droite de rencontre des plans tan- 
gents en c, cTi; or, les points d'intersection e, 6 du plan Q avec les droites D» D^ appartiennent à i'in- 




Fl«.«». 



tersectiou des plans laagents a^iFec Q, par suite en unissant ab on trouve la droite craunune i Q et 
aux plans tangente eoosidérés, laquelle doit être parallèle aux génératrices des deux cylindres. 
Du point menons une perpendiculaire sur ai, soit^ son pied; traçons les droites mc, «Ci; cci est 
t^erpendicnlaire i Q, a» est peipendiculaire à la droite ab du plan Q ; par suite, d'après le théorème 
des trois perpendiculaiieSy les droites m, Ci^ sont également perpendiculaires à ab. 
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Le plan du triangle ewCi est donc perpendiculaire à ab; d'ailleurs, Q est le lieu des points équidis- 
tants de cci, on a donc 

De celte égalité résulte la possibililé de tracer un cercle qui touche en c, Ci les droites Cta, Ci » et 
alors, en adoptant ce cercle pour base d'un cylindre dont on dirigera les génératrices suivant ai, on 
aura la solution du problème. 

L'exécution des épures ne peut, après ce qui vient d'être dit, offrir aucune difficulté et sera pour 
le lecteur un exercice utile. 

538. Problème IX. — Conduire, sans recourb^ aux sphères inscrites^ un plan tangent commun à deux 
cônes de révolution de même sommet, — Supposons que Ton ait rendu le plan des deux axes parallèle au 
plan vertical; soient^ dans cette position [fig. 343, pi. XXXIV), (w, sV), (.«j, s's'i) les projections des 
axes. Pour achever de détei'miner les cônes, nous donnerons encore leurs. angles générateurs etnous 
pourrons tracer les contours apparents en projection verticale de ces surfaces, lesquels s'obtiennent, 
pour le premier cône, par les droites sfg'iy s'g*^ placées de part et d'autre de sV et s'inclinant sur 
cette ligne de l'angle générateur correspondant; pour le second, par s'g'z, s'g\y qui s'inclinent, de 
part et d'autre de s'z'i^ du deuxième angle générateur donné. 

Coupons les deux cônes par une sphère de rayon arbitraire et dont le centre sera au sommet 
commun s^s'y le contour apparent vertical de la sphère est un cercle de centre ^ de rayon égal à 
celui de la sphère et les rencontres avec les cônes sont deux cercles projetés verticalement suivant 
les droites a'b' , c'd'. 

Ces deux cercles sont tracés sur la môme sphère, on peut donc les placer sur deux cônes (§174, 3*); 
les contours apparents verticaux de ces cônes sont, pour le premier, les droites b'd' ^ aV, qui se croi- 
sent en a\ ; pour le second dd\ b'c'^ qui se croisent en a's. — En sorte que les sommets des deux 
cônes se projettent en (a'i, ci), (^'a, o-i). 

Or, tout plan tangent commun aux cônes donnés contient des tangentes aux deux cercles projetés 
en a'b\ c'd' et touche, par conséquent, l'un des cônes auxiliaires. ' 

On en conclut que les points ((ri,<^i), (as, o-'s) appartiennent aux plans que nous cherchons; ces 
plans s'obtiendront donc en menant simplement par chacun des points (<ri, 9^), ((rs, 9'%) des plans 
tangents à l'un des cônes donnés. 

539. Problème X. — Construire ks projections de trois cônes de révolution égaux entre euXj ayant leurs 
axes dans l'angle 1 et se touchant deux à deux par des génératrices : connaissant leur hauteur commune 
A, sachant en outre que Vun ieux touche les deux plans de projection j et qu'un autre touche le plan 
horizontal suivant une génératrice de profil. 

Le sommet commun doit évidemment se trouver sur la ligne de terre ; plaçons-le en 5, s*, dans une 
position arbitraire sur cette ligne. — Considérons ensuite les deux cônes qui doivent toucher le plan 
horizontal, ils ont des projections horizontales égales, l'axe de l'un d'eux est la perpendiculaire szt 
à la ligne -de terre; il s'en suit que, en divisant l'angle droit z^sx en trois parties égales, on 
trouve la projection horizontale sg de leur génératrice de contact et la projection szi sur le même 
plan de l'axe du cône qui doit être tangent aux deux plans coordonnés. La projection verticale de cet 
axe est la droite s'zi symétrique de szi par rapport à la ligne de terre. 

Construction du cône tangent aux deux plans de projection. — Le contour apparent horizontal de 
ce cône est formé de la ligne de terre et de la droite sg^ celui de ce même cône sur le plan vertical 
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est symétrique par rapport à xy du premier, ii se compose donc de la droite xy et d'une seconde 
droite s!g'i symétrique de sg par rapport à ory. Il faut construire les projections de la base du cône 
tangent aux deux plans coordonnés. 

Construisons la projection du centre en portant sur Taxe szu ^'z'iy à partir du point s, sf^ la hauteur 
donnée h ; dans ce but amenons, par une rotation autour de la verticale du point «y ,' Taxe szi, s^z\ sur 
le plan vertical de projection; Tun quelconque de ses points m, m! vient en mi, m\ et Taxe prend la 
position <mi, sW|. En portant sur cette droite la hauteur h^ en iQ,\^ puis en ramenant û'^ sur sa 
position naturelle^ en «»'i»i, on a les centres des deux projections de la base. 

Le rabattement qui vient d'être exécuté peut aussi donner la grandeur du rayon du cercle de base; 
il suffit pour cela d'élever en û'i la perpendiculaire û'iAi à^'a'i, cette droite a'iAi est, dans sa véri* 
table grandeur, le rayon cherché. On peut considérer ski comme le rabattement sur le plan verti- 
cal, autour de la verticale du point 5, s', de la génératrice de contact du cône avec le plan horizontal; 
par suite, en décrivant du point s comme centre, avec ski pour rayon, un arc de cercle, on trouve au 
croisement oi de cet arc avec sz^ le point le plus bas du cercle de base. 

Alors, par raison de symétrie, on voit que ai est un sommet du petit axe de la projection horizon- 
tale de la base, et qu'en prenant fùia% égal à ei>iai le point a% est le second sommet de cet axe. 

En conduisant par ui une perpendiculaire au petit axe, on trouve le grand axe de l'ellipse, qu'on 
a limité en portant sur cet axe, de part et d'autre du point &>, la longueur du rayon û'iÂ|. 

Actuellement, les quatre sommets ai, a^, ^1, b^ de l'ellipse cherchée permettent de construire cette 
courbe. 

Rien n'est alors plus simple que de tracer la seconde projection de la base ; il suffit, en effet, de 
construire Tellipse, dont les sommets a'i, a'si l3'i> ^'9, sont symétriques des premieirs par rapport à xy. 
Le point de contact des deux ellipses avec la ligne de terre est immédiatement donné par la pro- 
jection sur Qcy des points ai, a'i, en d'autres termes ce point de contact est à la rencontre de xy avec 
la droite œ'iai. Les symétriques de ce contact a'i, par rapport aux deux centres ui, w'i, font 
connaître le point le plus bas c de la projection horizontale et celui C| qui est le plus haut sur 
l'autre projection. 

Construction du cône qui touche le plan horizontal par une droite de profil. — La droite sg est 
un axe de symétrie des projections horizontales des deux premiers cônes, ce qui permet de tracer 
immédiatement la projection horizontale du second cône. 

En ce qui concerne la projection verticale, on voit que le centre du cercle de base se projette ver- 
ticalement en J% sur le plan de profil du sommet et à la cote du point mi, »'i. On obtient facilement 
les sommets s', J du petit axe de Tellipse cherchée; quant à son grand axe, on en a la position en 
prolongeant l'horizontale JitJ^ et on le limite en ses rencontres i'3, b\ avec les lignes de rappel des 
sommets 63, b^ du grand axe de la projection horizontale; la seconde ellipse peut alors se tracer, 
c'est elle qui limite la projection verticale du cône sans qu'il y ait lieu de tracer le contour appa- 
rent, qui se réduit ici au point s' . 

Projections du troisième cône. — Ce cône doit être égal et tangent aux deux premiers ; par suite, 
son axe doit être projeté horizontalement sur 5^. — Pour trouver ses contours apparents, nous déter- 
minerons le centre d'une sphère qui le touchera par sa base. 

Le centre de cette sphère inscrite se peut obtenir par la rencontre de Taxe du troisième cône 
et de la normale commune au premier cône et à celui que nous cherchons, menée par le point 
commun aux bases de ces cônes. 
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Ch«rchous la projection horizontale de cette normale. Le long de la base dn premier cône, les 
normales concourent an môme point sur Faxe de ce cône; or, en «t, rfi, la normale est verticale ; donc, 
ai^a'i est le sommet du faisceau de ces normales. La normale commune a donc pour projection hori* 
zontale une droite issue de Oi, qui doit aboutir sur $g et se trouver divisée en deux parties égales en 
son second point de section avec Tellipse aibiUbJbt. 

Un premier lieu de la seconde extrémité de cette normale est «^ cberebons-eB im seeood : si Ton 
mène par ai des sécantes aboutissant à Tellipse êLibiO^b^ et qu'on les prolonge, an-dèlide lear second 
point de section, 'd'une quantité égale k elle-même, le lien des points ainsi formés devra contenir le 
point que nous cherchons; or^ ce lien est une courbe homolhétiqne k celle que nous transformons, 

le rapport de similitude est ^ ,et le centre d'homothétie se trouve en «i; il en faut conclure que cette 

courbe est une ellipse. 

Par le, on réduit le problème à celui de la rencontre d'une droite et d'une ellipse. 

On peut le résoudre sans tracer une nouvelle ellipse. Dans ce but, on imagine que cette ellipse est 
la projection d'un cercle situé dans le plan de base^ lequel a pour trace horizontale la perpendicu- 
laire P menée en ai, à la droite sai. Rabattons sur le plan horizontal ce cercle et la droite de son plan, 
qui se projetterait horizontalement en sg ; le cercle rabattu a son centre en ^s, sur ûiS^ à une distance 
de ai égale au diamètre bxb^ du cercle de base : en décrivant de Ct comme centre avec c%ai pour rayon, 
une circonférence, on a le rabattement du cercle; quanta la droite projetée en «;, sa rencontre 
u avec la charnière ne bouge pas, celle v avec une parallèle à la charnière menée par as, vient 
au croisement Vi de la perpendiculaire et de la parallèle à P, qui passent : l'une par v, Tautrc par 
le rabattement Cs du point projeté en a^. 

Traçons la droite uS^ et prenons sa rencontre Oi avec la circonférence rabattue; ce point Oi relevé 
se projette horizontalement en o, sur la perpendiculaire à P menée par Oi et sur sg. En unissant par une 
droite les points ai, o on trouve la projection horizontale de la normale commune, qui doit, si l'épure 
est exactement faite, être divisée en deux parties égales en son second point de section 71 avec l'el- 
lipse aiMa^s- Le point yi a pour projection verticale correspondante /i, et le point de Tespace yi, 
y'i n'est autre chose que le contact des deux bases. 

A cause de la symétrie, on trouve, par la rencontre de l'ellipse ajbzajb^ et de la perpendiculaire à 
$g menée par yi, le contact yi de cette ellipse et de la projection horizontale de la troisième base ; par 
le secours d'une ligne de rappel, on obtient 7%. 

L'épure doit oiTrir ces vériiicalions : 1"* que les points y't, yi doivent se trouver k la même distance 
de xyj et ^ que les trois points 0, 72, az doivent appartenir aune seule droite, divisée par^i en deux 

parties égales. 

Le point que l'on vient de construire est la projection horizontale du centre de la sphère qni 
touche le troisième cône par sa circonférence de base, cherchons-en la projection Tcrticale : dans le 
premier cône, le centre de la sphère qui le toucherait par la circonférence de sa base se projette 
en ai, o'i. Dans le second, la sphère analogue a son centre projeté en 03, a'3 : ce dernier point 0^3 se 
trouve à la rencontre de la ligne de rappel du point az et d'une parallèle à la ligne de terre menée 
para'i. Gela dit, on voit que la projection verticale du centre de la troisième sphère doit apparte- 
nir, à la fois, à la ligne de rappel du point 0, k la droite Jiy\ et à celle a!r/i\ ces trois droites doivent 
donc donner un seul point de concours o\ qui est celui que nous cherchions. 

Quant au rayon de la sphère, il est égal à celui de la sphère de centre ai, a*i, c*est-li-dire à tfif/i\ 
par suite, si l'on décrit, de 0' comme centre avec une ouverture de compas égale k «*|0*i, une circon- 
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férence^ et si da point ^ on lai eonduit des tangeales, on aura le contour apparent vertical du troi- 
sième cône. 

Reste à construire les projections de la base de ce cône; c'est toujours le problème de la construc* 
tion, des projections d'un cercle; on l'a résda en rabattant le plan projetant vertical de Taxe 
iOy f^o'y autour de so, sur le plan horizooial : s est fixe ; Oyo' vient en os, sur une perpendiculaire à la 
cfaarnière menée du point o et à une distance oo^ de cette ligne égale à la cote du point o, o'; le rabat- 
tement de Taxe s'obtient donc en traçant la droite 30t« 

Portons sur Taxe rabattu une longueur ^3 égale à la hauteur l'û't cL^ cônes et conduisons 
par Û3 une perpendiculaire AaFi^ à «o»3« égale an rayon du cercle de base; cette ligne est la projection 
sur le plan rabattu de la moitié de la circonférence de base. 

Lorsqu*on relève la figure, le centre do cercle vient se projeter horlxontalement en ws et verticale- 
ment en m's, sur la ligne de rappel menée par «#3 et à la côte «laûa; Fi se projette horizontalement 
en fi et verticalement en ff^ à une distance ^f'i de rhorizontaledu point m's égale à la différence ^Fi 
des cotes ta^Qz.Yi^t ; par symétrie on trouve A»/^9. Menons parle centre tta,» a l'horizontale du plan du 
cercle, prenons sur la projection horizontale de cette droite, de part et d'autre de «#3, des longueurs 
M3A1, wa^t toutes deux égales à Wibi, puis relevons par des lignes de rappel hiyh^ en h'i^h't^ sur la 
parallèle à xy menée par «'3. Nous lroi\verons ainsi : sur le plan horizontal deux sommets Ai, h% de 
la projection horizontale de la base du troisième cône, sur le plan vertical les extrémités d'un 
diamètre h\^ k\ de la projection verticale de la même base. 

En somme, nous connaissons les quatre sommets ^, /s, A^^A^dc la projection horizontale cherchée 
et les extrémités f\, f^y h\y A'2 de deux diamètres conjugués de l'autre projection; nous savons donc 
tracer les deux projections de la base. 

Plusieurs vérifications se présentent: il faut que les ellipses se touchent aux points yi, yi, y'i, y'^'» 
il faut encore que l'ellipse fih'tf'Ji't touche le contour apparent du cône dont elle est la projection 
de la base aux points de contact des projections de ce contour et de celui de la sphère inscrite (§395). 

540. Problème XL *— Trois^ cônes ont leurs sommets en ligne droite, l'un d'eux est quelconque et les 
deux autres ont pour directrices deux seciions pUmes du premier ; on demande de mener à ces deux derniers 
etmes un plan tangeixC comantn. 

Si l'on conduit par la droite des sommets un plan tangent au premier cône, il coupera les plans 
de base des deux autres suivant des tangentes à ces bases, et comme ces tangentes et les som- 
mets respectifs sont dans le plan tangent considéré, on voit que ce plan est tangent aux trois cônes. 

On peut déduire de là le théorème qui suit: 

541. Théorème IIL — Lorsque les sommets de trois surfaces coniques du second degré sont en ligne 
droite, et que tune de ces surface est rencontrée par les deux autres suivant des courbes planes^ ces deux-ci 
s'entre^coupent suivant deux courbes également planes» 

Effectivement» les deux dernières surfaces ont deux plans tangents communs en deux points 
communs^ leur intersection est donc, d'après le théorème de Monge, un système de deux coni ques. 

542. Définition. — Projections stéréographiqaes. — On nomme projection stéréographique d'une 
figure sphérique la perspective de tette figure lorsque le point de vue est un point quelconque de la surface 
de la sphère et que le tableau est le plan diamétral de la sphère perpendiculaire au rayon qui aboutit au 
point de vue choisi. 

543. Théorème I¥. — La projection stéréographique d'un cercle placé «wr tme sphère est un cercle dont 
le centre est la projection du sommet du cane qui touche la sphère par le cercle projeté. 
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Soient (fig. mio) : » le centre de la sphère, C le cercle tracé sar cette surface, S le sommet du c6ue 
circonscrit à la sphère suivant C^ o le centre de projection, P le plan diamétral perpendiculaire au 
rayon uo. 

Imaginons une sphère auxiliaire qui aurait pour centre S et pour rayon la longueur d'une généra- 
trice Sa du cône circonscrit; cette sphère coupe orthogonalement celle du centre w. Transformons 
la figure par rayons vecteurs réciproques en prenant pour pAle d'inversion o et pour puissance 
deux fois le carré du rayon de la sphère : le point diamétralement opposé à o vient en •», et la sphère 
donnée se transforme en un plan perpendiculaire au rayon om, mené par «*, c'est le plan diamétral P. 
La sphère auxiliaire a pour transformée une autre sphèi^ dont le centre se trouve sur So ; en outre, 
comme les angles que formaient les surfaces aux divers points de leur commune intersection doivent 
se conserver, on voit que la transformée de la sphère auxiliaire devra couper P orthogonalement, elle 
aura donc son centre sur P ; par suite, il est à la rencontre £ de P et de oS. Or, la rencontre de P et 
de la sphère auxiliaire transformée détermine la projection stéréographique de C; par conséquent, 
cette projection est bien un cercle dont le centre est la projection s de S. La partie du théorème 
quia pour objet la détermination du centre de la projection est due à M. Chastes. 
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544. Problème XIL — A deux cônes, déterminés par un sommet commun placé à la surface d*une 
sphère donnée, et par deux baseSy qui sont les sections de la même sphère par deux plans donnés, mener un 
plan tangent commun, • 

Pour la simplicité de Tépure nous admettrons que le sommet du cône est le point culminant <,^ 
de la sphère {fig. 345^ pl.XXXVJ), et nous adopterons (Pi, Fi), (P^, P%) pour les plans de base. 

Les projections stéréographiques des bases sur le plan diamétral horizontal sont circulaires, et| 
comme ce plan diamétral est parallèle au plan horizontal de projection, les bases des cônes sur ce 
dernier plan sont des cercles que nous allons construire. 

Cherchons les contours apparents des cônes circonscrits à la sphère suivant les deux bases données. 
Sur le plan vertical les projections de ces bases, le contour apparent de la sphère et celui des cônes 
circonscrits doivent se toucher en deux points, que nous allons construire en cherchant les points 
des bases, placés sur le contour apparent vertical de la sphère. Coupons par un plan de front F 
conduit par le centre o^o' de cette surface, nous trouvons sur la sphère le cercle du contour apparent 
vertical, sur le plan P, P' une ligne de front A|A|, h'iVi^ et sur l'autre plan Ps, P's la droite de front 
h,h,,h\k,. 

Par les rencontres du cercle et des droites de front, on obtient, en o'i, b\, a's, ('9, les points 
de contact des contours apparents verticaux de la sphère et de ses deux cônes circonscrits. 
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Les p61es /'i, ^'s des cordes a'ii'i, a'%b\^ par rapport au cercle figuré sur le plan vertical /sont les 
projections verticales des sommets des cAnes circonscrits; d'autre part^ ces sommets sont dans les 
plans verticaux respectivement perpendiculaires aux plans de base et conduits par le centre de la 
sphère; Ws ont donc leurs projections horizontales à la fois situées sur les lignes de rappel correspon- 
dantes et sur la perpendiculaire menée de o à Pi ou à Pg. Nous connaissons ainsi les projections 
orthogonales (^i, ^i'), (^s, V) des sommets des cônes circonscrits. £n plaçant le centre de projection 
en Sj 5^, projetons ces sommets coniquement sur le plan horizontal; ils donnent les points Oi, o^. 

Projetons de même coniquement les points du plan de front F, dont les projections verticales 
orthogonales sont a'i, ^'s; ils donnent «i, jS^. 

Nous connaissons alors les centres Oi, 9s des circonférences cherchées et un point de passage de 

■ 

chacune d'elles en <zi, |3|, nous pouvons donc les tracer. Xi'une de leurs tangentes communes Q est 
la trace horizontale de Tun des plans tangents cherchés; ce plan est déterminé par la droite Q et le 
points, «\ 

545. Problème XIII. — Deux cônes de révolution étant donnés par leurs axes {z^ z') (si, z'i) {fig, 346, 
pi. XXXVI), par leurs sommets («, V) (/, f) et por leurs angles générateurs^ on propose de construire: 
i*" les contours apparents des deux surfaces; 2^ leurs plans tangents parallèles. 

Les contours apparents se déterminent par le secours de sphères inscrites, comme on Ta déjà ex» 
pliqué au paragraphe 471; nous supposerons le tracé de ces contours effectué, et, pour simpliûer les 
constructions ultérieures, nous admettrons que le^phères employées aient des rayons égaux. Don« 
nons-nous donc les contours apparents (7, y') (yi, y'i) de ces sphères, et ceux des cônes correspon- 
dants, pour nous occuper uniquement de la seconde partie du problème. 

PRBMiiRB SOLUTION. — Le long des parallèles de contact des cônes et des sphères inscrites, les 
normales aux cônes constituent deux autres surfaces coniques de sommets (0, 0') (oi, o'i); on peut 
substituer à la recherche qui nous occupe celle des génératrices parallèles de ces cônes normaux. 
Pour les trouver, déplaçons, par exemple, la sphère (yi, y\) et son cône circonscrit, sans changer 
l'orientation de la figure mobile et de' manière que les sphères inscrites se superposent. En construis 
sant des tangentes aux cercles 7, 7', respectivement parallèles aux droites des contours apparents du 
cône dont le sommet est en /, t\ on trouve les contours apparents du cône déplacé et son sommet 
ff', a. Les cônes normaux ont alors même sommet 0, 0' et le problème se réduit à trouver leurs 
génératrices communes, ou bien les points d'intersection des cercles par lesquels les cônes dont les 
sommets sont («, s'), (0-, 9') touchent la sphère 7, y'. Pour construire la rencontre de ces cercles, 
prenons leurs projections stéréographiques, en plaçant le centre de projection au point le plus 
baso, c' de la sphère y, y', ou plutôt construisons les projections centrales des cercles sur le plan 
horizontal, en plaçant toujours le centre de projection au point 0, &. Ces projections sont évidemment 
circulaires comme les projections stéréographiques. 

Cherchons leurs centres par le procédé de M. Chaslbs: tirons à cet effet les projetantes coniques 
(cV, os) {iffT^ 09) et déterminons leur traces horizontales M|, ui, qui sont les centres cherchés. Après 
quoi, en prenant les projections centrales des points qui, situés dans le plan de front dont F est la 
trace horizontale, se projettent verticalement en a', 6^, nous trouvons, en «, j3, un point de passage 
de chacune des circonférences cherchées. Traçons ces circonférences et prenons leurs rencontres 
{^9 *?') (?i>?'i)» ces points sont les projections centrales de ceux que Ton cherche. — Pour les relever, 
traçons les projections orthogonales (70, ^V) (^lO, (f\d) des projetantes centrales, lesquelles, en 
leurs rencontres avec la sphère, pourraient donner les points demandés. On les obtient plus simple- 
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meDt en observant i*" qu'ils soDt à la reacontre des courbes de contact des cônes circonscrits des 
sommets («,«') ((t,(/), et 2o que toutes les courbes de contact obtenues en faisant glisser les sommets 
(«• s'), (<r, 9) sur la droite sa, s^a concourent aux points cherchés. Plaçons le sonmiet aux points de 
rencontre 01, c'i de la droite 05, oV et du plan de front dont F est la trace horizontale; la projection 
verticale de la courbe de contact est alors rectiligne et se place sur la polaire pfq' du point </i par 
rapport à y'; donc à la rencontre fi, fi de cette polaire et des droites ^V^ /i<^' on a les projections 
vertic^s4es pieds 4es normales; des lignes de rappel font connaître les projections horizontales 
A fi. aorrespoadaates. 

Opérons seulement sur le point /*, /> : la normale correspondante se projette en df, of; en menant 
par </|, Oi des droites o^f^y Oif^y parallèles et égales à o'fy ofy on trouve les projections de la normale 
parallèle. Reste à conduire des plans par (/^ f) {f^^ f^) respectivement perpendicoiaîres à ces nor- 
males. Quant aux génératrices de contact, l'une d'elles est {s'f, sf), l'autre s'obtient en menant 
les droites vf vf et en leur conduisant des parallèles par t^ /', qui doivent, si l'épure est exactement 
faite, passer par (/«, fi). 

546. Deuxième solution. — On peut conduire, après avoir déplacé l'un des c6nes comme il a été 
dit plus haut, par la droite «V» S(t deux plans tangents à la sphère 7, y' et leur mener ensuite par t, f 
des plans parallèles. Po^r exécuter ce tracé, construisons Tune des courbes à projections droite et 
circulaire du cône circoascrit à y, y' dont le sommet est «i, cU; cette courbe se projette en* y,V^, 
son plan rencontre en t, t' la droite des sommets et les tangentes à cette courbe menées par t, ï' 
déterminent, avec la drmte des sommets, les plans taagents communs aux cônes de sommets (a, 0^), 
(«, 5'); le problème s'achève alors très aisément. Indiquons une vérification : Si Ton trace, par 
exemple, la tangente y, t '/' et la droite de contact j(Titfvi, celle*ci devra passer par l'extrémité f, f 
de la normale of^ df. 

547. Problème XIV. — Construire un plan équidistant de quatre sphères données, — On conduit im 
plan twQgent à trois d'entre elles; puis un plan équidistant de pelui-K^i et de la quatrième sphère. Le 
problème admet en général 64 solutions. 

548 .Problème XT. — A deux cônes, ayant pour sommet commun Pun des foyers des méridiens d^un 
ettipsoide de révolution allongé^ et pour bases deux sections planes de l'ellipsoïde ^ mener un plan tangent 
commun. — On démontrera que les deux cônes sont de révolution et 00 leur conduira des pians 
tangents communs par le procédé du paragraphe 362. 

549. Problème XVI. — On circonscrit à un ellipsoïde de révolution dont l'axe est vertical un cylindre 
parallèle à une direction donnée, et on propose de mener à ce cylindre un plan tangent par un point 
extérieur à sa surface. 

Pour résoudre la question, on conduit par le point donné une parallèle aux génératrioes du cylindre 
et on mène par cette droite un plan tangent à Tellipsolde. 

550. Problème XVII. — On circonscrit à une surface de révolution dont Vioxe eât vertical un cylindre 
parallèle à une direction donnée, et on propose de mener à ce cylindre un pkn 4angef(tt qui s'incline 
d'un angle donné sur F horizon. 

On circonscrit à la surface de révolution un cône dont les génératrices foqt avec Tborizon l'angle 
donné et Ton conduit, parallèlement à la direction des génératrices du cylindre, des plans tangents 
à ce cône. 

551. Problème XVIII. --1- Par un point pris ^ une surface de révolution, dont Taxe isteur la ligne de 
terre y lui mener un plan tangent. 
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Soient ia, y! {fig* 347, pi. XXXVII) le contour apparent de la surface sût les deux plans de projection 
et m' la projection verticale du point donné. Il faut d*abord déterminer la seconde projection du 
point M; à cet effet; coupons la surface par un plan de profil Q, Q' conduit par'M, la rencontre est au 
cerole de centre o et de rayon oa', lequel, ^rabattu autour de Q' sur le plan vertical^ sert à déter- 
miner le rabattement Mi du point M; en relevant Mi on trouve la projeetion horizontale m. Pour 
conduire un plan tangeht à la surfooe par m, m% déterminons les traces v^, h de la tangente au paral- 
lèle, et observons que la taïq^entei /, menée par a', donne le sommet a du cône des tangentes aux 
méridiens le long du panaUèle considéré^ que ce point est au plan tangent cherché et qu'il est le 
concours des traces de ce plitii ; il en râsolte que le» droites unissant a aux points v^, h sont les 
traces P', P du plan tangent- cherché.* 

552* Problème ZIZ. — Employer le tracé du paragraphe 439 à la détermination du plan tangent en 
un point d^vne surfhce de rétolutioné 

Soient (/ï^. 348, pL XXXVIII) : i, z' l'axe; y la projection verticale d'une génératrice de front; 
a'A', tA les projections d'un parallèle et m^^m le point de la surface. Opérons comme pour chercher 
sur le parallèle donné le point de contaet du plan tangent parallèle à la trace verticale inconnue de 
ce plan, mais en renversant Tordre des constructions, afin de partir du point m' pour arriver 
à connaître la direction de cette trace verticale. Par a', tirons une tangente o^f à |ea', menons lui du 
point m' une parallèle mV> unissons le point de rencontre » de cette parallèle et de z' au point a'; 
la droite Va' ainsi obtenue doH être parallèle à la trace verticale du plan tangent cherché. 

Alors, pour construire les traces de ce plan, prenons la trace v' de la tangente mti, mH\ au parallèle, 
menons par t/ la parallèle P' à «»V et par Tintersection a de cette droite avec xy conduisons une 
parallèle P à m^i ; PaP sont les traces du plan tangent qu'il fallait construire. 

553. Problème ZX. — Un ellipsoïde aplati et de révolution étant donnée par son axe de rotation z, z', 
que Von suppose placé de front^ et par son ellipse méridienne principale E, E'; circonscrire é cette surface 
un cylindre de front dont la trace horizontale soit circulaire (fig. 3W, pi. XXXVIII). 

Les traces horizontales des cylindres circonscrits de front sont des ellipses dont un axe est de 
longueur constante et égale à âVi. Pour que les deux axes soient égaux, menons par o' une parallèle 
à 0^, portons-y &b^s=o'a' et conduisons de b' une tangente à E', laquelle donne la direction des 
projections verticales des génératrices du cylindre. La trace horizontale du cylindre circonscrit est un 
cercle G dont le rayon égale o^a' et qu'on met en place facilement. 

554. Problème ZZI. — Une sphère opaque de rayon R est posée sur le plan horizontal et touche en 
même temps le plan vertical de projection. Elle est éclairée par un point luminetix situé à une distance 2R 
au-dessus du plan horizontal^ et tellement placée que Pombre portée sur le plan horizontal rencontre la 
ligne de terre en un point donné A et sous un angle donné a. • 

On demande : 

'i^ De tracer r ombre portée par la sphère sur le plan horizontal de projection. 

2* De trouver la position du point lumineux; 

3° De tracer Vomhre portée par la sphère sur le plan vertical de projection; 

4* De construire les projections de V ombre propre de la sphère {fig. 350, pi. XXXVII). 

Contours apparents de la sPBiRs. — La sphère est tangente aux deux plans de projection^ par 
suite, la cote et Féloignement du centre o, o/ égalent R^ et les cercles tangents à la ligne de terre 
décrits de o et de (/ comme centre sont les contours apparents de cette surface. 

Ombre portée sur le plan horizontal de projection. -^ Le point A appartient à la courbe d'ombre de 



260 . TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

la sphère sur le plan horizontal et en menant par ce point une droite t inclinée de « sur xy, on obtient 
la tangente à cette courbe au point A. D'autre part^ les projections coniques des points le plus bas et 
le plus haut de la sphère, faites sur le plan horizontal, en plaçant le centre de projection sur le point 
lumineux, sont: Tune au point le plus bas lui-même; l'autre à Tinfini^ attendu que le centre de 
projection a même cote 2R que le point le plus haut. 

La courbe d'ombre de la sphère sur le plan horizontal est donc une parabole déterminée par son 
foyer F, une de ses tangentes / et le point de contact A de cette tangente. Construisons les éléments 
de cette parabole^ et d'abord l'axe. Pour ce but, menons le rayon vecteur FA et tirons par A une 
droite Au qui forme avec FA un angle bissecté par A^ cette droite est la direction de l'axe de la 
parabole; la parallèle Fz menée par F à la droite ku donne l'axe de cette courbe. Un point de passage 
de la tangente au sommet s'obtient en projetant F en p sur A^ et la tangente au sommet elle-même 
n'est autre que la perpendiculaire menée par p sur Fz; en son pied <t on a le sommet; la directrice 
dd^ s'en déduit immédiatement. Nous pouvons actuellement tracer la parabole. 

DÉTERMINATION DU POINT LUMINEUX. — Une scction faite par le plan vertical contenant «F donne : sur 
la sphère un grand cercle, sur le cône lumineux deux rayons, dont l'un est tangent à ce grand cercle 
et passe par o; ce rayon lumineux est donc facile à déterminer, en y plaçant un point au-dessus du 
plan horizontal à la cote 2R, on aura le flambeau. 

Pour exécuter la construction qui vient d'être indiquée, rabattons le plan sécant vertical conduit 
par aF sur le plan horizontal mené par le centre de la sphère et autour du diamètre de cette surface 
parallèle à cF : le point F vient en Fi, sur une perpendiculaire menée par F à la droite' aF et à une 
distance de celle-ci égale au rayon de la sphère; l'axe oz se place sur une parallèle FiZi à Fa menée 
par Fi ; la rencontre de FiZi et d'une perpendiculaire à oz menée par a donne le rabattement Zi de ce 
dernier point. 

Le rabattement du rayon lumineux cherché est alors la seconde tangente menée par S4, au grand 
cercle figuré sur le plan horizontal, et, en y plaçant un point Si à la dislance 2R de F|Z|, on obtient 
le rabattement Si du point lumineux. Pour le relever on conduit par Si une perpendiculaire à la pro- 
jection de la charnière, laquelle donne par son pied s la projection horizontale du point lumineux; 
la projection verticale s' se place alors à la distance 2R de xy sur une ligne de rappel menée par s. 

Ombre portée par la spuias sur le plan vertical de projection. — En plaçant le centre de projection 
en s, 8\ projetons sur le plan vertical les points de la sphère : le plus voisin et le plus éloigné de ce 
plan; le premier 9' est à lui-même sa propre projection; l'autre, projeté orthogonal ement en i, 0', 
se projetterait couiquement au point de rencontre f'i de la droite sy et de la verticale <frf\t niais il 
se trouve en dehors de notre épure. La courbe cherchée est donc une ellipse dont un foyer est en f 
et dont le second foyers f\ est extérieur à l'épure. 

Cherchons les sommets de Taxe focal de cette ellipse; pour ce but, coupons la sphère et le cAne 
lumineux par le plan perpendiculaire au plan vertical de projection conduit par s'^' ; nous aurons 
sur la sphère un grand cercle; sur le cône deux génératrices tangentes à ce grand cercle et dont les 
traces verticales seront les sommets cherchés. 

Le tracé se peut exécuter par un rabattement du plan sécant, sur un plan de front conduit par le 
centre de la sphère. Le grand cercle se confond avec celui déjà figuré sur le plan vertical ; s^^ vient 
en Si, sur une perpendiculaire élevée du point sf à «V et égale à la différence des éloignements des 
points (0, (Z) (5, «0 ; l'intersection du plan sécant et du plan vertical de projection se rabat sur la 
tangente 661 mené au grand cercle de centre 0' parallèlement k «y. 
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. Conduisons par S'g des tangentes au grand cercle rabattu et prenons leurs rencontres avec 0$^, 
lesquelles sont les rabattements des sommets cherchés, Tune de ces rencontres est W| et se relève 
en W. S'il arrive, comme ici, que l'autre tangente aille couper BQ^ en un point trop éloigné et que le 
point f's soit aussi à Textérieur de la feuille de dessin, on se bornera à construire par le rabattement 
le sommet W, et, pour achever de déterminer l'ellipse, on en construira le centre <.>' en cherchant la 
rencontre de ^Vi avec une verticale équidistante des droites ^ 'i^s, ^'o. On conduira perpendiculairement 
à rVi» 1^ P^lil ^^^ d^ Tellipse. Alors il s'agira de limiter ce petit axe, ce que l'on fera très simplement, 
en décrivant de 9 comme centre avec un rayon égal au demi-grand axe W»', un arc de cercle, lequel 
en ses points de section B, Bi avec le petit axe donne les sommets de cet axe. La connaissance des 
sommets B, Bi, W de l'ellipse permet de la tracer; si l'épure est exactement faite cetle courbe et 
la parabole précédemment tracée devront se coUper sur la ligne de terre. 

Projection de l'ombee propre. — Commençons par la projection horizontale. Sur le rabattement 
du plan vertical conduit par o<r on peut facilement tracer la polaire piÇi du point Si par rapport au 
grand cercle rabattu avec S, laquelle polaire n'est autre que la projection sur le plan rabattu du 
cercle de contact du cône et de la sphère ; en remettant la figure en place, les points /7i, 91 se pro- 
jettent en 0, q et ces derniers sont les sommets du petit axe de l'ellipse cherché. Le grand axe 
s'obtient, comme nous l'avons déjà expliqué, en portant, sur une perpendiculaire au petit axe menée 
par le centre /ia, de part et d'autre de ce centre, deux longueurs |ut«, fx^i égales à la moitié de pi çi. 
Nous connaissons les quatre sommets F, 9, ^,«^| de Tellipse; pour pouvoir la tracer en indiquant 
les parties cachées, il suffit de construire les points de cette courbe placés sur le contour apparent de 
la sphère en projection horizontale. Le plan du cercle d'ombre coupe celui de ce contour apparent 
dans Tespace suivant une corde dont la projection horizontale est la perpendiculaire à os, menée 
par la rencontre de cetle ligne avec piÇi. Je dis que cette corde est déjà tracée et qu'elle n'est autre 
que lio; effectivement piÇi étant la polaire de Si, en désignant par x la distance du point o au point 
de rencontre des droites os, pi^i, on a 



(i) 



X = —; 

0^ 



d'autre part, l'angle ZioSi est droit et le triangle de môme nom nous donne 



(2) 

en comparant (1) et (2) on a 



or, 



^***'"Si9l ""Si/ii— 08' 



x = liqi\ 



2t?i =I^¥i=o<f; 



par suite la propriété se trouve démontrée. 

Après celte explication on peut dire que les rencontres de 1?. corde I|<r avec le contour appa- 
rent en projection horizontale de la sphère déterminent les points cherchés. La projection verticale 
de la courbe d'ombre a été obtenue pareillement. 

Des hachures recouvrent sur notre épure les parties qui, sur la sphère et sur les plans de pro- 
jection, sont comprises dans l'ombre. 

555. Problème XXIL — Faire en sorte qu'une conique donnée engendre, en tournant autour d'un 
axe, une surface du second degré , et construire le méridien de la surface. 
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Pour que la surface soit du second degré, il faut que sa section par le plan de la conique généra- 
trice soit également du second degré ; on en conclut que cette section doit être la conique généra-^ 
trice elle-môme. Le plan méridien perpendiculaire à ce plan sécant doit donc diviser symétriquement 
la courbe de section, ou, ce qui revient au même, la projection de taxe de rotation sur le plan éfo là 
génératrice doit tomber sur l'un des axes de celle-ei. 




Fio. ni. 



Démontrons que cette condition est suffisante. Soient : z Taxe de rotation (Bg. yi^), ox Tintersec- 
tion du plan de la génératrice avec celui du méridien perpendiculaire à ce plan; y la conique géné- 
ratrice, oy une perpendiculaire au plan zox menée par Tintersection des axe&oz, ox^ La droite ox est 
un axe de 7, en conséquence l'équation de cette courbe peut s'écrire : 



(1) 



y^ = ax^ -j- *^ "h ^• 



Coupons la surface qu'engendre y par le plan méridien zox. Un point de la section se peut obtenir 
en menant une ordonnée MP de y, puis de P une perpendiculaire PR sur oz^ en joignant le point M 
au point R et en rabattant RM en Rf^; le point fA sera à la courbe cherchée. 

D'après ce tracé, en conduisant par 0, dans le plan zox, la perpendiculaire oyi à oz et en rapportant 
le méridien aux axes xoy iy on aura 

RM = R(ib = yi -|~ ^ sin a. 

D'autre part, en désignant par « l'angle de l'axe de rotation avec le plan de la courbe, on 
trouve 

y» = MP' = RM' — RP' = (yi + a? sin«)« - x^ sin'a ; 

en remplaçant y^ par sa valeur dans (1) on obtient enfin 

yi* + 2aryisina = ax^ + te -f <r, 

qui est l'équation de la courbe méridienne; cette courbe est donc bien du second degré. 

Des considérations qui précèdent découle le théorème qui suit : 

Pour qu'une conique engendre par sa rotation autour d'un axe une surface du second ordre, il foui et il 
suffit que la projection de F axe de rotation sur le plan de la conique soit un axe de celle-ci. 

Cela dit» adoptons un axe de rotation vertical z^z' (Jig. 351, pi. XXXYU) et amenons la conique, 
qui sera, par exemple, une ellipse, dans une position telle que son plan soit perpendiculaire au plan 
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vertical; l'un des axesoai, ddi^ de cette ellipse ^ra par suite dans le plan méridien principal» el la 
génératrice se projettera anirant abaji^i, a'cii. 

556. Construction d'un point quelconque du méridien. — Soit pris un point m, m! sur la géné- 
ratrice, les projections du parallèle qu'il décrit sont lui cercle de centre z dont m eat un point de 
passage et une parallèle à la ligne de lerre menée par m'. Prenons la trace horizontale F du plan du 
méridien de front et les rencontres {mu «n'i) (mt, m'^) de ce méridien et du parallèle, ces deux points 
sont sur le méridien principal cherché. 

Après avoir déterminé ainsi un nombre suffisant de points, on a pu tracer les arcs a\m\af, 
flc'im'ta' qui constituent la projection verticale du méridien cherché; il faut conclure de là que Tellipse 
n'engendre qu'une portion de surface du second degré, laquelle est ici comprise entre les parallèles 
dont les projections verticales aont en o/ot\ a'tc'i. 

557. Points parasites du méridien. — Le rayon zm du parallèle servant à la détermination d'un 
point quelconque de l'arc utile du méridien est l'hypotbéouse d'un triangle rectangle dont les c6tés 
de l'angle droit sont l'abscisse zp du point m de la courbe donjuée, et son ordonnée mp correspon- 
dante, on à donc la relation 

zm = zp -f- mp ; 

relation qui donne des points utiles de la courbe pour toute valeur de l'abscisse comprise entre 
M, Ml. En dehors de ces limites, l'ordonnée mp devient imaginaire, et ses valeurs peuvent être re- 
présentées par celles des ordpnnées d'une hyperbole H dont les sommets de Taxe transverse se trou- 
vent en a, ai et ceux de l'autre axe en (, b^. Cette courbe H servira comme l'ellipse, à la conditio^ 

toutefois que ses ordonnées soient multipliées par V — 1 ; on d'autres termes, à un point p de 
l'hyperbole correspeod un point du méiddien placé sur le cercle dont le rayon R est donné par la 
relation 

IJ* t=z Xi» *-* (iw • 

lien résulte le tracé suivant : sur ^ comme .diamètre, décrivons une demi-circonférence; de» 
OQnune œnice avec m^ pour rayon traçons un arc de cercle que nous arrêterons en son point de 
renoontre |ii avec Jaidemirrcivconfirence.; après quoi, en décrivant le cercle de centre z et passant 
par fil, on a ia projection horizontale d'un parallèle, dont la projection verticale correspondante se 
traoe en relevant fA en /„ ^nr Qfafi^ et en tirant de ^'. une parallèle à la ligne de terre. 

Dès lors ^|iie Ton a construit les projections du parallèle, on prend cûmplement ses rencontres 
(fiS) f^'s)» (fA3> H^'z) avec le plan de front, et l'on a les poiAts^ch^rchés. 

558. Nature pb m siireacb. '**- lies pac^lèles dont le rs^yon es,t nul sont ceux qui proviennent 
des paiate de: l'hyperbole. dont les <)eux coordonnés sont égales entre .^Ues; deux de ces points ont 
été obteima en oonchiisant par z deux lignes inclinées à iS^'iSur F et en prenant leurs rencontres c,d 
ajree la partie appérienr^de l'hyperbole H^ le, point c se projette verticalement en c' et donne le 
parallèle a^^z de rayoQvnnl ; pareiUeoiwt 4 se relève en d' et fait connaître le second parallèle s'i, z 
dottt le rayon^est nut Le trdfCé qui vient d'.ètre es^écuté détermine les sommets s'^s'i de lalcourbe 
méridienne; il montre en outre qu'à tout point compris entre ceid sur H, correspond un paral- 
lèle imaginaire compris entre les sopioietsi dn méridien; ce .qifi fait voir que Ja surface est un 
hyperboloïde de révolution à deux nappes. 

Le principe sur lequel ,peut se baser la discussion complète duproblème vient d'être établi; par 
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son secours le lecteur déterminera facilement la nature des surfaces qu'engendrent une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole, lorsqu'on fait varier la position de ces courbes par rapport à l'axe de 
rotation. 

559. Problème XXIII. — On donne {fig. 352, pi. XXXVIIt) : une ellipse a'b\ ambn, à pryectiùM 
droite et circulaire; un point $, s' et deux droites de front ^ dont Vune cdj dd' a pour projection horizontale 
un diamètre prolongé du cercle ambn et pour projection verticale une parallèle à a'bf^ dont l'autre y gfy g'f\ 
a sa projecdon verticale perpendiculaire à dd\ 

On demande : 

i^ De mener un plan par fg^ fg' qui touche la surface de révolution qu'engendre t ellipse donnée pendant 
sa rotation complète autour de Vaxe ed, dd\ 

2* De construire un plan tangent commun à cette surface de révolution et au cône ayant pour base 
Fellipse donnée et s, s! pour sommet. 

3' De représente!* par ses projections la surface de révolution engendrée par t ellipse donné(. 

lo Plan tangent mené far fg^ f'g'. — La surface de révolution est du second degré (§ 555) ; 
pour lui mener un plan tangent par fg^ fg^ reuiplaçons-la par le cylindre circonscrit parallèlement à 
cette droite. Nous prendrons pour base de ce cylindre sa courbe de contact avec la surface de révo- 
lution, laquelle se détermine très aisément; en effet, son plan se confond avec le plan diamétral 
conjugué à la direction fg^ fg\ plan qui n'est autre que celui du méridien perpendiculaire à cette 
direction ; d'après cela, le plan de base est parallèle à celui de l'ellipse donnée. On sait, d'autre part, 
que les sections d'une surface du second ordre par des plans parallèles sont homothéliques et ont des 
projections bomothétiques ; on voit par là que la base du cylindre circonscrit est aussi une courbe 
à projections droite et circulaire. 

Nous déterminerons des points de.cette courbe en prenant les rencontres des parallèles décrits par 
(a, a') (6, V) avec le plan conduit par c'cP, perpendiculairement au plan vertical; ces parallèles ont 
pour centres (w, u% (wi, w'i), et les points de rencontre se projettent verticalement en »', m'i, horizon- 
talement en oi, at, jSi, |3i sur les perpendiculaires à cd menées par m, mi, de part et d'autre de ces 
points, et à des distances de chacun d'eux égales à w'a'. En conduisant un cercle par les points «i, as, 
jSs, |3i on a la projection horizontale de la base du cylindre; sa projection verticale se fait sur c'd's On 
termine maintenant facilement le tracé en prenant la rencontre k!^ k du plan de base et de la droite 
fg'y fg et en conduisant de ce point des tangentes à la base, lesquelles ont pour projections hori- 
zontales les tangentes ti, /«, menées du point k au cercle qui vient d'être tracé, et pour projections 
verticales les droites /'i, t'f confondues avec &d\ Les deux plans tangents sont déterminés par les 
couples de droites {fg, fg% (^, Vi) et (fg, fg*), (t^, t'^). 

i"" Plan tangent comicun au gAnb bt a la surface de RÊvoLuxiONé — Le plan tangent commun 
devra toucher la surface par un point de Tellipse génératrice; nous allons remplacer cette sur£ace de 
révolution par un cône circonscrit qui la raccordera le long de cette ellipse donnée. Une section 
méridienne ictifja%, fj' est connue, menons lui par le point aiy »' une tangente et prenons sa ren- 
contre 0, o' avec l'axe cd, cfd. Les tangentes aux méridiens menées par les divers points du parai- 
lèle cià\, ii«iai«t rencontrent toutes cd,'&d' au même point; en conséquence, la droite o'a' n'est autre 
que la tangente à la projection verticale du méridien de front, et, par suite de la symétrie, la tan- 
gente en V au môme méridien s'obtient en menant la droite qui va de b' au point de croisement a! 
des droites o'a\ u'aw'e; le point 9* correspond à « en projection horizontale. 

Imaginons un cône de sommet a, 9' et circonscrit à l'ellipsoïde; la courbe de contact de ces sur- 
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faces a pour projection verticale la droite a'6' ; la courbe elie-mâme se confond donc avec la géné- 
ratrice donnée a'b\ ambn. 

Le problème se réduit alors à conduire par 8y ^ des plans tangents au cône circonscrit. On tire la 
droite o-'s', as^ on en prend sa rencontre u', u avec le plan de base, et on conduit par ce point deux 
tangentes (di^Q'i), (02) d'i) à celte base; en adjoignant à chacune d'elles la droite as^f/^ on a deux 
couples de droites qui déterminent les deux plans tangents communs. 

560. 3^ Projection de la surface. — Nous connaissons les projections droite et circulaire Vj\ 
iaiie^ comprenant deux arcs utiles et deux arcs parasites d'un méridien complet; la surface de 
révolution est donc un ellipsoïde que l'on peut engendrer par la rotation de ce méridien autoyr de 
cd, c'd^, il est facile d'en construire les contours apparents en projection. 

Sur le plan vertical, le contour s'obtient en imprimant une rotation de QO* au méridien généra- 
teur; les points t, i' eijyf ne bougent pas» et ceux projetés primitivement en {^'i, W3) (0)^3, 614) vien- 
nent se projeter verticalement en eo'g, u'o, sur une perpendiculaire à cfd\ de part et d^autre du point 
ctf'2, et à des distances de celui-ci égales toutes deux àws (»3. Les sommets i^J\ «'s, w'^ de la projection 
verticale du méridien principal permettent de tracer le contour apparent vertical de la surface, et ce 
sont les parallèles projetés verticalement sur a'a\, b^b^i qui limitent les arcs utiles ^iVei', aliJ^b'i de 
ce méridien. 

En ce qui concerne le contour apparent horizontal, étant pris le diamètre q^p' conjugué aux cor- 
des verticales de l'ellipse ia! j'a\j on a la projection verticale de ce contour; par suite, la projection 
horizontale correspondante est une ellipse dont l'un des axes est uau^, dont Tautre axe s'obtient par 
la projection horizontale pq du diamètre p^q* et qui se peut alors facilement tracer. U faut séparer 
sur cette ellipse les arcs utiles de ceux qui ne sont que le prolongement du contour cherché : nous 
obtiendrons les projections verticales des points de partage par les rencontres v, tc^ des droites 
aVi, VVi^ avec p^q\ puis les projections horizontales correspondantes Vi^ V], Wiy w^. . 

La projection horizontale de la surface engendrée par a'b\ ambn se complète au moyen de celles 
sur le môme plan de projection des cercles décrits par (a, a') (6, 6'), lesquelles ont été obtenues 
à Taide de leurs axes. 

561. Problème XXIV. — Un tore^ dont l'axe z, z' est vertical, étant donnée on prend un point Sy s' sur 
une perpendiculaire au plan vertical menée par le centre de cette surface^ et on demande de construire 
les projections de la courbe de contact du tore et du cane circonscrit don^ le sommet est en ce point 
(fig. 353, pi. XXXVIII). 

Construction d'un point quelconque de la courbe de contact. — Nous emploierons la méthode 
des enveloppées cylindriques. Soit pris un cercle méridien projeté horizontalement en cd; substituons 
à la surface de révolution le cylindre droit qui la touche par ce cercle, et menons à ce cylindre des 
plans tangents par SySf; leurs traces sur le plan dé base doivent passer par le pied de la perpendi- 
culaire menée à ce plan di^ point <, 5'. Il importe, afin de réduire les tracés ultérieurs analogues, de 
construire le lieu des projections horizontales des pieds de ces perpendiculaires, qui n'est rien 
autre chose que le cercle décrit sur sz conune diamètre. Le pied de la perpendiculaire relative 
au plan de base qui a sa trace horizontale en cd est à la rencontre e de ce lieu et de la droite cd\ 
c'est de ce point qu'il faut mener des tangentes à la base, tangentes que l'on obtient en rabattant 
le cercle méridien projeté sur cd autour du diamètre cd, sur le plan horizontal conduit par le 
centre du tore ; le rabattement du méridien est la circonférence décrite sur cd comme diamètre, le point 
projeté en e reste fixe et les tangentes se rabattent sur celles eMi, eMs menées par e, au cercle rabattu. 
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En remettant la figare en place, les points M^ Mi se projettent horizontalement en m, et vertica- 
lement en rriiy m'^, sur la ligne de rappel du point m, de part et d'autre de Thorizontale menée par 
t', et à une distance de cette ligne égale à mMi* On peut tracer ainsi autant de points de la courbe 
qu'on le veut. 

Points parasites de la projection horizontale. — Sur les rencontres du lieu qui vient d'être tracé 
avec le collier et Téquateur, on trouve les points pi, Çi, ;«, />2 qui se relèvent en />'|, ^i, gf%f p't» et 
forment^ en projection horizontale, par suite de la symétrie de la Ûgure, des points de rebrous- 
sement. La partie utile de la projection horizontale de la courbe de contact s'arrête donc à ces points 
de rebroussement, mais la courbe géométrique ainsi formée peut être continuée; c'est ce pro- 
longement qui reçoit, on le sait, le nom d'arc parasite. Les traces horizontales des méridiens sur 
lesquels on trouve des points utiles sont comprises dans l'intérieur des espaces angulaires pizp^^ jfisji. 
Ayant pris la projection horizontale fg d'un méridien en dehors des limites qui viennent d'être indi- 
quées, cherchons le point parasite que ce môme méridien contient. Par le tracé du point utile m, on 
voit que ce point est le pôle relatif au cercle cMidUfi, de la perpendiculaire se à la droite cd; on en 
conclut que si l'on prend la rencontre k de fg avec le lieu des projections horizontales des pieds des 
perpendiculaires^ et que Ton construise le pôle n de la droite sk, par rapport à la circonférence de 
diamètre fg, le point n, ainsi trouvé^ sera à la partie parasite de la projection horizontale de 
la courbe de contact. 

ASYMPTOTE DE l'arc PARASITE. — Eu plaçant Ic poiut A: de façon à rejeter à l'infini le pôle corres- 
pondanty on trouve les directions asymptotiques de l'arc parasite. Il suffit pour cela de faire en sorte 
que k tombe au centre du méridien mobile. Le lieu des projections horizontales des centres étant 
tracé, on a trouvé, par ses rencontres UyV, avec celui des projections des pieds des perpendiculaires, 
deux points de passage des méridiens qui contiennent les points parasites & l'infini : ces méridiens 
sont donc zu, zv. 

Reste à déterminer les asymptotes. On peut le faire en cherchant la limite deja distance nt du point 
parasite n à la direction asymptotique zti. Soient : o le centre du cercle décrit sur fg comme 
diamètre; Rie rayon zo; r celui du cercle générateur du tore; d la distance zs^ « l'angle uzs, et u 
celui uzk. Nous avons évidemment 

fi^ = Z7I siuù» =(R -f- on) sin »; 
or^ d'autre part^ puisque n en est le pôle de $k, on a encore 

ok.on= r*, 



ou 



,,2 

on-= — • 
ok' 



en remplaçant on par sa valeur dans celle de nt, nous trouvons 
A son tour, le triangle rectangle skz donne 

z4=:rfcOS(a— w), 

on en déduit 

oA:=dcos(a — w) — H. 
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En remplaçant ok par sa valeur dana celle de n/, il vient 



nt=(R-A ^ -Vi 

\ rfCOS(a— w) — H/ 



sin». 



Quand » tend vers zéro, R sine» tend vers la môme limite; nous avons donc à chercher la valeur 
limite de Texpression 

\dcos (a — w) — H/ 

afin de lever l'indétermination qui résulte de l'introduction de l'hypothèse m -=o dans la fraction con- 
sidérée, remplaçons-la par le rapport des dérivés de ses termes; nous aurons à chercher la valeur 
de la limite de 

COStù 



r» 



(^sin(a — «)' 

9 



r' 



en introduisant l'hypothèse « ^o, la fraction se réduit à -p — . 

Or l'épure donne 

' dsma'=su; 

par conséquent la distance de l'asymptote à la direction asymptotique est ^ . 

Il en faut conclure que si l'on décrit le rabattement du méridien limite de centre u, et que l'on 
prenne la polaire vw du point s par rapport à ce méridien, cette polaire sera l'une des asymptotes 
cherchées. La seconde asymptote peut se tracer par symétrie. 

Tangente en 2 a l'arc parasite. — Étant pris la polaire /uipi de z par rapport à l'un des cercles 
méridiens rabattus^ si l'on amène successivement, par une rotation autour de z, fit en yi^ et en ^3, 
sur le lieu zp%spi des pieds des perpendiculaires, et que Ton tire Zfta, z/ia, ces droites seront les 
projections des méridiens pour lesquels l'arc parasite passe au point z, elles seront aussi des sécantes, 
issues de z, dont deux points de section se confondent avec z, c'est-à-dire les tangentes cherchées. 

Point du méridien de profil. — Ces points (a, a'), (a, a\), (ô, é'), (é, b\) ont été construits par la 
méthode générale, comme on le voit sur la figure. 

562. Problème XXV. — Par un point dorniéy mener une droite doublement tangente à un tore, — Les 
constructions que nous allons indiquer^ pour résoudre le présent problème et celui du paragraphe 
suivant^ sont dues à MM. Janin et Hannheim ('). 

Nous supposerons le tore donné par ses projections sur deux plans respectivement parallèles et 
perpendiculaires à son axe; puis, à l'aide d'une rotation autour de cet axe, nous placerons le point 
donné dans le plan de front conduit par ce même axe. 

Prenons pour plan de la figure celui du méridien de front et soient : y Taxe de la surface (fig. n%) ; 
S le point donné; Mi, Ms» le méridien principal du tore, et r le rayon des cercles de ce 
méridien. 

Le problème étant supposé résolu, si Ton imprime à la bilangente cherchée une rotation autour 



(^) Bulleltn de la Société philomatiquey t. U, p. 5i. 
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de Taxe de la surface, elle engendrera un hyperboloïde de révolution à une nappe qui touchera le 
tore par les parallèles que décrivent les contacts de cette droite. Il suit de là que la section de l'hy- 
perboloïde par le plan de la figure sera une hyperbole dont S est un point de passage, dont oy est 
Taxe non transverse, et qui doit être doublement tangent à Mi et à Ms- 




j? 



FiG* nt. 

Nous allons construire les contacts de l'hyperbole et du cercle Mi. Étant pris la droite OiO% des 
centres des méridiens Mi, M2 pour axe des x, et Taxe de rotation pour axe des y/ en désignant par a 
Tabscisse de Oi, Téquation du cercle M s'écrit 

(1) (x— «)« + y«— r« = c = o. 

D'autre part : 1* la corde commune à l'hyperbole et au cercle Mi est perpendiculaire à l'axe ox, 
^ Thyperbole est rapportée à ses axes; ceci résulte immédiatement du théorème de géométrie qui 
suit: 

Les bissectrices de tout système de deux cordes communes à un cercle et à une conique^ sont parallèles 
aux axes de la conique. 

Puisque la corde commune est parallèle à Taxe des y son équation est 

(2) X — / = 0; 
par conséquent, celle de l'hyperbole sera 

c — \(x — lY = o, 

ou 

{x — «)> + yî — r2 — > (ar - /)*= 0, 

Cette dernière, attendu que le centre de l'hyperbole est à l'origine, doit ôtre privée des termes du 
premier degré, on devra donc avoir 

— 2« + 2X/ = 0, 
d'où l'on déduit 

En remplaçant \ par sa valeur dans Inéquation de la conique bitangente, on trouve 

(3) le ^m{x — 1)^ = 0. 

Soientp et q les coordonnées du point S et Ci, la puissance de ce point par rapporta Mi, en exprimant 
que le point S est à l'hyperbole, on a 

lc^ — oL(p — tf=o; 
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Nous allons en déduire la valeur de /; à cet effet, ordonnons par rapport à cette lettre, ce qui 
donne 

aP — (iap + Ci) /+ a/)2 = o; 

on a par suite 
ou encore 



2a 

Or, Cl + Aap est la puissance du point S par rapporta M2; en désignant par di cette puissance, 
on aura 

2a 

D*autre part, les coordonnés des points de contact doivent vérifier (1), elles doivent donc aussi 
vérifier l'équation 

qui résulte de (1), et comme il faut qu'elles vérifient (2), les contacts devront appartenir à la courbe 
représentée par l'équation 

(x + aj^ + y* — ^* — 4a/ = o; 

En remplaçant dans cette dernière, / par sa valeur, on trouve 



{x + «) ' + y* — r* — ioLp — 2^1 4: 2 v^ic^ == 0, 
ou 

(x + a/ 4- y» _ r* - c'i — Cl =p 2 V^ = 

ou encore 

(4) (X + a)» + y« - r» - {\W± yjc.y = 

Ce qui prouve que les points de contact cherchés sont à la rencontre de deux cercles dont l'un est 
Mi, et dont le second, représenté par Téquation (4), a pour centre 03 et pour rayon l'hypoténuse 

d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit sont r et ^Ci' ±: V^or ^c^^c^ sont les lon- 
gueurs des tangentes menées du point S aux circonférences MiMi, on en déduit le tracé suivant : 

Par S on conduit les tangentes SA, SB, qui touchent Mi en A, Mt en B; du point S comme centre 
avec SA pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe SB en deux points D, Di : le point Di 
correspond à un cercle rencontrant Mi eh des points imaginaires ; pour ce motif, ce point et le 
cercle qui en résulteraient n'ont pas été indiqués sur la figure. On trace alors un cercle concentrique 
à Mi et dont D est un point de passage, par les rencontres Gi, G3 de cette circonférence avec le 
cercle Mi on a les contacts de Mi et de l'hyperbole ; les parallèles des points cherchés en résultent, 
et le problème se réduit alors à prendre les rencontres des cônes dont S est un sommet commun 
et qui ont pour bases respectives les deux parallèles trouvés. On peut arriver plus simplement à la 
construction précédente en considérant l'hyperbole comme lieu des points dont la différence des 
distances aux circonférences Mi, Mi est constante et égale à SB — SA; ces distances étant mesurées 
suivant les tangentes aux deux circonférences considérées* 

563. Problème XXVI. — Mener à un tore^ dans une direction donnée, des droites doublememt tan- 
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gentes. — En ce qui concerne le tore, conservons (fig. na) les notations et la figure du précédent 
problème; quanta la droite, supposons qu'on l'ait transportée parallèlement à elle-même, afin de 
la faire passer par le centre o de la surface et qu'on l'ait amenée, par une rotation autour de y 
dans le plan de front de la figure, en d. L'hyperboloïde auxiliaire précédemment décrit a pour, 
méridien principal une hyperbole bitangente au cercle Mi, qui a d pour l'une de ces asymptotes 
et y pour axe non transverse. Cherchons ses contacts avec Mi. 
Reprenons, à cet effet, l'équation (3) du précédent paragraphe . 

le — a{x — /)' = 0, 

exprimons que l'hyperbole qu'elle représente a pour asymptote la droite d; en désignant par ^ l'an- 
gle de cette droite avec ox^ nous aurons : 



ou 



/ 



^+^9'^ 



— = aCOS'S. 



La construction de la droite des contacts se fait alors bien simplement. Effectivement, si l'on 
projette Oj en p, sur J, on a 

Op :r= aCOSjS, 

et on projetant encore p en pi, sur ox^ on trouve : 

opi = opcosjS = aC0S'/3. 

Ce qui prouve que la perpendiculaire ppi n'est autre chose que la corde qui détermine les contacts 
c^^ Cf. Les projections verticales des parallèles de contact sont alors Ctyi, Ctvs. Pour trouver la parai- 




Fig. ns. 



lèle à la droite donnée rencontrant ces parallèles de la surface, concevons qu'on ait effectué les pro- 
jections cylindriques de ces cercles dans la direction donnée et sur le pian du collier ; ces deux 
projections auraient évidemment pour corde commune la perpendiculaire au plan vertical mené 
par o; on en conclut que d est la projection verticale de la droite cherchée. 

Alors rien n'est plus simple que de construire les projections horizontales correspondantes; car il 
suffit de déterminer les projections horizontales des points de la surface du tore projetés verticale- 
ment en mUy rn\ et de joindre ces projections horizontales par des droites parallèles à la h'gne 
de terre. 
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• 

564. Problème XXVII. — Construire les points doubles de la trace horizontale cTun cône ou d'un 
cylindre circonscrit au tore* 

Il suffit de mener par le sommet du côney ou dans la direction des génératrices du cylindre^ des 
droites doublement tangentes au tore, et de prendre leurs traces horizontales. 

565. Problème XXVIII. — Connaissant le rayon de tune des enveloppées sphériques d'un hyperbolmde 
de révolution à une nappe ^ construire les projections de cette enveloppée. 

Afin de simplifier Tépure, nous prendrons pour axe de l'hyperboloïde une verticale Zy z\ et nous 
donnerons Tune ^,9' des génératrices principales de cette surface (fig. 354, pi. XXXIX). 

La projection horizontale de l'enveloppée sphérique est immédiatement obtenue en décrivant de 
z comme centre un cercle de rayon égal à celui de la sphère donnée. 

Quanta sa projection verticale, nous l'obtiendrons à l'aide de la projection sur le plan de même 
nom d'une section faite sur l'enveloppée par un plan de front conduit par g^ g' y laquelle est un cer- 
cle dont le diamètre égale la corde a 6 et qui doit être tangente à g^. Le centre de ce cercle, qui 
n'est autre que celui du contour apparent cherché, est donc placé sur z', à une distance de g' égale 
à la moitié de ab\ on trouve facilement les deux points o'i, &^ qui répondent à ces conditions géo- 
métriques. En décrivant deux circonférences ayant pour centre o'i, 0^2, et de rayon égal à celui de 
Tenveloppée, on obtient enfin les contours apparents sur le plan vertical de deux sphères répondant 
aux conditions du problème. 

566. Problème XXIX. — Trois directrices rectilignes d'un hyperboloîde à une nappe étant données, 
construire le centre de cette surface. 

On peut construire sur les trois droites données Un parallélipipède ; les plans des arêtes opposées 
de ce polyèdre contenant deux génératrices parallèles sont des plans asymptotiques de l'hyperbo- 
loïde et se croisent au centre de la surface. Le centre du parallélipipède se confond donc avec celui 
de l'hyperboloïde. 

Pour simplifier les constructions supposons que l'on a rendu l'une des directrices diy cPi (fig. 355, 
pi. XXXIX) perpendiculaire au plan horizontal; soient (^9, d'i), (dzy d'^ les deux autres directrices. 

La perpendiculaire au plan horizontal qui passe par le croisement b des droites 6fs, dz, rencontre 
les trois droites données, c'est donc une génératrice de la surface. Le plan qu'elle détermine avec 
du d'i touche la surface à l'infini, c'est un plan asymptotique, il passe donc par le centre cherché; 
en outre ce centre doit se trouver à égale distance des deux génératrices parallèles qne l'on vient 
d'employer, il sera donc sur la perpendiculaire 0, aV au plan horizontal mené par le milieu de dfi. 

Pour construire un second lieu du centre, cherchons une parallèle à d%t d'^ et qui s'appuie sur 
{diy d'i)y {dzy d'z). La projection horizontale ^ de cette droite est la parallèle à dt menée par cfi; la 
rencontre e des droites ^f, dz se relève en e' et la parallèle ^2 à d't, menée par ^, donne la projection 
vrticale de la droite cherchée. Une parallèle aux droites d's, ^2, équidistante de ces deux droites, 
détermine le second lieu de la projection verticale du point cherché, lequel, par sa rencontre 0' 
avec a'd^ donne enfin la projection verticale du centre; les deux projections de ce point sont 
donc 0, 0'. 

567. Problème XXX. — Conduire par une droite parallèle à l'une des génératrices rectilignes d'un 
hyperboloîde de révolution à une nappe, un plan tangent à cette surface. 

Soient : z, z' l'axe de la surface (fig. 356, pi. XXXIX) 9, g' l'une de ses génératrices rectilignes, et 
dy d' la parallèle à g, g' par laquelle on veut conduire un plan tangent à la surface. 
Il faut chercher la rencontre de d, d' avec l'hyperboloïde; coupons, à cet effet, ia surface donnée 
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par le plan des droites {d, d!) {g^ g'), lequel a pour trace horizontale la droite de jonction P des traces 
6^ h des droites qui le déterminent. Après avoir tracé la projection horizontale du collier et la trace, 
sur ce même plan de projection^ de l'hyperboloïde, on prend le second point de rencontre hi de cette 
dernière avec P, et on conduit de ce point la tangente çt au collier, laquelle représente la projection 
horizontale d'une génératrice d'un mode de génération diflTérent de celui de g^ g'; alors on connaît 
les projections horizontales g^ g des génératrices qui constituent la rencontre du plan auxiliaire et 
de rhyperbolo!de. Il en résulte que d^ d^ perce la surface donnée en un premier point placé à l'inflni 
sur cette droite et en un second dont la projection horizontale a se trouve sur d et sur g^ Conduisons 
par a les projections horizontales des génératrices qui se croisent en A : l'une d'elles, déjà tracée, 
est^i; l'autre s'obtient en menant la seconde tangente au collier issue de a, la trace horizontale de 
la génératrice qui se projette sur cette dernière droite est en ti. 

Les deux génératrices menées par le point à l'infini sur d^ cF sont projetées horizontalement : l'une 
en g, l'autre sur la tangente au collier g^, menée dans la direction g. 

Il faut combiner avec l'une des génératrices issues de A, celle du système différent issue du point 
à l'infini sur d, d'. On trouve ainsi les plans qui ont pour traces horizontales : l'un, la droite P, 
l'autre, la droite Pi qui unit t, ti. Les deux -solutions sont donc données par les plans que déter- 
minent ces traces P, P| et la droite J, d'. 

Si répure est exactement faite, la droite Pi doit passer par ; et cette vérification, en employant 
la méthode de transmutation des figures, peut conduire à un théorème de géométrie plane. 

568. Problème XXXI. — On donne vn ellipsoïde à trois axes inégaux ayant Vun de ses plans prin- 
cipaux parallèle au plan vertical^ et on demande de construire : 

1" Les projections d*un point de la surface et le plan tangent qui y passe. 

2* Les projections de la courbe de contact d'un cône ou Hua cylindre circonscrit à l'ellipsoïde. 

S"* Les plans tangents parallèles à un plan donné. 

Soient : (a'â'4, aai), (b'b'iy bbi) {c\ cci) les projections des axes de l'ellipsoïde (fig. 357, 
pi. XXXIX)- 

i^ Adoptons pour base d'un cylindre vertical le cercle décrit sur CC| comme diamètre, ce cylindre 
et l'ellipsoïde se toucheront en deux points communs (c,c') (Ci,c'), il s'ensuit^ d'après le théorème de 
' M0N6E, que l'intersection de ces surfaces est un système de deux coniques passant par les points de 
contact des surfaces considérées, et comme la droite de jonction de ces contacts est la perpen- 
diculaire au plan vertical mené par c'y les deux coniques devront se projeter verticalement suivant 
deux droites se coupant en c^ D'autre part, les rencontres cf , /', g'^ h' des contours apparents en 
projection verticale de Tellipsoïde et du cylindre font partie de la projection verticale de l'inter- 
section, on en conclut que celle-ci est formée de deux courbes {dcgcif â!g% {dcgCi, h'f) à pro- 
jections droite et circulaire. 

Gela fait, en plaçant, dans une position arbitraire, la projection verticale m' d'un point de la sur- 
face, cherchons-en la seconde projection. Les sections de l'ellipsoïde par des plans parallèles sont 
homolhétiques; conduisons donc par m! deux droites q'p\ s'u' respectivement parallèles à A'/', êg' 
et coupons la surface par deux plans perpendiculaires au plan vertical conduits par ces droites; les 
projections horizontales des sections seront des cercles ayant pour diamètres les droites pq, w^ 
obtenues par les rencontres de ab avec les lignes de rappel des points p'y q\ ti', y. En traçant ces 
cercles, on trouve, par leurs croisements iiti, m%, les projections horizontales des deux points de l'el- 
iipsolde qui correspondent à fn\ 
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Pour conduire par mi, wl un plan tangent à rellipsoïde, on mène les tangentes (^i, ^'i) (/j, ^'2) en ce 
point aux cercles qui s'y croisent, lesquelles déterminent le plan cherché. 

2o La courbe de contact du cône ou du cylindre circonscrit s'obtiendra en construisant des sections 
à projections droite et circulaire, et en circonscrivant des cônes le long de ces lignes; puis, en me- 
nant des plans tangents aux cônes par le poiut donné, ou parallèles à la droite donnée. 

3^ On peut, en augmentant dans le rapport de yb\ à cCi {fig. 357^ pi. XXXIX) les ordonnées 
comptées à partir du plan de front principal et perpendiculairement à ce plan^ transformer l'ellipsoïde 
donné en ellipsoïde de révolution; après avoir fait subir la môme transformation au plan donnée on 
retombera sur un problème connu. 

569. Problème XXXII. — Construire les projections de deux hyperboMdes de révolution à une tiappCy 
égaux entre euxj dont les axes sont donnés et telsj que^ par des points placés sur des parallèles égaux y ces 
hyperboloîdes se touchent. ^ 

Soient z, zi les axes donnés {fig. nC). En un point commun aux deux colliers les surfaces hyper* 
boloïdes doivent se toucher, il faut donc qu*elles aient en ce point une normale commune; or, la 
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normale en un point du collier est perpendiculaire à Taxe de rotation de la surface, il en résulte que 
la normale commune n'est autre chose que la plus courte distance ooi des axes donnés. Les colliers 
doivent avoir des rayons égaux, c'est donc au milieu a de la plus courte distance que tombe le point 
de croisement des colliers. Les génératrices des surfaces qui passent en ce point doivent être dans 
le plan tangent commun, c'est-à-dire dans le plan P mené, parallèlement à z et à Z|, par a. En outre 
ces génératrices doivent former avec les axes z, Z| des angles égaux. Cherchons donc les droites du 
plan P, qui, partant de a, s'inclinent également sur les axes; elles devront s'incliner également sur 
les parallèles ;:, u à zi,Zi ou, ce qui est la môme chose, ces génératrices seront confondues avec Tune 
des deux bissectrices G|, Os de l'angle laU* 

Reste à faire voir : 

1* Qu*un point quelconque M de G^ par exemple, engendre desj^allèles égaux; 

â"" Que les deux surfaces sont tangentes en M et par suite que les hyperbokndes engendrés par la rotation 
de Gi autour des deux axes z, zi se raccordent le long de G|. 

1* Le point M engendre des parallèles égaux: en eifet, sa distance au plan du collier dont est le 
GtOMÉT. Discfiinms. I. * 95 
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centre D'est autre que la projection de aM ^ur Ç; pareillement la projection de aM sur ^i donne la 
distance du point M au plan du second collier, et comme ces projections sont évidemment égales, 
le point M appartient bien à deux parallèles égaux des deux surfaces hyperbololdes. 

2» Les surfaces se touchent en M; en effet, les normales en ce point aux hyperboloïdcs sont per- 
pendiculaires à 61; conséquemment leurs projections sur P se confondent et tombent sur la perpen- 
diculaire 8y, menée par M, à Gi; d'autre part ^, Xi sont les projections des axes z, Zi sur P, par suite, 
en menant par «, 7 des parallèles à ooi on trouve les points S, R qui sont les rencontres des normales 
avec les axes; tout se réduit actuellement à établir que les trois points 8, M, R sont en ligne droite. 
Ceci résulte de l'égalité des triangles rectangles SM$, RMy qui entraîne celle des angles de même nom. 

Exécution de l'bpure. — Pour la simplicité du tracé, nous avons placé {fig. 358, pi. XXXIX) l'un 
des axes dans une position z, z' perpendiculaire au plan horizontal et l'autre Z|, s'i de front. La plus 
courte distance des axes a pour projection verticale le point de croisement & des droites z'fZ'i; 
Ba projection horizontale est la portion ooi de la perpendiculaire à xy menée par & et comprise 
entre z et r,. 

Le milieu a,o' de la commune perpendiculaire est un point de la génératrice de contact, laquelle se 
projette horizontalement sur la parallèle ; à la ligne de terre menée par a, et verticalement sur Tune 
g' des bissectrices de Tangle des droites z', z'i. Le contour apparent de Thyperboloïde dont l'axe est 
vertical se trace alors sans aucune difficulté; ajoutons que cette surface a été limitée sur notre épure 
par deux plans équidistants du collier, dont Tun est le plan horizontal de projection. Le contour 
apparent en projection verticale du second hyperboloîde est la projection sur ce môme plan du 
méridien de front de cette surface, laquelle a pour centre 0', pour asymptotes g' et la droite g\ 
symétrique de g' par rapport à z'i et pour sommet de Taxe transverse les points «', s'i que Ton 
obtient en portant sur une perpendiculaire à z\ menée par 0', de part et d'autre de ce point, deux 
longueurs égales au rayon Oia du collier. • 

En ce qui concerne le contour apparent en projection horizontale du second hyperboloîde, nous 
observerons : l"" qu'il n'est rien autre chose que la projection sur le plan de même nom de la courbe 
de contact du cylindre vertical circonscrit à la surface hyperboloîde considérée, ou, ce qui revient au 
même, la projection de la section faite dans l'hyperboloïde par le plan diamétral conjugué aux cordes 
verticales; 3* que, pour une même direction de corde, les plans diamétraux de l'hyperboloïde et de 
6<m cône asymptote se confondent. Le plan diamétral conjagué aux cordes verticales du cône asymr 
ptote est ici per^ndiculaire au plan vertical, 0' est un point de passage de sa trace verticale; un 
second point de passage de cette trace se trouve au milieu m' d'une corde verticale p/ifi'i comprise 
eatre les droites g'^g^t qui forment le contour apparent en projection verticale de ce cône. 
^ Le contour apparent cherché est donc la rencontre du plan perpendiculaire au plan vertical mené 
fhv o'm' et de l'hyperboloïde. Ce plan coupe le collier en deux points dont les projections hori- 
«ontaies «, «1 sont les sommets de l'axe transverse de l'hyperbole cherchée; 1^ asymptotes de cette 
courbe sont les projections horizontales des droites de section du plan diamétral et du cône. Pour 
les construire, traçons de 0', Oi comme centre, avec un rayon arbitraire, une sphère auxiliaire, dont 
la rencontre avec le cône comprend un cercle projeté verticalement en u'v'; ce cercle coupe le plan 
diamétral en deux points dont les projediwB verticales se font en />', et dont ont trouve les projections 
jborizontales correspondantes p^pi par le secours d'un parallèle horizontal de la sphère* 

Les droites Oi/}, (/tpi sont donc les asymptotes de l'hyperbole du contour apparent en projection 
iKffiiontale,> hyperbole que l'on peat actuellement tracer. 
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Pour limiter les projections de ce dernier hyperboloîde, on a projeté, par le procédé connu du 
lecteur^ les cercles qui rencontrent ceux qui limitent la première surface. Les contacts des pro« 
jections horizontales de ces cercles avec l'hyperbole du contour apparent horizontal ont été obtenus 
en prenant les rencontres (9', q) {q\ qij, (7', y), (y'i, yi) du plan diamétral et des circonférences de ces 
cercles, ces rencontres ont leurs projections verticales aux croisements 9', 7' des projections sur le (dan 
de même nom des cercles et du contour; quant à leur distance commune au plan de front conduit par 
L'axe jsi, z\^ on Ta obtenue en construisant le rabattement de l'un des cercles limites, et la véritable 
grandeur q' Qi de sa demi-corde menée par q^ q' dans une direction perpendiculaire au plan vertical. 
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SECTIONS PLANES DU CONE, DU CYLINDRE ET DES SURFACES DE RÉVOLUTION 

570. Le problème de la détermination de l'intersection d'un plan et d'une surface est un cas 
particulier de celui de la recherche de la ligne commune à deux surfaces quelconques; bien que 
nous n'ayons pas pour le moment à résoudre ce problème général, ii importe néanmoins, pour 
éviter les redites et afin d'exposer dans sa complète généralité la présente question, de donner 
à cette place certaines théories relatives à la recherche de l'intersection de deux surfaces. 

La courbe commune à deux surfaces s'obtient en construisant divers points de cette ligne et en les 
joignant, d'après leur ordre, par un trait continu. 

571. Constmction d'un point quelconque de rintenectîon de deux suriaces.-^ Pour construire 
l'un quelconque des points de l'intersection de deux surCsu^es, on a recours, comme nous l'avons 
déjà lait dans le cas de deux plans, à une surfiaice auxiliaire telle que les projeclioas de ses rencontres 
avec les surfaces données se construisent aisément, ^ on prend les points de croisement des deux 
lignes de rencontre. 

Les surfilées auxiliaires que l'on emploie sont : le plan, la sphère et quelquefois le cône et le cy- 
lindre. 

Dans le cas de la section plane d'une surface, on peut encore construire les points de la section en 
ayant recours à une projection auxiliaire rectiligne de cette intersection. 

Effectivement, que l'bn change le plan vertical^ par exemple, en dirigeant lo nouveau plan per- 
pendiculairement à la trace horizontale de celui de la section cherchée, cette dernière aura alors 
une projection irertieale rectiligne, et le problème sera réduit à la recherche des projections horizon- 
tales d'un certaia nombre de points dont on connaîtra les projections verticales. 

572. Construction de la tangente. — La tangente en un point de Tintersection de deux surfaces 
doit appartenir à leurs plans tangents conduits par le point considéré, elle se peut donc obtenir par 
la rencontre de ces plans. 

Dansie cas d'une section plane^ Tun des plans tangents est simplemeut remplacé par le plan de 
section. 

573. Méthode de Binet. — Cette méthode est basée sur la remarque suivante: si, par un point de la 
commune intersection des deux surfaces, on conduit des normales à chacune d'elles, ces lignes se* 
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ront perpendiculaires à rintërsection des plans tangents, c'esl-à-dire à la tangente, leur plan sera 
donc aussi perpendiculaire à celte tangente. On en conclut que la tangente peut s'obtenir en conduisant 
par le point considéré une perpendiculaire au plan des normales menées aux deux surfaces par ce 
même point. 

Lorsqu'on vent tracer une courbe^ il ne suffit pas, pour en bien saisir la forme, de construire un 
nombre suffisant de points de cette ligne; il faut encore avoir le soin de déterminer ses points 
remarquable^ ainsi que les lignes qui s'y rattachent. Donnons à ce sujet quelques indications 
générales. 

574. Construction des asymptotes. — Les asymptotes sont les tangentes dont le point de contact 
est à l'infini; on les obtient en construisant les rencontres des plans tangents aux deux surfaces 
menés par les points à l'infini de leur commune intersection. 

575. Courbes hyperboliques. — Courbes paraboliques. — On appelle courbes hyperboliques 
celles qui offrent, comme l'hyperbole, des branches infinies et des asymptotes. Les courbes qui 
ont des branches infinies, mais dont les asymptotes sont, comme celles de la parabole, rejetées à 
l'infini, portent le nom de courbes paraboliques; une courbe hyperbolique ou parabolique du second 
degré est une hyperbole ou une parabole. 

576. Points sur les contours apparents. — Ces points sont particulièrement utiles puisqu'ils 
limitent sur la surface considérée les parties visibles de la courbe d'intersection; une autre propriété, 
importante à noter, est que les projections de ces points sur le plan relatif au contour apparent 
considéré sont des contacts de ce contour en projection et de la courbe d'intersection projetée sur 
le même plan (§ 342). 11 n'y a pas de méthode générale pour déterminer les points sur les contours 
apparents; néanmoins une remarque importante à faire est que ces contours, pour les surfaces 
usuelles, sont plans, et^ par suite^ que les points qui nous occupent pourront le plus souvent se 
construire en adoptant pour surface auxiliaire le plan des lignes du contour apparent considéré, 
puis en opérant comme au paragraphe 571. 

577. Points le plus haut et le plus bas. — Ces points, difficiles à construire et que Ton doit 
renoncer à déterminer dans un grand nombre d'épurés^ s'obtiennent, dans certains cas particuliers, 
soit à l'aide du théorème donné au paragraphe 417, soit par le secours de celui qui suit : 

Théorème. — Lorsque les plans tangents en un point de rintërsection de deux surfaces ont leurs traces 
horizontales parallèles, ce point est le plus haut ou le plus bas sur la ligne de rencontre des deux surfaces, 
et réciproquement. — En effet, si les traces horizontales des deux plans tangents sont parallèlçSt la 
rencontre de ces plans, c'est-à-dire la tangente au point considéré, est parallèle à la direction commune 
de leurs traces horizontales, elle Test donc aussi au plan horizontal^ ce qui démontre la propriété. 
Réciproquement, en un point le plus haut ou le plus bas la tangente à la courbe est horizontale ; 
par conséquent les traces horizontales des plans tangents qui la déterminent sont parallèles à cette 
tangente et, par suite, parallèles entre elles. 

578. Cas des sections planes. — D'après le théorème que nous venons d'établir, on peut trouver 
les points le plus haut ou le plus bas des sections planes d'une surface quelconque^ en construisant 
les points de la courbe de rencontre en lesquels la trace horizontale du pian tangent à la surface 
donnée est parallèle à celle sur le même . plan de projection du plan de la section. Contrairement 
à ce qui a lieu pour le cas général, on trouve le plus souvent avec facilité les points le plus haut ou 
le plus bas des sections planes. 

579. Surfaces limites. — En considérant une suite de surfaces auxiliaires coupant celles dont on 
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construit l'intersection, lorsqu'on arrive à une surface qui, tout en rencontrant Tune de celles 
données, devient tangente à l'autre le long d'une ligne commune, on obtient encore des points de 
l'intersection, mais on va cesser d'en trouver; pour ce motif cette surface auxiliaire porte le nom de 
surface limite et les points qu'elle détermine sont les poirUB limites de la section. Les surfaces limites 
offrent une propriété très importante à connaître, que Ton peut énoncer ainsi qu'il suit : 

Celle des deux surfaces données qui est coupée par la surface limite, l'est suivant une courbe tangente 
au point limite à la ligne dç rencontre des surfaces données. — En effet, en un point limite, le plan 
tangent à l'une des surfaces données l'est aussi à la surface limite; par conséquent sa rencontre avec 
le plan tangent à la seconde surface donnée détermine : l*" la tangente à la ligne de rencontre des 
surfaces données, et 2^ la tangente à la ligne de rencontre de la surface limite et de la surface donnée 
qui est coupée par cette surface limite. 

580. Remarque, — Fréquemment les surfaces auxiliaires sont des plans horizontaux, les plans 
limites sont alors ceux qui passent par les points le plus haut ou le plus bas de l'intersection des 
surfaces dont on cherche la rencontre. 

SECTIONS PLANES DU CONE ET DU CYLINDRE 

581. Problème L — Construire les projections et la véintable grandeur de la section d'un cône quel" 
conque par un plan. — Soient : s, s' les projections du sommet {fig. 359, pi. XL), abcd la trace hori- 
zontale du cône et PaP' les traces du plan sécant 

582. Choix des sxirfaces auxiliaires. — Pour obtenir des sections auxiliaires de construction 
facile, nous adopterons des plans conduits par le sommet du cône, lesquels seront ainsi assujettis 
à une condition. On peut encore, en vue de simplifier la construction de leurs intersections avec le 
plan PaP', les assujettir à une nouvelle condition; nous les ferons passer par la parallèle sW^sta à aP', 
menée par s^s', de telle sorte que les intersections des plans auxiliaires avec celui qui nous est donné 
soient des ligues de front de ce dernier. Les traces horizontales des surfaces auxiliaires formeront un 
faisceau dont le sommet sera la trace », sur le même plan de projection, de la droite «m, «V. 

583. Construction d'un point quelconque. — Adoptons pour trace horizontale du plan auxi- 
liaire une droite quelconque Q divergeant du point » et prenons ses rencontres avec la trace hori- 
zontale du cône, soit t Tune d'elles, ce point a pour projection verticale le point f placé sur xy et 
sur la ligne de rappel menée par t; en unissant par des droites {t, s), (^, »'), nous obtenons les pro- 
jections de l'une des génératrices d'intersection du plan auxiliaire et du cône. 

Quant à la rencontre du plan auxiliaire et de PaP', on voit que le croisement h des droites aP, uQ en 
est la trace horizontale et que, par suite, la parallèle à xy menée par ^en est la projection horizontale. 

Le point où cette parallèle rencontre st donne la projection horizontale d'un point quelconque m 
de la courbe d'intersection. Une ligne de rappel menée par m, jusqu'à la droite s'^, détermine la 
projection verticale m' qui correspond à m, 

584. Tangente eu un point quelconque de la ligne d'intersection. — La tangente, comme on 
Ta déjà établi (§ 572), est la rencontre du plan tangent et du plan sécant. Adoptons le point de contact 
m, m', le plan tangent en ce point a pour trace horizontale la tangente R menée, à la base du cône, 
par t'y la rencontre de R avec P donne la trace horizontale de la tangente, ce point se projette 
verlicalement en G', par suite la droite Bm, O'm' est la tangente cherchée. Mais s'il arrive, comme pour 
le point projeté horizontalement en 7/<i, que les traces horizontales Ri, P aillent se couper en un point 
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extérieur à l'épure, on pourra recourir au plan auxiliaire dont la trace horizontale est Q, et prendre : 
en premier lieu, la projection horizontale de sa rencontre avec PaP\ laquelle n'est autre que la droite 
mhf déjà employée; en second lieu> la projection sk^ sur le même plan de sa rencontre avec le plan 
tangent. On déterminera enfin le croisement ^ des lignes Am, AfS qui sera un point de la projection 
horizontale de la tangente. Cette tangente sera donc la droite fiitii* On trouverait facilement la pro- 
jection verticale correspondante; nous ne Tavons pas fait pour éviter de trop chaisier l'épure de lignes. 

585. Plan limite. — Ce plan est tangent au cône, on en obtient la trace horizontale en conduisant 
par en la tangente Qs à la base acéL fin opérant ensuite sur le plan limite comme on Ta fait sur le 
plan auxiliaire quelconque, on trouve Le point 1%, m't; d'après la propriété des surfaces limites 
démontrée plus haut (§579), la rencontre k^m^ifim'^ du plan limite et de celui de la courbe 
cherchée est une tangente à cette dernière. 

586. Branches infinies. — Asymptotes. — Tout d'abord , observons que les asymptotes des pro- 
jections d'une courbe se confondent avec les projections des asymptotes de la courbe; en effet» les 
asymptotes ne sont que des tangentes et les tangentes aux projections d'une couri>e se confondent avec 
les projections des tangentes à la courbe. Gela dit^ abordons la question en cherchant les génératrices 
qui donnent les points à l'infini de la section, elles sont parallèles à P^P', nous les trouverons donc 
en conduisant par le sommet du cône un plan parallèle à PaP'. La trace horizontale de ce plan 
est la parallèle Qs à P, menée par «»; en construisant les rencontres (t^s, /'as'J» (^t^* O'sO ^^ P^^^ 
parallèle à P«eP' avec le cône on obtiendra les génératrices de ce cône passant par les points à l'infini 
de la ligne d'intersection. Alors la tangente à la section par le point à l'infini de la droite s$^, s'Q'i 
sera une asymptote de la courbe d'intersection. Or cette tangente est la rencontre du plan PcP' et 
du plan tangent au cône suivant sda, <'9's, lequel a pour trace horizontale la tangente Ud menée 
à la hase par da; la rencontre de P avec UUi donne la trace horizontale A» de l'asymptote cherchéCi 
cette trace se projette verticalement en J^zp sur la ligne de terre. 

lyailleurs le plan tangent contient la génératrice <09,â'dat qui est parallèle au plan PcP'^ par consé- 
quent la rencontre de ces plans est parallèle à cette génératrice; en somme l'asymptote cherchée 
est la parallèle As p, A's^', menée par As, h'^t à sfia» <Va. 

La seconde asymptote s'obtient pareillement en conduisant par A^y k'^ la parallèle h^ pu k\ ffi 
k $it. «'/'a. 

De ce qui vient d'être dit on conclut que la courbe d'intersection d'on cône et d'un plan est hyper- 
bolique lorsqu'un plan auxiliaire conduit par le sommet du cône, dans la direction de celui de la 
courbe, coupe le cône. On voit, en outre, que lorsque ce plan parallèle est tangent au cône^ sa rencontre 
avec le plan de la courbe donne une asymptote à Tinfini, et que, par suite, la courbe est parabolique. 

Si, enfiut le plan parallèle n'atteint la surface qu'au sommet^ la section n'a pas de branches infinies, 
c'est une courbe le plus souvent fermée^ et dans tous les cas limitée. 

587. Disposition des branches de la courbe par rapport aux asymptotes. —> Soient : CâCi 
la trace horizontale du cône (fig. 715); P celle du plan sécant; s la projection, sur le plan de même 
nom, du sommet de la surface conique, et m celle sur le môme plan de la génératrice parallèle au 
plan sécant. 

Adoptons des plans auxiliaires oontesianl la génératrice projetée en m, lesquels détermineront 
sur le plan sécant des parallèles à cette génératrice* Les traces horizontales de ces plans auxiliaires 
passeront toutes par <l 

Considérons d abord la trace ai taogente à CoC', sa section avec le plan de la courbe donne l'asymp- 
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tole de celle-ci, laquelle se projette borizontalemeot sairant la pardièle U, meoée par t, à m. Consi- 
dérons ensuite deux plans auxiliaires dont les traces psssent par deux points d, b de la base voisins 
de a et situés de part et d'autre de celui-ci ; les projections horizontales des intenectîons correspon- 
dantes avec le plan de la courbe sont deux parallèles menées par U, U, à la projection f« de l'asymptote ; 
les points m, mi que déterminent ces plans sont donc Toisins de Im et situés de part et d'autre de 
celte asymptote ; en outre, d'après la dispontion des droites id, tb, ils sont encore de part et d'antre 
de la droite al, et très éloignés de cette droite. It en font conclure, que la courbe est formée de denx 
branches p, j3i, placées de part et d'antre de l'asymptote et se réunissant au point à l'infini de celle-ci. 
Cette rè^e peut être en déhnt pour les points particuliers on singuliers de la court» de base ; 
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ainsi, dans le cas ob celte dernière offrirait un point d'inflexion en a (comme la courbe Cad), b se 
transporterait en bi, m eo mi et p en pt; la courbe serait alors formée de deux branches ^i, ^ placée 
d'un même cAté de l'asymptote. 

Dans le cas particulier qui vient d'être examiné, le pian langent suivant la géuéralrice projetée en ta, 
traverse la snrhce, et toutes les sections planes ont mie înflexioD en leurs rencontres avec la ^géné- 
ratrice de contact, on peut dire que la section offre encore à Tinfini an point d'inflexion, ce qui 
motive le changement des dispositions de ses branches' par rapport & 1» tangente an pnnt à l'infini 
de la courbe. 

SSS. Points le pins liitit et le phu bas (fig. 359, pi. XL). — Ces points sont ceox en lesquels 
les traces horizontales du plan tangent et du plan donné sont panttldles ; on les construit en opérant, 
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par la méthode générale^ sur la divergente mQ^ menée par le point de contact tt d'une droite parai* 
lèle à P et tangente à la base ; ce qui conduit au point 1114, m'49 pour lequel la projection horizontale 
de la tangente est parallèle à P et la projection verticale parallèle à xy, 

589. Points sur les contours apparents. — Pour les trouver, il sufBt de faire en sorte, lorsqu'on 
construit les points quelconques, que certains plans sécants auxiliaires passent par les traces hori* 
zontales des génératrices des contours apparents. Ainsi^ en adoptant le plan dont la trace horizon- 
tale wQs passe par la trace c de la génératrice du contour apparent vertical, on trouve, en opérant 
comme on l'a fait pour le plan dont mQ est la trace horizontale, les projections 1915, m'si d'un point du 
contour apparent vertical ; au point m's, la projection verticale de la courbe devra être tangente à «V, 
et ce point séparera sur la projection verticale de la* courbe d'intersection la portion vue de celle 
qui est invisible. 

590. Points sur une droite donnée. — On devra placer la droite dans le plan donné, alors, 
après avoir construit sa projection conique sur le plan horizontal, à l'aide de projetantes issues du 
sommet du cône, on prendra les rencontres de cette projection, et de la base que l'on relèvera, par 
le secours de projetantes coniques, sur la droite donnée. 

591. Tangentes par un point extérieur. — Après avoir placé le pçint dans le plan donné, on 
mènera par ce point un plan tangent au cône, que l'on adoptera comme plan auxiliaire, ce plan déter- 
minera : sur le cône la génératrice de contact, sur le plan de la courbe une droite passant par le 
point donné et qui touchera cette courbe en son croisement avec la génératrice de contact; cette 
droite sera donc la tangente cherchée. 

592. Tangentes parallèles à une droite donnée. — La construction du paragraphe précédent 
est applicable au présent problème, en supposant simplement que le point extérieur est rejeté à 
l'inflni dans la direction de la droite donnée. 

593. Points limites dans un sens donné. — Points le plus haut et le plus bas des deux 
projections. — Points extrêmes dans le sens latéral. — On entend par points limites dans le 
sens de la flèche f (flg. no) les points de contact 71, yt des tangentes perpendiculaires à /• 




FiG. fi« 



La déteruMnation de ces points n'est donc rien autre chose que la construction des tangentes 
parallèles à une direction donnée (§ 592). 

Sur les épures il est bon de tracer^ parla méthode que nous venons d'indiquer et sur chacune des 
projections, les points limites suivant les directions de la ligne de terre et d'une perpendiculaire 

cette ligne ; ce qui donnera le point le plus à droite, le point le plus à gauche et les points le plus 
haut et le plus bas de chaque projection* 
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Remarquons en passant que les points extrêmes dans le sens latéral doivent offrir la même 
tangente sur les deux projections (§ 28). 

594. Points de rebroussement de première espèce. — Lorsque la directrice du cône est 
une courbe gauche, et que, en un point de cette ligne, la génératrice lui est tangente^ toute 
seclion plane, au point de rencontre de cette génératrice et du plan sécant» offre un rebroussement 
de première espèce (386, 2*). 

595. Visibilité {fig. 356^ pi. XL). — En projection horizontale les génératrices de la nappe 
inférieure du cône qui ont leurs traces horizontales sur l'arc abfk sont visibles; et comme^ d'autre 
part, Tare bmmimimif appartient à la portion correspondante du cône, il est visible sur le plan 
horizontal. 

Les prolongements de cet arc, qui senties projections horizontales des parties de la courbe placée 

au-dessous du plan horizontal de projection, doivent être dessinés en points ronds, il en est de 

imême des projections verticales correspondantes. Par rapport au plan vertical, l'arc abc de base est 

seul visible, on devra^ par suite, tracer en trait plein l'arc b'mW^m'^ et en points ronds les autres 

parties de la projection verticale de l'intersection. ' 

596. Vraie grandeur de la conrbe d'intersection. — On l'obtiendra, après avoir construit ses 
projections, en la rabattant sur l'un des plans de projection; le lecteur exécutera ce tracé sans 
aucune difficulté. 

597. Construction simultanée des points de la courbe et de leurs tangentes. — 11 suffit 
d'adopter des plans auxiliaires tangents à la surface, parce qu'alors le plan donné et le plan auxiliaire 
se couperont suivant des lignes qui, tout en servant à la détermination des points de la courbe, seront 
en même temps tangentes à cette courbe. 

598. Exécution de l'£pure. — premier tragÂ. — Soient données (fig. 361, pi. XL): les projections 
5, t! du sommet du cône, la trace horizontale G de cette surface et les deux traces PaF du plan sécant. 
Exécutons d'abord, comme au paragraphe 586, le tracé qui sert à vérifier si la courbe est hyper- 
bolique, parabolique ou limitée ; pour cela nous construirons la trace horizontale «m#i du plan conduit 
par 8,9^ parallèlement à PaP'. Cette trace servira non seulement à la vérification dont nous venons de 
parler, mais encore, comme nous allons le voir, à la construction des points de l'intersection cherchée. 

Prenons pour trace horizontale du plan auxiliaire tangent au cône, l'une, R, des tangentes à sa 
base, la rencontre de ce plan avec le cône est la génératrice de contact projetée horizontalement en 9t. 

La rencontre du même plan avec celui qu'on nous donne a pour trace horizontale 0; il faut en 
outre qu'elle soit parallèle à l'intersection du plan auxiliaire et de celui que nous venons de conduire 
par 8, /, dans la direction PaP', laquelle intersection a pour trace horizontale h et passe par 16 
sommet du cône; sa projection horizontale est donc 8h. En menant alors par une parallèle à 8h 
on a la projection horizontale 60i de la rencontre de PaP' avec le plan auxiliaire. 

Par le croisement m de 8t avec M| on obtient enfin un point de la projection horizontale de la 

■ 

courbe d'intersection, et la tangente en ce point est précisément la droite 9$i. 

599. Second tbac<. — Reprenons les données (fig, 362, pi. XL) et traçons les projections t/A',t;A de 
l'horizontale du plan PaP' de même cote que le point «, ^. 

Cela fait, déterminons les plans auxiliaires par leurs traces sur le plan horizontal de projection et 
sur le plan horizontal conduit par s, s'; l'un d'eux sera alors déterminé par une tangente R à C et 
sa parallèle sv^ ^xf^ menée par «, s'. 

Le plan auxiliaire a en commun avec le cône la droite projetée horizontalement en 8t et avec le 
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plan donné la droite dont la projection hori2ontaIe passe par les croisements 0>a, des deux couples 
de droites (P, R), (wi, vh). 

On trouve alors, par la rencontre dés droites ad, st, un point m de la projection horizontale de la 
section; quant à la tangente en ce point elle n'est autre que Qa, 
La projection verticale se construirait, après ce qui vient d'être dit^ sans aucune difficulté . 
600. Points de rencontre de la base et de la projection de la section sur le plan de cette 
base. — Lorsque la trace aP (fig. 359, pi. XL) rencontre la base du cône, ces points de rencontre 
(i, b% (/, f') font évidemment partie de la courbe d'intersection, et les points 6, f sont communs 
à la projection horizontale de cette courbe et à la base du cône; mais, indépendamment de ces 
points de rencontre, il peut s'en produire d'autres^ qui correspondent à l'intersection des courbes en 
projection, sans que pour cela celle-ci se coupent dans Tespace. 

On ne construit commodément ces points d'intersection que pour les cônes du second degré. 
Prenons ûonc{fig. 360, pi. XL) pour trace horizontale du cône une ellipse C par exemple, et plaçons 
le sommet 8,8' ainsi que le plan séccint PaP' dans des positions arbitraires. 

Le cône est du second degré; en adjoignant le plan horizontal de projection à celui PaP' nous 
avons une nouvelle surface du second ordre^ dont la rencontre avec le cône se compose de la courbe C 
et' de celle que nous étudions; les points d'intersection des projections horizontales de ces deux 
lignes sont les points doubles de la projection horizontale (§ 378) de la rencontre des deux surfaces 
du second degré considérées; or, on connaît ici l'une des lignes G de cette intersection, par suite, 
la connaissance d'une droite passant par les points doubles entraînerait immédiatement celle 
de ces points. 

Pour trouver cette droite, remarquons que les points de l'espace qui se confondent en projection 
horizontale pour former l'un des points doubles, sont sur une corde verticale, dont le milieu se 
projette horizontalement au môme point double. 

D'après cela les points cherchés sont sur la projection horizontale de la droite de rencontre des 
plans diamétraux conjugués aux cordes verticales dans les deux surfaces du second degré considérées. 
Déterminons ces deux plans. — L'un, relatif au système des deux plans, doit contenir aP, puisque 
tout le long de cette ligne les cordes verticales ont une longueur nulle ; prenons ensuite dans le 
plan vertical de projection une corde verticale quelconque a'A', son milieu m' appartient aussi au 
plan diamétral ; les traces de ce dernier sont donc oP et la droite de jonction des points a, m'. 

Le plan diamétral relatif au cône doit contenir les génératrices de cette surface qui forment le 
contour apparent en projection horizontale, car aux divers points de ces génératrices les cordes 
verticales ont des longueurs nulles. Ce plan diamétral a donc pour trace horizontale la droite Q de 
jonction des points t, ti et passe par le sommet 8^ tf du cône ; la rencontre de Q avec la ligne de 
terre détermine un point |9 de la trace verticale Q' du plan diamétral, un autre point de passage v' 
de cette trace a été construit par le secours d'une horizontale «ci* «V du plan cherché. 

Les plans diamétraux étant ainsi déterminés par leurs traces, on construit aisément la projection 
horizontale wh de leur intersection, laquelle, en ses rencontres ^i, 4 avec G, donne les points qu'il 
fallait déterminer. 
Dans le paragraphe qui va suivre on supposera, comme dans celui-ci, que le cône est du second 

degré. 

601. Sommets des projections et projections des sommets. — V La section est tme hyperbole* 
— Tout d'abord on construit les asymptotes; puis, en^prenant les .bissectrices de l'angle des pro^ 
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jections de ces asymptotes et celles encore des angles des mômes asymptotes dans l'espace, on a 
les axes des projections et les projections des axes de la courbe étudiée; la question se réduit 
alors à construire les points de la section qui se projetait sur ces axes, ce que l'on sait 
faire (§ 590). 

2* La section est une parabole. — Pour constater que la courbe est une parabole, on a dû mener 
par le sommet du cône un plan parallèle au plan sécant donné et reconnaître que ce plan touche le 
cône par une génératrice; cette génératrice donne la direction asymptQtique de la section. 

En prenant alors des perpendiculaires aux projections de la génératrice ainsi trouvée et les pro- 
jections d'une perpendiculaire à la génératrice elle-même, on trouve les directions des tangentes aux 
sommets des projections, et la direction des tangentes aux projections du sommet ; tout alors se 
réduit à déterminer les points de contact des tangentes parallèles à ces diverses directions, ce que 
Ton sait encore faire (§ 592). 

Les sommets étant trouvés, les parallèles menées de ces points aux projections de la direction 
asymptotique donneront les axes des projections et les projections des axes. 

3° La section est une cllipsei — La droite de jonction des points le plus haut et le plus bas déter- 
mine un diamètre de la courbe et de chacune de ses projections; le milieu de cette ligne et les pro- 
jections de ce point donnent ensuite le centre de la courbe et ceux de ses deux projections. 

En menant par le centre de la courbe une horizontale de son plan^ on a le diamètre conjugué du 
diamètre déjà trouvé et on sait construire les extrémités de ce diamètre horizontal. 

Cela fait, on construira, si Ton veut, les axes de l'ellipse connaissant deux diamètres conjugués : en 
opérant sur chaque projection on aura les sommets des deux projections; en opérant sur un rabat- 
tement des diamètres, on aura, en revenant ensuite aux projections, les projections des sommets. 
Habituellement on n'effectue pas la construction des sommets, les diamètres conjugués d'une ellipse 
sont, en effets sufûsants pour la déterminer et même pour la construire. 

602. Problème II. — Construire les projections et la véritable grandeur de F intersection d'un cylindre 
avec un plan. — Soient : C {fig. 363, pi. XL) la trace horizontale du cylindre, g la direction des 
projections horizontales de ses génératrices, d la projection horizontale d'une droite quelconque du 
plan donné et P la trace de même nom de ce plan. 

Prenons un point A sur D et menons de ce point une parallèle aux génératrices du cylindre, 
soient ^t sa projection horizontale et Oi sa trace de môme nom ; nous adopterons les plans auxiliaires 
parallèles à celui des droites Oi, D; leurs traces horizontales seront parallèles à OOi; soit Q l'une 
d'elles, le plan correspondant coupe le plan donné suivant une droite dont la trace horizontale est 
à la rencontre Ot de Q etde P et qui se projette horizontalement sur la. parallèle Of^/i, à éd. 

La rencontre du plan sécant et du cylindre est un système de deux génératrices, dont les traces 
horizontales sont aox points de rencontre A|, k% de Q avec C et dont les projections horizontales 
hiÇij htgs sont parallèles à g; par les rencontres de ces droites avec Bidi on a les projections hori- 
zontales m^, ma de deux points de la section. 

603. Tangente en un point de la courhe d'intersection. — La tangente au point projeté en m^ 
est la rencontre du plan donné et du plan tangent au cylindre en ce môme point. Ce plan tangent a 
pour trace horizontale la tangente R, à G, menée par la trace Ai; au croiseçient Os des droites R, P 
on a la trace horizontale delà tangente demandée; il s'ensuit qu'en tirant la droite Osma on obtient 
la projection horizontale de cette tangente. 

604. Branches infinies des sections planes du cylindre. — Les branches infinies peuvent se 
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produire dans deux cas, sayoir : 1^ le plan est parallèle à Tune des génératrices du cylindre; 
2* une génératrice est entièrement rejetée à Tinilni. 

Dans le premier cas, le plan étant parallèle à une génératrice Test également à toutes^ la section 
qu'il détermine est donc formée d'un certain nombre de génératrices, et n'offre rien de re- 
marquable. 

Par ce qui vient d'être dit^^ nous voyons que, si l'on écarte le cas d'une section rectiligne, les 
branches inûnies ne peuvent se produire dans la section plane du cylindre qu'autant qu'elles existent 
sur la base; deux cas se présentent donc encore : 1^ la base est hyperbolique; 2^ elle est 
parabolique. 

1*^ La base est hyperbolique. — Soient |3, ^i (fig. 364, pi. XLI) les deux branches de la base qui se 
réunissent à Tinfini sur l'asymptote A (on suppose encore que la base est placée sur le plan horizontal); 
Qf g* la direction des génératrices du cylindre et PaP' le plan sécant. 

Nous admettons que g, g' n'est pas parallèle à PaP'^ il en résulte que les plans auxiliaires devant 
être parallèles à g^ g' ne le seront jamais au plan PaP'j ou, ce qui revient au même^ que tout plan 
auxiliaire détermine des points de la section; en conséquence celui de ces plans qui passe par la 
génératrice placée à l'infini sur le cylindre donne des points de la section; cette dernière a donc 
toujours des branches infinies. 

Cherchons son asymptote : elle est à la rencontre du plan PaP', et du plan tangent le long de la 
génératrice à Tinfini, lequel doit être parallèle aux génératrices du cylindre et contenir la tangente 
au point à l'infini de sa base, c'est-à-dire l'asymptote A. Ce plan reçoit le nom de plan asymplotique 
du cylindre ; on le construit en conduisant par un point 0, 0', pris arbitrairement sur A, la paral- 
lèle ^i, ^'i à g,g'i puis en déterminant les traces du plan qui contient cette parallèle et la droite A : 
ce plan a pour trace horizontale A; sa trace verticale passe parcelle v' de gug\ et croise A 
en 7, sur xy. 

L'asymptote cherchée est la rencontre w/t^tv'h' du plan asymplotique Ayt;' avec celui PaP' qui 
nous est donné. 

Pour terminer, ajoutons, en écartant toujours le cas des sections reclilignes, que le plan PaP' ne 
sera jamais parallèle aux génératrices du cylindre et qu'il rencontrera, par suite, le plan asymplotique 
suivant une droite non entièrement rejelée à l'infini. Cette droite sera une asymptote de la section; 
delà résulte celte conclusion importante à connaître : 

Les sections planes d'un cylindre dont la base est hyperbolique sont également hyperboliques* 

605. S"" La base est parabolique. — Un raisonnement, en tout semblable à celui du cas précédent 
montre : 1<> qu'il y aura toujours des points de la section sur les génératrices à l'infini; S"" que le 
plan asymplotique, qui doit passer par la génératrice à l'infini et par l'asymptote de la base égale- 
ment rejetée à l'infini, ne sera rien autre chose que le plan à l'infini de l'espace (§ 4) et qu'il rencon- 
trera, par suite, le plan de la courbe à l'infini. 

En somme, on voit que la section, comme la base, sera parabolique. 

Pour résumer la question nous dirons: Lorsque la base d'un cylindre est limitée, hyperbolique ou 
parabolique, la section est également limitée, hyperbolique ou parabolique. 

En un mot, la section plane d'un cylindre [est, par rapport aux points à Finfini, de même nature que 
la base. 
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APPLICATION DE L'HOMOLOGIE A LA RECHERCHE DES SECTIONS PLANES 

DU CONE BT DU CYLINDRE 

606. Section plane dn cône. — Au paragraphe 246 nous avons démontré que deux sections planes 
faites sur les faces latérales d'une même pyramide sont homologiques ; coinme^ d'autre part, le cône 
est la limite de la pyramide, le théorème précité lui est applicable; ce qui se peut énoncer ainsi : 

Les projections sur vn plan quelconque de deux sections planes d'un même cane sont homologiques; Vaxe 
d'homologie étant la projection de Pintersection des plans sécants et le centre celle du sommet. 

Pour la pyramide, et, par suite, pour le cône la réciproque de ce théorème est vraie (§ 249). 

Afin de compléter ces généralités, démontrons ce théorème. 

Lorsque deux courbes sont homologiques^ leurs tangentes en deux points homologues le sont aussi — 
Considérons deux sécantes homologues. En faisant rapprocher indéfiniment deux des points de section 
de la première sécante, les deux points homologues de la seconde tendront aussi à se confondre; les 
sécantes, en restant toujours homologues, deviendront donc simultanément tangentes; c'est là ce 
qu'il fallait établir. 

607. Problème. — Déterminer, à Vaide de l'homologie^ une section hyperbolique d'un cône par un plan. 
— Nous construirons, comme exemple, la projection horizontale de la courbe de rencontre d'un cône 
dont le sommet se projette horizontalement en s {fig. 365, pl« XLI) dont la base sur le môme plan de 
projection est l'ellipse C, avec un plan déterminé par sa trace horizontale P et par la trace L sur le 
même plan de projection d'un plan conduit, parallèlement au premier, par le sommet du cône. Cette 
droite L sera, par conséquent, la droite limite de la figure cherchée (§ 250). 

Nous eussions pu déterminer le plan sécant par sa trace P et un quelconque de ses points; il eût 
alors été facile de construire un couple de points homologues des deux figures, et, en appliquant le 
tracé du paragraphe 251, de déterminer la droite limite de la figure cherchée. 

En plaçant les données de l'épure, nous avons, afin que la section soit hyperbolique, adopté pour 
droite limite L una sécante de la base C; dans ces conditions, comme le cône est du second degré, 
la courbe d'intersection sera une hyperbole. 

608. Constructions simultanées d'un point quelconque de la section et de sa tangente. — 
Plaçons, dans une position arbitraire, sur la courbe C, un point quelconque m et cherchons tout à la 
fois l'homologue de ce point et celui de la tangente à C menée par m. Un premier lieu de l'homologue 
du point s'obtient en tirant la droite sm, qui unit le point choisi au centre d'homologie; afin d'en trou- 
ver un second, nous construirons ensuite Phomôlogue de la tangente mt menée à la courbe C par le 
point m. Cette tangente rencontre P en a, L en i; le premier de ces points est à lui-môme son bomo* 
logue, l'autre b a son homologue à l'infini sur la droite qui unit «, b; on aura donc, en tirant par a la 
parallèle a/i, h sb l'homologue de la tangente. 

Au point de croisement m^, des droites un, a/i, se trouve le point cherché, en outre la tangente 
en ce point ne sera rien autre chose que la droite ati ayant servi à la construction du point. 

609. Construction des asymptotes. — Les honiologues des rencontres dj e de la base G avec la 
droite limite L sont à l'infini sur les droites qui unissent s aux deux points ef, e et les homologues 
des tangentes en ces deux points sont les asymptotes cherchées. 

Pour construire l'une d'elles menons donc la tangente dS^ en tf, à la courbe C, et cherchons son 
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homologue : le point de rencontre S de cette tangente avec Taxe d'homologie est à lui-même son 
homologue, le point d a, on l'a déjà dit, son homologue à l'infini sur sd; donc la parallèle Sa, à sd^ 
menée par ij est l'asymptote cherchée. L'autre asymptote cj3 se construit pareillement. 

Dès lors que l'on connaît les deux asymptotes et un point de l'hyperbole cherchée^ on peut, en 
ayant simplement recours aux propriétés segmentaires de l'hyperbole^ achever sa construction. 

610. Points sur une droite donnée. — Après avoir construit l'homologue de la droite donnée, on 
prend ses rencontres avec C; puis on cherche simplement les homologues de ces points de 
rencontre. 

611. Tangentes par un point extérieur. — On construit l'homologue du point extérieur, on 
mène ensuite à la base G, par le point ainsi trouvé» des tangentes, dont on cherche les homologues. 

612. Tangentes parallèles à une droite donnée. — Points limites dans un sens déterminé. 
— Sommets. — Ces trois questions, on l'a déjà dit (§ 592 et 593), se résolvent à l'aide de celles 
que nous venons de traiter. Passons donc, sans plus insister, aux tracés qui en résultent, et^ comme 
tous ces tracés sont identiques, bornons-nous à indiquer ceux de la recherche de^ sommets de la 
projection horizontale. 

613. Sommets de la projection. — Le point de croisement o des asymptotes est le centre de 
l'hyperbole et la bissectrice oy de l'angle «o^ en est l'axe transverse. 

Il faut simplement construire les points placés sur oy. Pour cet effet, cherchons Thomologue 
de cette ligne : lé point f où cette droite croise l'axe d'homologie P est à lui-môme son homo- 
logue; la rencontre h avec L d'une divergente menée parallèlement à oy par 5, est l'homo- 
logue du point à l'inftni sur oy; l'homologue de l'axe tiuosverse est donc la droite de jonction 
des points f, h. 

La droite fh ainsi trouvée i^encontre G aux points u^ v qui sont les homologues- des sommets 
cherchés; quant aux sommets eux-mêmes on les obtient par les croisements ui,Vi de l'axe oy et 
des divergentes qui unissent les points te et t; au centre s d'homologie. 

614. Problème. — Déterminer, àVaidede l'homoiogU^me section parabolique d*iincône par un plan. — 
Nous conserveroi^ les données du pcécédent problème^ en ayant $oin toutefois, afin que la section 
soit une parabole, depUcec bi droite. L danlune pooiitioA tan^eo^te à Q (/S^.,36&, pi. XL\)« 

Sans reprendre la construction des points quelconques donnée plus hagt, nous construirons 
seulement l'axe et le sommet de la parabole projetée, sur le pias ^prizoï^tal. 

64Ki. Axe et sommet de la projection. — :Soit t le point de> contact d^ la droite L avec G; 
le point ^. a pour homologue le.point.àrinânîsur ladroitede joiu^tion des points $,t et ce point 
à HnAni appartient à la projection, horizontale d^ la parabole; il en faut conclure que la droite si 
est «ne direction asyji^itotiqii^de cette parojeoliao» ou^ ce q«i ?evÂent au même, que st est la direction 
de l'axe de la projection cher^ée. Un^ perpentfculaire. «;^ ii $t don^e La direction de la tangente 
au sommet de U proyeotion. I^aidédepaiinAtioa i». ee sonunet s^, réduit donc \ la recherche du point 
de contact de la tangente à la projection de la parabole pap%Uè(e à svu 

Pour construire ce point de contact eherchons. rhomologue à^ point à rinûui sur sn, il est à la 
rencontre kàtmti de la droite limite C« 

AoUielienMiit nous devons mener par ii: des teOgentes^à la h^e C du cône et chercher les homo- 
logues de Wivs points de contaot. L'uM de C!^^ Vftugei^tes çs^ précisément la droite limite L, elle a 
pour homologue la droite à l'infini du plan et donne 1^ ^pmi^.c^ à Tinfini de la parabolç. 

Il faut diBinc, aprè^^avedxoieoé la seconde toav^nte kSi% lA(l^%Qcc^pe^^niquemept de la construction 
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de l'homologue du point de contact S de cette tangente : la droite 2i^c, rencontre l'axe d'homologie P 
au point a qui est à lui-même sonbmnologtie; ie^fAMnt k decettè^droitea'son homologue à Tinfini 
sur sk, donc la parallèle menée par a à }a droite sk est homologue de la tangente; enfin^ aU croise- 
ment Si de celte dernière ligne et de ^S on a le p\>lnt de coniacb cherché. 

Après que l^on aura conduit par Si la parallèle £ix k st Km cohnaltra : le sommet Si de la projec*- 
tion^ son axe lix et sa tangente au sommet SiO. 

616. Section plane du cylindre. — Dans le cas du cylindre, la projection de la base sur un plan 
quelconque et celle sur le même plan d'une section plane sont en affinité (§ 252) ; effectivement^ le 
centre d'homologie se trouve à l'infini sur la projection des génératrices du cylindre. 

Soient : C la trace horizontale du cylindre (fig. 367, pi. XLI), P celle du plan te mg la projection 
horizontale d'une génératrice du cylindre. 

Nous supposerons préalablement construite la projection horizontale mi du point de rencontre 
de la génératrice projetée en mg avec le plan sécant donné. 

Cela posé, proposons-nous de déterminer l'homologue d^un point quelconque fx de C et la tangente 
correspondante. Pour exécuter simultanément les deux tracés, conduisons par m une parallèle ma 
à P, l'homologue de cette droite, dont la rencontre avec l'axe d'homologie est à l'infini, sera sa 

parallèle miai. 

Cherchons ensuite Fhomologue de la tangente en fi à la courbe C; cette tangente rencontre P et 
ma. aux points a,b, dont le premier, a^ esta lui-môme son homologue, tandis que le second, 6, a 
son homologue au point de croisement bi de miai avec la droite de jonction du point b au centre 
d'homologie, qui est ici à Tinfini sur mg. 

La tangente cherchée est donc ab^ ; quant à son point de contact, on le trouve par le croisement juii 
de la tangente elle-même et de la droite qui unit p au centre d'homologie. 



DÉVELOPPEMENT DU CONE ET DU CYLINDRE. TRANSFORMÉES DES SECTWNS PLANES 

DE CES SURFACES 

617. NoTioivs PRÉLiMiNAiKEs. — Lcs surfaces coniques ou cylindriques peuvent être considérées 
comme la limite des surfaces latérales d'une pyramide ou d'un prisme; elles sont donc, comme ces 
dernières, développables sur un plan (§ 339). 

Une ligne quelconque tracée sur une surface développable se change, lorsqu'on développe la 
surface, en une nouvelle ligne qui porte le nom de transformée par développement de la première, ou, 
tout simplement, de transformée de la ligne donnée. 

Nous allons établir quelques propriétés de la transformée des lignes tracées sur les surfaces 
coniques; il est presque inutile d'ajouter que ces propriétés seront également applicables aux 
surfaces cylindriques, qui ne sont rien autre chose que des surfaces coniques dont le sommet est 
à rinfini sur une direction donnée. 

618. Théorème fondamental. -^Lorsqu'on développe une surface conique : ^^ une partie quelconque 
d'une ligne tracée sur cette surface est de même longueur que la partie correspondante de sa transformée; 
2° Fangle des transformées de deux lignes quelconques tracées sur la surface est égal A celui de ces lignes. 
— Considérons la surface latérale SABCD, etc., d'une pyramide (fig. n?} et une ligne brisée çt^, etc., 
dont les sommets sont placés sur les arêtes latérales de la pyramide. 
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Pour déTelopper la pyramide» il suffit, laissant fixe la face SÂB, d'amener sur son plan la face SBC, 
par une rotation autour de leur arôte de contiguïté SB, en entraînant, pour les rabattre à leur tour 
sur le plan de la première, les faces qui suivent. Dans ces conditions la longueur de chacun des côtés 
de la ligne «PtI etc., et, par conséquent celle de cette ligne elle-même^ ne change pas; ce qui justifie 
pleinement, en passant à la limite, la première partie du théorème. 

Pour la seconde, si l'on observe que les angles des eûtes aj3, jSy, y^, etc., avec les arêtes latérales 
qu'ils rencontrent ne changent pas lorsqu'on développe la surface, si l'on observe encore que, à la 
limite, ces mêmes côtés sont précisément^ lorsqu'on les prolonge, les tangentes à la limite de la ligne 
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brisée, on voit que l'angle formé par la tangente en un point d'une courbe tracée sur une surface 
conique avec la génératrice qui passe par ce point ne change pas lorsqu'on développe la surface. 

Pour étendre cette propriété à deux courbes quelconques de la surface conique, il suffit d'ajouter 
que l'angle des deux courbes, qui est, par définition, égal à celui de leurs tangentes menées en leur 
point de croisement, se compose de la somme ou de la différence des angles que font ces mêmes 
tangentes avec la génératrice rectiligne de la surface qui passe par le point de rencontre des courbes 
considérées. 

619. Théorème. — A tout point, pris sur une section plane d'un cane et pour lequel le plan de la section 
se trouve être normal d la surface de ce cône^ sans être perpendiculaire à rareté de cette surface qui passe 
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par le point, correspond, sur le développement du c&ne, un point d'inflexion de la^ transformée delà section. 
— Considérons un cône quelconque de sommet S (fig. tig) et, pour plus de simplicité, adoptons 
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comme directrice de ia surfarce sa section C par un plan sécant P que Ton suppose normal en M à la 
surface du cône. 

Substituons d'abord à la surface de ce cône celle d'une pyramide SÂBDE, etc., qui lui soit circons- 
crite, en ayant soin de placer l'une des faces SBD de celte pyramide sur le plan tangent au cône 
suivant l'arête SM. 

On peut, en rabattant les faces SDË, SAB^ autour des charnières respectives SD, SB et sur le plan 
de la face^BD prolongée, développer la portion figurée de la pyramide circonscrite; après quoi, en 
passant à la limite, on pourra étudier dans le voisinage du point M la forme de la transformée de C. 

Prolongeons de part et d'autre de ses extrémités le côté BD; la droite KF ainsi obtenue est la 
projection commune sur le plan P des arêtes latérales SB, SD supposées ainsi prolongées. 

Ces arêtes forment deux angles avec leur projection . commune, l'un SDF nécessairement aigu, 
l'autre SBK nécessairement obtus; le premier de ces angles est plus petit que tous ceux que peut 
former SD avec les droites du plan; Tautre au contraire est plus grand que tous ceux qui peuvent 
être formés par SB avec les droites du même plan. On a donc : 

SDF < SDE, 
SBK > SBA. 

Il est alors aisé de voir que^ après les rabattements indiqués plus haut, le point E tombera au-dessous 
de la droite KF et le point A au-dessus de cette même droite. 

Les côtés de la base de la pyramide présenteront donc après le développement la disposition ci- 
dessous indiquée (fig. 7)9). 

Dès lors on voit, en passant à la limite, que la droite fixe KF (fig. Us) ou KF' (Ûg. n^), est tangente 



k' 



M' 




Fig. n§. 

à la transformée, et, de plus, que les points de celle-ci placés de part et d'autre de M' (fig.^tg) sont 
aussi de part et d'autre de la tangente, la transformée aura donc bien en M' (fig.ti9)un point 
d'inflexion. 

Supposons maintenanj;, en conservant les notations précédentes, que la génératrice SM et le plan 
tangent SKF soient tons deux perpendiculaires au plan sécant P (fig.nio); la face SBD est actuel- 
lement formée de deux triangles rectangles en M, en conséquence, les angles SBM, SDM sont aigus 
et ceux SBKj SDF obtus; il est alors manifeste que l'on a : 

SDF > SDE, 



SBK > SBA. 
En rabattant alors, comme on l'a fait plus haut, les faces S AB, SDE, autour des charnières 
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respectives SB, SD, sor le plan tangent SRF, les points A, E se plaeeroni achdessos de RP; la trans- 
formée de la base ABDE aura par suite la forme que la figure Oi indique. A la limite^ dans le voisinage 
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et de part et d'antre du point M' (fig. Oi), la transformée sera donc placée d*un même côté de la 
tangente K'F'. C'est là ce qu'on voulait démontrer. 



KL' 



M' 

Fia. oi. 



D' 



r 



620. Développement du cylindre, — Nous considérerons deux cas : 1* celui, très usuel cl très 
simple, du cylindre droit de révolution; 2° celui du cylindre quelconque. 

621. Problème. — Construire les projections, la vraie grandeur et la transformée de la courbe d^inler" 
section d'un cylindre droit de révolution ^ dont Taxe est perpendiculaire au plan horizontal j et d'un plan 
quelconque. — Rien n*empêche de supposer que le plan sécant est dans une position perpendiculaire 
au plan vertical ; car, par une rotation autour de Taxe du cylindre^ il est toujours facile de rame- 
ner dans celte position particulière. La trace horizontale du cylindre est le cercle figuré sur 
répure {fig. 368, pi. XLI), et la surface de ce cylindre se projette horizontalement sur cette trace. 
La projection verticale du cylindre limité, d'une part^ à sa trace horizontale, de rautre, à une base 
parallèle à cette trace, est le rectangle a'b'a'ib'i. 

Donnons-nous^ enfin, les traces PaP du plan sécant. 

622. Projectioil de la iection. — Telle qu'elle est disposée, l'épure donne immédiatement les 
projections de la courbe d'intersection, qui sont : sur le plan horizontal, le cercle donnée et sur le 
plan vertical, le segment e'gf^ compris dans le rectangle a'b'b'ia^, de la trace oP'» 

623< Vraie grandeur de la section. — Dans le but de réduire la place occupée sur Fépure par 
la vraie grandeur de l'intersection^ on rabat ordinairement cette intersection sur un plan parallèle 
au plan horizontal conduit par son centre •», ti' : ce plan a pour trace verticale la parallèle (^ à la ligne 
de terre menée par ». 

Prenons un point quelconque 971, m' de la courbe d'intersection et rabattons-le autour de la 
droite &>', uz : sa projection verticale vient au point de croisement m'i de Q' avec un arc de cercle 
dont m' est un point de passage et qui a son centre en »'; sa projection horizontale se place à la 
rencontre mi d'une parallèle à la ligne de terre menée par m et d'une ligne de rappel issue de m'i. 
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624. Tangente ft la courbe de section en véiitable grandeur. — Cherchons la tangente en m^ 
m'i. Avant le rabattement, la projection horizontale de la tangente n'est autre que la tangente mn an 
cercle donné; elle rencontre la charnière en n, point qni ne bouge pas pendant le rabattement; il 
suffit donc, pour avoir ia projection horizontale de la tangente cherchée, d'unir les points n^ mi par 
une droite. Sa projection Tertieaie^ qni se confond avec 0', ne présente donc aucun intérêt. 

La courbe dlntersection^on Ta vu en géométrie analytique, est une ellipse. En appliquant i l'épure 
delà tangente la méthode de transmutation des figures, il est aisé de démontrer à nouveau Tune des 
propriétés bien connue qui sert à tracer la tangente à retlipse. 

625. Sommets de la courbe de section en véritable grandeur. — Rien n'est plos simple que de 
les construire; ils sont en effet, la symétrie de la figure le montre^ projetés en (aye')j [b^g')^ (c» «»')f 
{jj «0; quanta leurs rabattements, on Toitqne les deux derniers, comme points de la cbarnière^ ne 
bougeront pas et que les deux antres iront se placer en {e^ e'i), (^i, ^'i). 

626. Foyers de la section en véritable grandeur. — Les points de contact du plan PaP' avec 
deux sphères tangentes à ce plan et inscrites au cylindre, sont, d'après le théorème de DANDStoi et 
QuETELET, les foycrs de la section ; Tun deux, f, /*, seulement a été construit sur notre épure ; son 
rabattement y est également figuré en /*£, fi, 

627. Directrices de la section en Téritable grandeur. — Toujours d'après le même théorème, 
ces droites seront les rencontres de PaP' avec les plans des courbes de contact du cyUndre donné et 
des sphères auxiliaires qui servent à la construction des foyers. L'une des directrices seulement est 
figurée, par sa projection verticale (t et son rabattement €fi,(f i, sur notre épure. 

628. Développement da cylindre. — Ouvrons le cylindre suivant la génératrice b, b'b'i^ pour 
le dérouler sur le plan vertical, en plaçant la transformée de sa base, qui est évidemment rectiligne, 
sur la ligne de terre. 

Le développement du cylindre est un rectangle de base p^ égale à la longœar de la circonférence 
a i bj et dont la hauteur jSj3i n'est autre cpie celle du cylindre. 

On peut calculer pp"\ mais il est fiéquemment plus commode d'opérer par la méthode graphique 
qui suit : Une valeur du nombre ir approchée à un demi-centième près, par excès, est V^-fi^S ; on 
peut donc prendre pour valeur approximative de la circonférence • 

2R(/2 + /3), 

qui n'est antre chose que le double de la somme du côté du triangle éqmiatéral et du côté du carré 
tous deux inscrits dans la base. 

Après ce que nous venons de dire, la construction rapide de pff' et, par suite, celle du développe- 
ment du cylindre n'a plus de difficulté. 

629. Constmctton d'un point quelconque de la transformée de la section. — Opérons toujours 
sur le point projeté en m, m' ; nous le déterminerons par son abscisse curviligne bm prise, à parfir 
de l'origine i, sur la base du cylindre, et par son ordonnée rectiligne comptée sur la génératrice de 
ce même cylindre; cette ordonnée, dans sa véritable grandeur, est ici égale à mWt« 

On devra donc rectifier, attendu que la longueur d'une ligne est égale à celle de la trans- 
formée (§ 618, 1*"), l'arc bm en jS^/ii^, et prendre, sur une perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par (a^, une longueur [/.^^t égale à wl^^. Le point m^ m! se place ainsi en fx, sur le dévelop- 
pement. 
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On construira, de la môme façon^ un nombre de points suffisant pour déterminer la transformée 
de Ja section. 

Pour rectifier Tare bm en ^"^y on lui substitue une ligne brisée inscrite, que Ton déroule, 
à partir de p"^ sur la ligne de terre. Il est un moyen plus simple et plus exact d'opérer le déroulement 
des arcs; il consiste à choisir les points dont les projections horizontales partagent le cercle de base 
en un certain nombre de parties égales; après quoi, pour obtenir d'un seul coup toutes les abscisses 
curvilignes déroulées, il suffira de diviser en un même nombre de parties égales la longueur p^ 
préalablement déterminée par Tune des méthodes données plus haut. 

630. Tangente en un point quelconque de la transformée. — Nous choisirons le point ^ En 
appuyant notre tracé sur le théorème fondamental (§ 618, 2"* ), on voit qu'il suffira de reproduire 
en |A Tangle^ dans sa véritable grandeur^ de la tangente en rriy m! avec les génératrices du cylindre; 
nous engagerons cet angle dans un triangle que nous reproduirons en vraie grandeur sur le 
développement 

Après avoir fait observer que la trace horizontale de la tangente se fait au croisement t des droites 
m/i,aP, il est naturel de recourir, pour construire Tangle en véritable grandeur, au triangle de l'espace 
Mm^ rectangle en m: déjà, sur le développement, p^xs représente la transformée de Mm; il reste 
alors simplement à reporter, sur la ligne de terre et dans un sens que l'examen de la figure permet 
facilement de déterminer, la longueur mt en ^%t, et de tirer la droite t^a, qui sera la tangente 
cherchée. 

631. Points le plus haut et le plus bas de la transformée. — Aux sommets (a, e')y (6, g^) du 
grand axe, les tangentes à l'ellipse forment avec les génératrices du cylindre un angle droit, les 
points cherchés sont donc, attendu que cet angle droit doit se reproduire sur le développement, 
ceux c, 7i, y\ que ces sommets déterminent. 

632. Points d'inflexion de la transformée et tangentes en ces points. — En (i, w')» l/» »0 l^s 
plans tangents au cylindre sont parallèles au plan yertical et perpendiculaires^ par suite, au plan 
sécant PaP'; le théorème du paragraphe 619 leur est donc applicable; par conséquent^ leurs points 
cor/'espondants wu »3 sont les points d'inflexion de la transformée. 

Pour trouver la tangente à la transformée en «ua, il suffit de mener en ce point une droite qui 
s'incline sur la verticale d'un angle égal à celui des génératrices du cylindre et de la tangente à la 
courbe de l'espace en t, «>', or ce dernier est projeté dans sa véritable grandeur en a»'y, la tangente 
se peut donc simplement obtenir en menant par «>s une parallèle wiir à «P'. La symétrie de la 
figure par rapport à la verticale du point c, permet de construire très simplement la tangente au 
second point d'inflexion »i. 

633. La transformée est une sinusoïde. — Nous chercherons, pour le prouver, l'équation du 
lieu du point |x. 

Prenons pour origine le point d'inflexion «>i et pour axes ws^, tà^y respectivement parallèles à la 
ligne de terre et aux génératrices du cylindre. 

Figurons les coordonnées du point }$, et désignons-les par x et y. 

Désignons encore par ^ Tangle du plan PoiP' avec l'horizon et par R le rayon du cylindre. Prolon- 
geons les droites mm'y mm^i la première jusqu'à sa rencontre m'savec Q'; l'autre jusqu'au point k 
où elle croise ij. Tout cela entendu, nous aurons, d'une part : 

— y = p^ = mlniz = m'a»' tang y = wiA tang ç> = Il sin mtùk tang y, 
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OU encore 

/4\ u • arc m. 

(1) — .y=Rsin — -— t ng^. 

IV a 

D'autre part, nous aurons oncore : 

(2) — X = «a/Xi = arc I m. 

En éliminant l'arc nw entre (1) et (2) on trouve enfin 

y = R tang y sin ^ , 

qui est Téquation du lieu; elle est de la forme 

y == c sin c'x; 

c'est donc bien Téquation d'une sinusoïde. 

C'est à cause de son intervention dans une importante épure de la coupe des pierres (pont 
biais — appareil liéliçoîdal); que nous avons étudié avec tous les détails qu'il comporte le présent 
problème. 

634. Problème. — Construire : 1** les projections et la vraie grandeur de la section droite d'un cylindre 
quelconque ; 2^ le développement du cylindre^ les transformées de l'une de ses bases et de sa section par un 
plan quelconque. — Les divers points de la figure à développer seront, comme pour le problème 
précédent, mis en place au moyen de deux coordonnées comptées : Tune sur les génératrices du 
cylindre, l'autre, sur une courbe de la surface ayant une transformée facile à construire. Cette courbe 
sera la section droite du cylindre, dont la transformée est une droite perpendiculaire aux trans- 
formées des génératrices. Il y a donc toujours lieu de construire, antérieurement au développement, 
la section droite du cylindre. 

CONSTRUCTION DE LA. SECTION DROITE D'UN CYLINDRE UELCONQUE 

635. Adoptons, pour donner à l'épure un plus grand intérêt, un cylindre dont l'une des bases 
sera un cercle abcd (fig. S&9j pi. XLII) situé sur le plan horizontal de projection; d'ailleurs, les 
raisonnements, en ce qui concerne le principe de la construction du développement, seront indé- 
pendants de la forme particulière attribuée à la base. 

Afin d'achever la détermination du cylindre nous donnerons, en outre, la projection horizontale at' 
de l'une de ses génératrices et la cote du point de cette ligne dont u est une projection : on a encore, 
pour éviter de charger l'épure de lignes inutiles à son explication, fait passer la droite au par le 
centre o du cercle donné. 

Pour appliquer commodément la méthode du paragraphe 571, plaçons la ligne de terre xy dans 
une position parallèle à la projection horizontale des génératrices du cylindre et projetons vertica- 
lement les points a, u : le premier en a', sur xy; l'autre en u', à la cote donnée. En unissant a\ u' 
nous obtenons l'une des lignes du contour apparent vertical du cylindre; l'épure suffit pour indiquer 
la construction de l'autre ligne de ce contour. 

Après avoir abaissé d'un point p, placé dans une position arbitraire sur xy, des droites respecti- 
vement perpendiculaires aux projections au, aV de la génératrice, nous aurons les traces P/^P' du 
plan de la section droite. 
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La projection venicale de cette section est immédiatement donnée par le segment a'^cf^ de P^ 
compris dans le contour apparent vertical du cylindre. 

636. Projection horizontale d'un point quelconque de la section droite. — Plaçons, dans une 
position arbitraire sur aV'i> i^ projection verticale m'i d'un point de la section droite et construisons 
successivement : la projection verticale m'im' de la génératrice qui passe par le point choisi; les 
traces horizontales m, k des deux lignes qui correspondent à cette projection verticale; les projections 
horizontales g, g^ de ces lignes; enfin les points nti^ ki qui se trouvent à la rencontre de la ligne de 
rappel issue de m\ et des droites g, gi. 

Ces points mi, k^y ainsi construits, sont deux quelconques des points de la projection horizontale 
de la section droite. On construira* pareillement autant de points qu'il en faut pour tracer avec 
exactitude la projection horizontale de la section droite, ou plutôt son rabattement^ qui seul inter- 
vient dans la détermination de la transformée de cette section. 

637. Construction de la tangente à la section droite. — Cherchons la projection horizontale 
de la tangente en mi,m'i; le plan tangent suivant la génératrice w!m\y mnii a pour trace horizontale 
la tangente R, en m, au cercle de base ; par la rencontre ^ de R avec P, on a la trace horizontale de la 
tangente; la projection horizontale cherchée s'obtient donc en tirant la droite mit. 

638. Sonunets de la projection horiiontale. — En premier lieu^ nous voyons que le plan de 
front conduit par l'axe du cylindre est évidemment un plan de symétrie de la section et de sa 
projection horizontale; il en résulte que les projections horizontales Oi, Ci des deux points (^i, a'i), 
{piy ^i)> de celle section, placés dans ce plan, sont les projections horizontales de deux des sommets 
et deux sommets de la projection horizontale. 

En second lieu, nous voyons qu'aux points {di^ bW ibifb\) de la section, placés sur le contour 
apparent horizontal du cylindre, les tangentes sont, dans l'espace et en projection horizontale» 
respectivement parallèles à l'axe de Tellipse aiCu a^c^i et à l'axe aiCi de sa projection horizontale. 
11 suit de là que les points 6i, di sont tout à la fois, les projections horizontales des deux autres 
sommets et les autres sommets de la projection horizontale. 

639. Vraie grandeur de la section droite. -* On rabat le plan VpP' sur le plan horizontal. En 
opérant sur le point mi, m\ on trouve : 1^ au point M'i, oh se fait Tun des croisements de xy avec 
un arc de cerclé ayant p pour centre et m!i pour l'un de ses points de passage, le rabattement de la 
projection verticale du point choisi; 2* par le croisement de deux droites, Tune dans le prolongement 
de g, l'autre perpendiculaire à la ligne de terre et passant par M'i, le rabattement Mi du point 
considéré. 

Par des traces semblables, on a pu figurer sur l'épure les sommets Ai, Bi, C|, Di de l'ellipse 
rabattue. 

La trace t de la tangente en mi, m\ demeure fixe lorsqu'on rabat la figure, conséquemment la 
droite qui unit ce point à Mi est la tangente au rabattement en ce môme point M|. 

640. Section par un plan oblique quelconque Q^Q'. -— Construction d*un point quelconque 
de la section. — Les surfaces auxiliaires seront des plans de front passant par les génératrices qui 
ont déjà servi à la détermination de la section droite. 

Celui qui passe par la génératrice mmu rn'm\ rencontre Q en n, n! et Q^Q' suivant la droite de 
front projetée horizontalement sur g^ verticalement sur la parallèle menée à Q' par vf. 

La rencontre n'i, ni de celte ligne de front avec la génératrice w!m\, fimii est un point de l'inter- 
section cherchée. 
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641. Constmction de la tangente. — Le croisement h^ des traces horizontales Q, R, est la 
trace horizontale de la tangente cherchée, cette trace a pour projection verticale A'; les projections 
de la tangente sont donc Ani, h'n'i. 

642. Diamètres conjugués de la projection verticale. — En opérant sur les deux plans auxi- 
liaires de front qui touchent le cylindre et sur celui qui passe par son axe, comme on l'a fait pour 
un plan auxiliaire quelconque, on trouvera sur le plan vertical les points r'i, tfxy /'i, f^. Les deux 
premiers sont des points limites en lesquels, d'après la propriété générale connue (§ 579), les 
tangentes sont r'Ki, iff^i ; les deux autres sont les points du contour apparent en projection verticale, 
ils ont donc pour tangentes les lignes c'/'i, o!V^ qui forment ce contoui*. 

Il en résulte que les droites l\f^^ t^ir'i parallèles respectivement aux côtés du parallélogramme 
1'2'3'4' circonscrit à la projection verticale de Tellipse que nous construisons, sont deux diamètres 
conjuguas de cette projection. 

Après avoir déterminé, par le procédé indiqué plus haut, un nombre suffisant de points delà 
projection verticale de la section cylindrique, on a fait passer par ses points un trait continu, atia de 
représenter la projection verticale de Tellipse de section. Quant à la projection horizontale, inutile 
au tracé du développement, on ne Ta point déterminée; on eût également pu se dispenser de tracer 
la projection verticale de la courbe, à la condition, bien entendu, de construire ses points, seuls 
utiles k l'exécution du développement. 

643. Développement du cylindre., — Dans les tracés que nous venons d'exécuter, tout a été 
disposé non seulement en vue de réduire ces tracés eux-mêmes ; mais encore, et surtout, pour obtenir 
immédiatement les éléments nécessaires aux constructions ultérieures. Effectivement, les abscisses 
curvilignes des points se relèveront directement sur l'ellipse Ai6|G|D|, et deviendront reclilignes 
après le développement; les ordonnées rectilignes, comptées sur les génératrices du cylindre, seront 
encore rectilignes sur le développement, et, en outre, elles se projettent verticalement dans leur 
véritable grandeur. 

En insistant sur les avantages que présente le groupement des constructions de l'épure qui nous 
occupe, nous voulons appeler l'attention du lecteur sur ce point qu'il faut toujours, avant d'aborder 
l'exécution des divers tracés qui constituent une épure, l'étudier dans son ensemble, afin de réduire 
sa construction et de faciliter sa lecture. 

644. Transformée de la section droite. — C'est, on Ta déjà dit, une ligne droite perpen- 
diculaire aux transformées des génératrices; nons la placerons, pour rendre plus facile la lecture de 
Fépure, sur le prolongement de P'. 

En supposant le cylindre ouvert suivant la génératrice oai, a'rfi, le point «i, a'i se dédoublera: 
donnons-nous d'abord, dans une position arbitraire sur V, l'un ai des points qu'il détermine sur le 
développement, après quoi, nous prendrons a'i|3t égal à l'arc AiBi rectifié : pour rectifier cet arc on 
le remplacera par une ligne brisée. Cela fait, on complétera le développement de la section droite 
en portant au delà de (3|, en piti^ytii^iitt'i» trois fois la longueur rectifiée^ a'ij3f, du quart de l'ellipse 
de section droite. 

645. Transformée de la base et de la section oblique. Constructions simultanées d*nn 
point de chaque transformée. — Opérons sur les trois points («i, «',), (m, m'), (ni, n\), le 
premier devant servir à obtenir l'abscisse commune aux deux antres. 

Pour m,, m\ on prend, entre 71, èi et à partir de yi, une longueur égale à Tare CiM|, que l'on 
rectifie en remplaçant toujours Tare par one ligne brisée inscrite. On trouve ainsi le point^^pi. 
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Passons à la rechercbe des ordonnées; elles son 
en m\m', m\n\. La mise en place des points cherc 
perpendiculaire menée, à V, par ^, avec deux 
points m', n\. On trouve ainsi : 1* un point queU 
2* lin point aussi quelconque vi de la transTornit 

646. Tangente en an point de la transformé 
il suffit de tracer une droite inclinée sur ^, d'un s 
dans le plan tang6nt dont la trace horizontale est R, 
de même nom est la projection horizontale d'un tria 
dessiner en véritable grandeur et dans une position 
rectangle en nii, m'i, l'un des cAtés ds l'angle droit 
sa véritable grandeur, en fj^i, et la vérilable grar 
à son rabattement M|^ 

En portant sur P*, dans un sens Tacile à détermi 
enfin la droite fti, on a la tangente cherchée. 

647. Tangente eu nu point de la transforméi 
viui un anjile égal à celui de la tangente en n,, n\ av 
construire, le point de rencontre de la tangente en 
section droite en m,, m'^^, ce point a pour projeclio 
section droite, au point E,. 

L'angle eA,mi est la projection horizontale de ce 
penaent ; nous le ferons en construisant la véritable 
l'angle droit sont la vraie grandeur du segment de 
celle du segment de la tangente à la section droite ( 

Le premier de ces cAtés se trouve déjà mis en plai 
sa véritable grandeur égale à la droite MiBi ; d'où 1 
en reportant, dans un sens que l'on détermine enc 
sur r„ en fiK,, et en tirant enfin la droite qui va di 

648. Points les pins éloignés et les plus vois 
en lesquels l'ordonnée est maximum ou liiinimui 
parallèles à a'ia*|. En ce qui concerne la base abet 
aux points a, c les tangentes à la hase sont perpend 
mis en place sur les développement, déterminent i 

Pour la section située dans le plan Q^Q', on I 
rencontre des plans (P/jP'), (O^Q'). qui est la droit< 
nous cherchons, perpendiculairement aux générati 
tangentes à la ligne de rencontre du cylindre et di 
dont on vient d'indiquer le tracé (609); enfin, 3* 
pemenl à ces contacts. 

649. Points d'inflexion des transtormées et ta 
correspondants ceux en lesquels.le plan tangent au t 
considérée (§ 619). Pouç la base, on les trouver 
points 6, d, qui viennent en p, 3. Au point d, d. 
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lèl(! à xy, menée par i, est une 

ie. 

|uets le plan tangent au cylindre 

truisons sa trace horizontale S; 
0?Q' et parallèle aux génératrices 

elles seront les traces horizontales 

la section appartenant aui géné- 

pement, en j>i, ft, les points de la 

itesen ces points se construiraient 

pparentfl. — Ces points, projetés 
liots de la courbe, placés sur le 
extrémités de la partie utile de 

t aisément, la première parallèle 
à la direction des projections ver- 

là de leurs extrémités utiles, on 
le )); de même pour les autres 



demande de construire : 1* les pro- 
développement de la turface ; 3' la 

nnés {fig. 370, pL XLII) : tes pro- 
e plan sécant PaP*, que l'on peut 
rpendiculaire au plan vertical, 
it que le pian sécant ne rencontre 

- On prend les projections ^e', « 
;ontre e'|,e,, avec le plan donné, 
projection verticale commune, on 
'on a déterminé, k l'aide du tracé 
i que e,, e',. 
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Passons à la recherche des ordonnées; elles sont en vraie grandeur sur la projection verticale 
en m'im'y m\n\, La mise en place des points cherchés se fera donc en prenant les rencontres d'une 
perpendiculaire menée, à P', par in, avec deux parallèles à cette môme droite P' issues des 
points m', n\. On trouve ainsi : 1" un point quelconque ^ de la transformée de la base abcd^ et 
2^ un point aussi quelconque vi de la transformée de la section oblique. 

646. Tangente en un point de la transformée de la base. — Pour obtenir la tangente en ;«, 
il suffit de tracer une droite inclinée sur ^a^ai d'un angle égal à la vraie grandeur de celui qui^ situé 
dans le plan tangent dont la trace horizontale est R, se projette horizontalement en mxmt\ le triangle 
de môme nom est la projection horizontale d'un triangle que l'on peut, afin d'obtenir l'angle cherché, 
dessiner en véritable grandeur et dans une position convenable, sur le développement. Ce triangle est 
rectangle en mi, m'i, l'im des côtés de l'angle droit se trouve déjà placé sur le développement dans 
sa véritable grandeur, en ^z^/i, et la véritable grandeur de l'autre côté de l'angle droit est égale 
à son rabattement Mi^. 

En portant sur P', dans un sens facile à déterminer^ la longueur en pur égale à /iM, et en tirant 
enfin la droite fxT, on a la tangente cherchée. 

647. Tangente en un point de la transformée de la section, -r La tangente en vi fait avec 
vi/Ai un angle égal à celui de la tangente en ni, n'i avec les génératrices du cylindre. Prenons, pour le 
construire, le point de rencontre de la tangente en rii, n'i à la section oblique, avec la tangente à la 
section droite en mi, m\'y ce point a pour projection horizontale e] il se rabat, avec la tangente à la 
section droite, au point Ei. 

L'angle enimi est la projection horizontale de celui que nous cherchons à placer sur le dévelop- 
pement ; nous le ferons en construisant la véritable grandeur du triangle rectangle dont les côtés de 
Tangle droit sont la vraie grandeur du segment de génératrice projeté horizontalement en mini et 
celle du segment de la tangente à la section droite dont la projection horizontale se fait sur ni|«. 

Le premier de ces côtés se trouve déjà mis en place sur le développement en fuyi; l'autre est dans 
sa véritable grandeur égale à la droite MiEi; d'où l'on déduit, que la tangente est la droite obtenue 
en reportant, dans un sens que l'on détermine encore par l'examen de la figure, la longueur MiEi, 
sur Pi, en piCi, et en tirant enfin la droite qui va de n à vi. 

648. Points les plus éloignés et les plus voisins de la section droite. — Ce sont les points 
en lesquels l'ordonnée est maximum ou minimum; leurs tangentes, sur le développement^ sont 
parallèles à a'ia%. En ce qui concerne la base abcd^ on les obtient très simplement; efi'ectivement 
aux points a, c les tangentes à la base sont perpendiculaires aux génératrices; par suite, ces points, 
mis en place sur les développement, déterminent ceux a, ad', y que nous voulions construire. 

Pour la section située dans le plan Q^Q', on les trouverait facilement en déterminant : !<> la 
rencontre des plans (P/^P')} (Q^QO^ ^^^ ^^^ ^^ droite du plan Q^Q' dirigée, comme les tangentes que 
nous cherchons, perpendiculairement aux génératrices du cylindre ; S"" les points de contact des 
tangentes à la ligne de rencontre du cylindre et du plan Q^Q', menées parallèlement à la droite 
dont on vient d'indiquer le tracé (609); enfin, 3"* les points qui correspondent, sur le dévelop- 
pement à ces contacts. 

649. Points d'inflexion des transformées et tangentes en ces points. — Ils ont pour points 
correspondants ceux en lesquelsle plan tangent au cylindre est perpendiculaire au plan de la courbe 
considérée . (§ 619). Pour la base, on les trouvera donc en plaçant sur le développement les 
points 6, d^ qui viennent en p, B, Au point d, d ^ la véritable grandeur de la tangente à la base 
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avec la génératrice est égale à b\d*m'; il s'ensuit que la parallèle à xy^ menée par i, est une 
des tangentes d'inflexion. 

L'autre s'obtient^ comme on peut le voir sur l'épure, par symétrie. 

Pour la section, on construira les points de cette courbe en lesquels le plan tangent au cylindre 
est normal au plan Q9Q', dont on prendra les transformées. 

Nous allons simplement énumérer les tracés : 

1^ Par t/, ti' menons une perpendiculaire au plan QqQ' et construisons sa trace horizontale 6; 

2o Figurons la trace horizontale aO d'un plan perpendiculaire à QqQ' et parallèle aux génératrices 
du cylindre; 

S"" Menons^ dans la direction ad, des tangentes Ui, Ut à la base; elles seront les traces horizontales 
des plans tangents au cylindre perpendiculaire à Q^Q'. 

4® Construisons les projections verticales f^i^ f't des points de la section appartenant aux géné- 
ratrices de contact de ces plans tangents; 

5® En opérant comme pour vi, mettons en place sur le développement, en ^ i, 71, les points de la 
section qui se projettent verticalement en f'ijf'%> 

Les points 71, t^ sont les points d'inflexion cherchés; les tangentes en ces points se construiraient 
comme viti. 

650. Transformées des points placés sur les contours apparents. — Ces points^ projetés 
verticalement en s'i, r'i, /'i, /'a, ont été, comme les autres points de la courbe, placés sur le 
développement en «n, pu >>i) >2« X"s, ces deux derniers sont les extrémités de la partie utile de 
la courbe. 

Les tangentes & la transformée aux points ?', p' sont, on le voit aisément, la première parallèle 
à Q', l'autre parallèle à une droite symétrique de Q' par rapport à la direction des projections ver- 
ticales des génératrices du cylindre. 

651. Points parasites. — Four continuer les courbes au delà de leurs extrémités utiles, on 
placera à la suite de Vs» par exemple^ l'arc utile qui précède ><; de môme pour les autres 
points extrêmes. 

DÉVELOPPEMENT DU CONE 

652. Problème. — Un cùne droit de révolution étant donnée on demande de construire : 1* les pro^ 
jections et la vraie grandeur de l'une de ses sections elliptiques; 2* le développement de la surface ; 3* la 
transformée de la section, 

!• Section elliptique du cùne droit de révolution. — Soient donnés (fig. 370, pi. XLII) : les pro- 
jections 5, s' du sommeldu cône, sa trace horizontale a 6c d et le plan sécant PaP', que Ton peut 
toujours, par une rotation autour de l'axe de la surface, rendre perpendiculaire au plan vertical. 

653. Genre de la section. — A l'inspection de la figure on voit que le plan sécant ne rencontre 
qu'une nappe du cône et le coupe, par suite, suivant une ellipse. 

654. Construction d'un point quelconque de la section. — On prend les projections s'e', se 
d'une génératrice quelconque du cône; puis on cherche sa rencontre e^^dy avec le plan donné. 
En ayant soin d'employer des couples de génératrices ayant une projection verticale commune, on 
trouve, en môme temps, deux points de la courbe. C'est ainsi que l'on a déterminé, à l'aide du tracé 
que la figure indique suffisamment, le point *i, e'i en môme temps que f,, e'i. 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. _ 3g 
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655. Projection horizontale de la tangente en un point de la section. — Adoptons le point 
^1, fi'i; la trace horizontale du plan tangent conduit par ce point est la tangente Q à la base du cône, 
menée par e^ elle rencontre P au point f qui est ia trace horizontale de la tangente ; la droite qui 
unit les points t, Ci est la projection horizontale de la tangente demandée. 

656. Points situés dans le plan de profil conduit par Taxe. — La construction générale est en 
défaut en ce qui concerne les projections horizontales de ces points. 

On les construit facilement en adoptant un plan horizontal auxiliaire conduit par la projection 
verticale g' de ces points. Ce plan coupe le cône suivant un parallèle dont K, h est un point de 
passage et dont la projection horizontale a son centre en s; on trace la projection horizontale 
de ce cercle et on prend ses rencontres ^i, g^ avec la trace de môme nom du plan de profil considéré. 
Les points {g', gt), {g\ g^) sont ceux qu'il fallait construire. 

657. Sommets de la projection horizontale et projections horizontales des sommets. — Ceux 
de Taxe focal se projettent, à cause de la symétrie de la figure, en (ai, û'i), (ci. c'i). 

Quant aux deux autres sommets, ils se projettent sur le plan vertical, comme le centre de la 
surface^ au milieu o' de a'ic'i; pour trouver leurs projections horizontales on construit les deux géné- 
ratrices dont la projection verticale passe par o' et on opère sur elle comme au paragraphe -654. On 
trouve ainsi les sommets («i, o'), (st^o'). 

658. Foyers et directrices de la projection horizontale. — L'un des foyers de la pro- 
jection horizontale est la projection s du sommet du cône (§ 491); la directrice correspon- 
dante ri?*2 se trace en projetant horizontalement l'horizontale du plan Pp9' de môme cote que le 
sommet s, 5'. 

L'autre foyer et l'autre directrice s'obtiendraient facilement à l'aide de la symétrie que présente 
la figure. 

659. Foyers et directrices de la section. — Le théorème de Daudelin permet de les déter- 
miner; il suffit de construire une sphère tangente au plan et inscrite au cône pour trouver immé- 
diatement, en son point de contact avec le plan, le foyer /", /*'. Le plan de la courbe de contact de 
la sphère et du cône est horizontal^ il a pour trace verticale ff et rencontre P/>P' suivant la directrice 
u\ UiU^ qui correspond au foyer f, f. La seconde sphère inscrite au cône et tangente au plan don- 
nerait facilement l'autre foyer et l'autre directrice. 

660. Traie grandeur de la section. — En rabattant le plan PpP' sur le plan vertical, on a 
successivement construit les éléments de la vraie grandeur de l'ellipse de section qui suivent: 

1® L'un quelconque des points de cette ellipse, en Et; le rabattement T de la trace horizontale de 
la tangente correspondante, d'où Ton a déduit celui TEi de la tangente au point Ei; 

i!" Les rabattements A|, Si, Ci, S^ des quatre sommets de l'ellipse cherchée; celui de l'un de ses 
foyers Ft et, enfin, celui de la directrice correspondante UiUa. 

Le second foyer F2 a été construit en prenant le symétrique de Fi par rapport au centre du 
jabattement. 

Avec ces éléments rien n'est plus simple que de tracer l'ellipse. 

661. Développement du cône. — Nous ouvrirons le cône suivant la génératrice <a, 5'a', et nous 
construirons le développement de la portion de sa surface comprise entre le sommet et le pian 
Jhorizontal. Ce développement et un secteur wol' {fig. 371, pi. XLII) dont le rayon est égal à la vraie 
grandeur s'a' de l'arête du cône et dont nous allons calculer l'angle au centre 090!', 

Soit 6 la mesure de cet angle, en prenant le degré pour unité. 
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On peut aussi mesurer ce même angle par l'arc oya ' dont la longueur, en appelât H le rayon du 
cercle de base du cAne, est égale à 2irR. 
Cela posé, en désignant par / la longueur de l'arête latérale du cône, nous aurons 

e _36» 

d'où l'on tire 

6 = 360 5^. 

Formule qui permet de calculer l'angle au centre du secteur. 

On peut également limiter la base du secteur en inscrivant une ligne brisée dans le cercle de base 
du cône, dont les côtés seront ensuite portés, comme corde, successivement et bout à bout, sur 
l'arc de base du secteur. 

662. Construction d'un point quelconque de la transformée et de sa tangente. — Four 
obtenir un quelconque des points de la transformée on prend l'arc ac égal à l'arc ae, et on tire la 
droite ac, sur laquelle il faut encore porter, à partir de a, une longueur égale à sei, sVt, en véri- 
table grandeur. Cette longueur s'obtient en amenant la génératrice qui passe par le point considéré, 
à Taide d'une rotation autour de Taxe du cône, sur Tune 8*a\ sa des génératrices de front de cette 
surface: le point SjS\ ne bouge pas; e'^ se déplace sur une parallèle à xy, et s'arrête en e'% 
sur «'a'. 

La vraie grandeur cherchée est «V^; on la portera ensuite en (m, et on aura le point ci que Ton 
voulait construire. 

Pour déterminer la tangente en ce point, on mène par le point c, à la base du secteur, une 
tangente, sur laquelle on prend, dans un sens que l'examen de la figure indique, la longueur cr 
égale à et; après quoi il n'y aura plus qu'à unir les points t, ei pour avoir la tangente demandée. 

663. Points le plus éloigné ou le plus voisin du sommet du cône. — Aux sommets au 
grand axe (ai, o'i), (C|, c'i), les tangentes à l'ellipse sont perpendiculaires à la génératrice du cône; 

^ il en résulte que la distance de ces points au sommet du cône est maximum ou minimum ; cette double 
propriété se conservera sur le développement; elle aura donc également lieu pour les points a^, yi, a"^^ 
qui correspondent aux premiers et que l'on a obtenus par le tracé général. 

664. Points d'inflexion de la transformée. — Il faut d'abord chercher les points de la section 
en lesquels le plan tangent au cône est normal à P;>P' (§ 619). 

Dans le cas d'un cône quelconque, on mènerait par le sommet du cône une perpendiculaire au 
]^lân sécant et par cette perpendiculaire des plans tangents au cône ; les points de croisement des 
génératrices de contact et du plan de la section seraient ceux qui, transportés sur le développement, 
donneraient les points d'inflexion de la transformée de la section. 

Dans le cas qui nous occupe, la surface est à la fois développable et de révolution, on peut, consé- 
quemment, substituer avec avantage aux plans tangents leurs normales qui passent par les poiùts 
demandés. Nous chercherons alors lés pieds, sur la surface, des normales à celle-ci placées dans le 
plan PpP. 

L'axe du cône perce le plan PpP' au point g\ s qui n'est rien autre chose que Le point de rencontre 
des normales inconnues avec cet axe. Abaissons de g^ une perpendiculaire à <'a', et, par son pied m\ 
menons une perpendiculaire à l'axe, que nous prolongerons jusqu'à sonpointde rencontre n' avec 9'c'; 
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le parallèle dont mV est la projection verticale peut servir de base au cône des normales qui contient 
celles que nous cherchons. On en déduit que la projection verticale des normales cherchées est ;'/' , 
les pieds de ces lignes sur P/7P' ont pour projection verticale commune /'. Tout se réduit actuel- 
lement à construire, par la méthode générale donnée pour un point quelconque, les projections 
horizontales /i, U des points de la section qui ont /' pour projection verticale, et à mettre en place 
ces points (/i, /'), (/s, /') sur le développement, en Xi, X^; ces derniers seront les points d'inflexion 
de la transformée. 

Discussion. — Désignons par y le demi-angle au sommet du cône donné et par B l'inclinaison 
du plan P/>P' sur l'horizon; l'angle des génératrices du cône des normales avec le plan horizontal 
sera, évidemment, égal à y. Trois cas sont à examiner, savoir : 

1^ Le plan P/>P' coupe le cône des normales; il y a alors deux points d'inflexion et l'on à y < ^; 

2o Le plan P/9P' est tangent au cône des normales; nous sommes alors dans le cas exceptionnel 
indiqué au paragraphe 619; il n'y a pas de point d'inflexion, ou plutôt, il y en a deux confondus 
en un seul sur la figure. L'arc >|X2 (fig. 371, pU XLIl) deviendra nul et la courbe ne présentera 

aucune inflexion apparente. Dans ce cas 

y = B; 

3^ Le plan Pp?' est extérieur au cône des normales; il n'y a pas alors de poiiU d'inflexion, 
et l'on a 

665. Problème. — Étant donné un cône droit de révolution^ on demande; 

1« De construire les projections et la waie grandeur de l'une de ses sections hyperboliques. 

2* De faire le développement de la surface et d'y tracer la transfonnée de la section. 

Les projections du sommet du cône sont en s, 5' (Jig, 372, pi. XLIK), sa trace horizontale est le 
cercle de centre s et de rayon sa; enfin, le plan sécant, que l'on peut toujours rendre perpen- 
diculaire au plan vertical, se trouve déterminé par ses traces PpP' : on a choisi, afin que la section 
soit une hyperbole, un plan rencontrant les deux nappes du cône. 

Construction d'un point quelconque de la section. — On ne doit pas, comme dans le cas de 
l'ellipse, construire les points par la rencontre des génératrices du cône. et du plan PpP', attendu 
que cette rencontre se fait ici sous un angle très aigu, et conduirait à une épure fort peu exacte. 

Nous adopterons des plans auxiliaires horizontaux, deux à deux équidistants du sommet; l'un des 
couples R', R'i de ces plans coupera la droite «V, se en (d', d) {d\^ e/i), et le cône suivant deux 
circonférences égales, dont les projections verticales seront respectivement des parties de R', R'i^ 
dont les projections horizontales se feront sur une môme circonférence de cercle ayant pour centrer, 
et pour l'un de ses points de passage d. On tracera cette circonférence et les projections horizon- 
tales e^e^^ fif% des rencontres des plans auxiliaires avec P/>P'; puis on prendra les points ^1, g^t 
A'i, A:a communs à ces lignes, qui seront quatre points de la projection horizontale de l'hyperbole. 

La tangente se construirait comme dans le cas de l'ellipse. 

666. Sommets. — Foyers. — Directrices. — Les constructions de ces éléments de l'hyperbole 
sont les mômes que celles que nous avons longuement expliquées pour Tellipse. 

667. Asymptotes de la section. — Il faut recourir au tracé général (§ 586). Tout d'abord on 
mène par Sy s' un plan Q9Q' parallèle à VpV ; puis on détermine les rencontres (^q^ sm), {s'q^ smi) 
du cône et du plan Q^Q', ces droites sont les génératrices du cône contenant les. points à l'infini 
de la section, en d'autres termes, ce sont les directions asymptotiques de la section. 
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Après quoiy on devi*a chercher les tangentes à la section menées par les points à llnfini des 
directions asymptotiques. Un point de passage de chacune de ces tangentes s'obtiendra en menant 
les tangentes à la base du cône aux point m^ mi et en prenant leurs rencontres n, rti avec Pp. 

Les asymptotes ont pour projections horizontales dei parallèles à m$, m|5 menées, respec- 
tivement, par les points n, tii; elles doivent, si l'épure est exactement faite, se couper au centre de 
la projection horizontale de la courbe, c'est-à-dire au milieu w de la distance aiCi des sommets 
réels de la projection horizontale de l'intersection. 

668. Vraie grandeur de la section. — Gomme pour l'ellipse, on a rabattu le plan P/>P' sur le 
plan vertical, seulement, pour plus de clarté dans l'épure, on a dû transporter préalablement le 
plan PpP parallèlement à lui-même en PiPiP'i. 

Indiquons la construction pour un point quelconque e'y gi : par ^i on mène une parallèle à la 
ligne de terre, qui rencontre Pi au point gf\; de pi comme centre on décrit un arc de cercle 
passant par gî'^ dont on prend la rencontre G"i avec le rabattement de Pi : ce rabattement n'est 
autre que la perpendiculaire Pi menée à Pi, par pi; on prend la rencontre Ei des droites P\ 
R'i et on tire en6n par les points G"i, Ei deux droites respectivement parallèles et perpendicu- 
laires à P'i. Le point cherché est au croisement £" de ces droites. 

On a opéré de même pour les autres points. 

669. Développement du cône; transformée de la section hyperbolique. — On a déjà expliqué 
la construction du développement du cône et celle des divers points de la transformée d'une courbe 
tracée sur sa surface. 

Nous ferons observer seulement que le cône étant supposé ouvert suivant la génératrice se, s'c\ 
la branche supérieure de l'hyperbole se trouve divisée sur le développement, que, par suite, le 
sommet (/i, ci se dédouble en yi, yi et qu'en ces points les tangentes sont respectivement per- 
pendiculaires aux deux positions de la génératrice dédoublée. 

670. Point d'inflexion. — C'est la construclion déjà donnée pour l'ellipse que l'on a de nouveau 
appliquée; sans reprendre les explications, donnons la succession des tracés : PaP' rencontre l'axe du ' 
cône donné au points, s\ qui est le sommet du cône des normales; on en déduit les points (/', /t) 
(/', /s) en lesquels le plan^PaP' est normal au cône; pour les placer sur le développement on tire 
les droites hs, 1^$, qui sont les projections horizontales des génératrices passant par les points 
{l'y li)y (^'» lt)y les traces horizontales de ces droites sont en r^, r^; on prend sur la base du secteur 
deux arcs ypi, y^'p^ de même longueur que ceux crx^crt de la base, et on trace les droites pio, p^ qui 
passent par les points d'inflexion, enfin, sur ces lignes prolongées au delà de a, on porte des 
longueurs aXi, (r>3 égaies à sU'z. Les points Xt> ^s sont les points d'inflexion de la transformée. 

671. Asymptotes de la transformée. — Ce sont des tangentes que l'on construit par la méthode 

du paragraphe 662. Mettons en place les génératrices qui contiennent les points de contact à rinûni ; 

ce que l'on fait en prenant les arcs yin^yy^ ^^ même longueur que ceux cmi.cm de la base, et en 

tirant les droites o-fii, 9(a. Nous mènerons ensuite des tangentes à l'arc de base du secteur en |xi, fts, 

sur lesquelles nous prendrons, dans le sens que la figure indique, fifvi, fAv égales à tnini, mn. 

Les droites menées respectivement parallèles à ^i^, yL9, par les points vi, v, sont les asymptotes 
cherchées. • 

672. Problème. — Construire: 

1* Les projection et- la vraie grandeur (Tune section parabolique d'un cône droit de révolution; 
^ La transformée de la parabole de section. 



902 TRAITE DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

Nous supposons que le plan sécant P, P' {fig. 374^ pi. XLIII) est perpendiculaire au plan vertical 
et parallèle à l'une des génératrices du contour apparent vertical. La section est alors une parabole 
que Ton peut immédiatement déterminer par le foyer s de sa projection horizontale, la directrice 
correspondante ^ et le sommet a de cette même projection. Après tout ce qui a été dit pour Tellipse 
et l'hyperbole^ le tracé s'achève sans aucune difficulté. 

673. Problème. — Construire le développement d'un cône quelconque. 

On inscrit dans la surface une pyramide dont on prend le développement. Si l'on choisit les 
faces de la pyramide suffisamment petites, en faisant passer ua trait continu par les sommets de la 
base de la pyramide développée, on aura la transformée de cette base. 

La transformée d'une courbe quelconque de la surface se construirait pareillement. 
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674. Problème. — Construire les projections et la vraie grandeur de la section par un plan dCune 
surface de révolution quelconque. — Soient «, z' l'axe {fig. 375, pi. XLIV), \J la projection verticale 
du méridien de front et PaP' le plan sécant. 

Construction d'un point quelconque de la section. — 11 y a deux fouillées de plans qui 
donnent sur la surface des sections de nature connue et faciles à construire; la première fouillée 
dont l'arête est à Tinfini, est celle des plans horizontaux; l'autre, celle des plans méridiens. Nous 
allons indiquer les tracés relatifs à chacune d'elles. 

Emploi des parallèles. — Soit pris d'abord un plan sécant auxiliaire horizontal Q' ; sa rencontre 
avec le plan donné est l'horizontale t;'A', vh et celle avec la surface de révolution le parallèle n^n'u na^ 

Les points de croisement (mi, m\) (rn^^ m'ij de ces intersections appartiennent à la rencontre du 
plan et de l'ellipsoïde. 

Emploi des méridiens. — Reprenons sur la figure 376 (pi. XLIV) les données du problème et 
soit Q la trace horizontale du plan auxiliaire choisi. 

L'axe de la surface perce le plan donné au point »', z, dont la construction est* indiquée sur 
répure, et par lequel passent toutes les intersections du plan PaP' avec les divers plans auxiliaires 
qui seront employés. 

Ce point construit, les rencontres du plan donné avec les plans méridiens auxiliaires se déter- 
minent très aisément; effectivement, pour celui dont la trace horizontale est Q, par exemple, on 
trouve un second point de passage de l'intersection en prenant simplement le croisement h des 
droites P, Q. 

Le problème est actuellement réduit à celui de la recherche des points de rencontre du méridien 
dont Q est la trace horizontale, et de la droite qui vient d'être déterminée; on les trouve en 
amenant le méridien et la droite dans le plan de front conduit par l'axe de la surface, à l'aide 
d'une rotation autour de cet axe ; la trace h prend la position ^i, A/ ; comme le point tù\ z ne 
bouge pas, en tirant la droite h'iJ et en prenant ses rencontres m'i, n'i avec fx' on a les projections 
verticales de deux points qui^ remis en place en (m, m'), (n, o'), sont précisément ceux que nous 
cherchions. 

675. Construction de la tangente en un point de la commune intersection. — On peut 
employer deux méthodes : i"" la méthode du plan tangent; 2"* la méthode des normales. 
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l"" Méthode jdu plan tangeut. — Proposons-nous de construire la tangente au point m^, «'s 
(fig. 375, pi. XLIY). Menons antérieurement le plan tangent en ce point, lequel se peut obtenir 
eu amenant, par une rotation autour de 2, z'y le point donné en ni, n'i, sur le méridien principal. 
Dans cette position du point de contact le plan cherché a pour trace verticale la tangente R'i à f^', 
menée par 9/1, et pouf trace horizontale la perpendiculaire Ri à la ligne de terre. 

En ramenant le plan Ri, R'i sur sa position initiale, la distance zri ne change pas et Ri se 
place en R. 

Cette droite R est la trace horizontale du plan tangent^ son croisement 9, 6' avec «P est 
la trace de môme nom de la tangente cherchée; laquelle est alors déterminée par deux de 
ses points. En les unissant par une droite (O^s), (d'm'^) on trouve les deux projections de la 
tangente demandée. 

2® Metqooe des normales. — La normale en un point d'une surface de révolution se peut 
obtenir très aisément et sans recourir au plan tangent; il suffît^ on Ta démontré (§ 389), de mener 
la normale au méridien par le point considéré. 

Il suit de là que la méthode de Binet (§ 573) doit être employée lorsqu'on veut la tangente en un 
point de la ligne commune à deux surfaces de révolution; or, le présent problème n'est qu'un cas 
particulier de celui-ci, car tout plan peut être considéré comme une surface de révolution : l'axe 
de cette surface est une perpendiculaire quelconque au plan, et la ligne méridienne n'est rien autre 
chose qu'une droite quelconque menée par le pied de Taxe dans le plan considéré. 

La méthode des normales est donc applicable aux sections planes des surfaces de révolution; 
mais elle n'offre aucun avantage sur celle du plan tangent; attendu que la construction de la 
rencontre du plan tangent et du plan donné est des plus simples et que celle de la perpendiculaire 
au plan de deux normales l'est un peu moins. C'est donc seulement comme exercice que nous allons 
donner le tracé qui suit : 

Reprenons la figure 376 (pi. XLIV) et cherchons la tangente au point m, m' précédemment con- 
struit. Traçons la normale à fi' en m\ et prenons sa rencontre er'i avec l'axer, z'\ le long du parallèle 
du point qui vient d'être adopté, le sommet du faisceau des normales se trouve en o'i, Zj et la 
normale à la surface de révolution en m, m! doit passer par ce sommet. 

Pour le plan PaF la normale se projette suivant des droites ma^m!a^ issues des points m, m! et 
respectivement perpendiculaires aux traces de ce plan. 

Actuellement, coupons le plan des normales par le plan de front F conduit par %^ s', les sections 
seront: sur la normale à la surface de révolution le point ai', z; sur la normale au plan le point 6, &'. 
La droite de jonction des points 6', 9/ est donc la projection verticale d'une droite de front du plan 
des normales; par suite la perpendiculaire m'V à cette ligne, menée du point m', est la projection 
verticale de la tangente clierchée. 

Quant à l'autre projection, on l'obtient par le secours d'une horizontale du plan des normales; 
prenons comnie exemple^ celle qui passe par m, m'\ elle a pour projection verticale la parallèle rnlim' 
h la ligne de terre, laquelle rencontre 9^ib' en k\ qui correspond à A; en tirant la droite Am on a la 
projection horizontale de Thorizontale cherchée. 

Pour obtenir la projection horizontale de la tangente nous n'avons plus qu'à élever du point m 
une perpendiculaire mt à la droite km que l'on vient de construire. 

676. Points le plus haut et le plus bas (fig. 375, pi. XLIV). — Le plan méridien dont la 
trace horizontale Q se dirige perpeadiculairement à oP est un plan de symétrie commun à la surface 
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de révolution et au plan donné PaP'; d*autre part, ce plan est évidemment perpendiculaire au plan 
horizontal^ il en résulte (§ 417) que les points de la courbe d'intersection qu'il contient sont 
ceux que nous voulons construire. Pour le faire on emploie simplement la méthode des méridiens. 

Construisons {fig. 375) la rencontre w'^z de Taxe et du plan PaP', et celle/? des traces horizon- 
tales P, Q. 

Cherchons ensuite les rencontres de la droite qui va de/} au point u',z avec la courbe méridienne 
placée dans le plan dont Q est Ja trace horizontale; dans ce but amenons le plan de symétrie, en 
entraînant la figure qu'il contient, à coïncider avec le méridien principal : le point p vient en /7|, p\^ 
ta, z reste fixe ; tirons la droite «y i et prenons ses rencontres s'i, cr'i avec fx. 

Revenant alors à la position première on trouve :4e point le plus haut o-, J et celui 5, s' qui est 
le plus bas. 

Les projections des tangentes en ces points sont : sur le plan vertical, des parallèles à la ligne de 
terre ; sur l'autre plan de projection, des parallèles à aP. 

677. Plans limites. — Dans le cas de plans auxiliaires horizontaux, les plans limites sont ceux 
qui passent par les points le plus haut et le plus bas que l'on vient de déterminer. 

Lorsque les plans auxiliaires sont ceux des méiîdiens, les plans limites doivent rencontrer PaP' 
(fig. 376, pi. XLIY) suivant des droites respectivement tangentes aux courbes méridiennes; 
droites qui sont en outre évidement tangentes à la courbe étudiée. D'autre part toutes les droites 
d'intersection des plans méridiens auxiliaires et du plan P passent par le point w ^ z (§ 674); nous 
aurons donc les tangentes contenues dans les plans limites par la rencontre du plan PaP' et du cône 
circonscrit à la surface de révolution dont le sommet est en », z. 

Afin de déterminer ce cône^ menons du point », z une (m' u', zu) tangente au méridien principal 
et prenons sa trace horizontale 0, d'; la trace de môme nom du cône est un cercle de centre x 
et dont e est un point de passage. Ayant tracé ce cercle^ on a trouvé, par ses rencontres /i, f^ 
avec aP, deux points des tangentes cherchées, ou encore deux points des méridiens limites ; les 
traces horizontales de ces méridiens sont donc les droites zti, zt%. 

Pour trouver les projections des points limites^ on peut simplement tracer les projections (/|Z, ViJ)^ 
(^sz, t'^') des tangentes en ces points, ainsi que celles ue;, u'v' du parallèle de contact de la surface 
de révolution et du cône circonscrit auxiliaire; puis, chercher les points de rencontre (Xi,Vi), 
(>S) Vf), de ces deux lignes. L'épure sera soumise à celte vérification que les deux projections de 
noms différents des points ainsi déterminés devront se trouver respectivement placées sur des lignes 
de rappeU 

678. Points doubles. — Nous supposons, comme au paragraphe 400, la surface déterminée par 
son axe et par sa génératrice. Dans ces conditions le parallèle qui passe par les points doubles des 
courbes méridiennes coupe le plan sécant en des points doubles de la section. 

Ëifectivement, à un point double d'une courbe méridienne répondent deux plans tangents à la 
surface ; si on imprime à ses plans une rotation autour de Taxe de la surface, afin d'amener leur 
point commun de contact sur l'un des points de section du parallèle et du plan sécant, ils déter- 
mineront, par leurs rencontres avec ce plan sécant, deux tangentes à la section. De là résulte 
d'abord, que les points considérés sont bien doubles, ensuite, le moyen de les construire avec leurs 
tangentes. 

Sans que la courbe méridienne d'une surface de révolution ait des points doubles, sa courbe d'in- 
tersection par un plan peut en offrir; cette propriété sera mise en évidence par le théorème qui suit : 
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-679. Thiordme. — Lorsqu'une surface de révolution est tout à la fois touchée et coupée par un plan, 
le point de ùontact est un point double de la section. — Soient : z, z' les projections de l'axe supposé 
vertical (fig. 03); [if^i la projection verticale du méridien de front; fn,vn! le point de contact^ 
amené) par une rotation autour de z, z', sur ce méridien de front. 

La tangente ?\ en m', à fi', est la trace verticale du plan tangent au point choisi; nous l'adop- 
terons pour axe des abscisses et nous prendrons pour axe des ordonnées la parallèle à la ligne de 
terre menée par m\ 

Tout d'abord, construisons, par l'emploi d'un plan horizontal auxiliaire ayant Q' pour trace verti- 
cale et voisin de m, m', deux points (ti|, u'), (t^, ti') de la section* 

En faisant voir que la projection horizon taie de la courbe d'intersection a deux tangentes en m. 




FlO. •%, 



nous aurons par là même démontré que la courbe dans Fespace présente elle-même au point corres- 
pondant M deux tangentes^ et que> par suite, ce point est double. 

Pour ce bat, tirons les droites mtii, mti«; désignons par t; la rencontre des droites ti|Ut, mz et par a 
l'angle U|fiiz. 

Lorsque le plan horizontal dont Q' est la trace verticale se déplace en se rapprochant du point m, m'j 
les points ui, ut se déplacent également et se rapprochent de m, il s'ensuit que^ à la limite, les 
droites m tii, m «3 seront tangentes en m à la projection horizontale de la courbe étudiée. 

Pour déterminer les positions de ces tangentes, cherchons donc la limite de tang a. 

On voit, immédiatement, que l'on a 



tang « = ± — . 
° mv 
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mrrt bb gbomctris tffsscRXfrtn 

P fcig Bot : ptr RoR lai njms des parallèles placés, respe cti fe B wn t ^ dans le phn h o ri aalal 
mmHaire et daàs celui qm eontient lepoîDt m, m'; para', x,y le pdnt de re BCon l rc de^ «feeV et 
ses eoordonnées; par a^ i les points de croisement du plan de front coudait par i»^ svw la pnK 
jection horizontale du parallèle de rayon R^ et enfin par § Tangle que ini P* avec «M Terlieale 

Cefaiposé, onmoL ; 

Ui v = ^av . vb = Vy(2fti — y), 

m t; = mV sinp =â: sin p» 
La substifalion des Taleurs de «itr et de mtr dans la première formule donne ensidte 



ou bien 



tang.=±v^y(^^/-y) 

arsinj3 



tanga = ± 4-. \/2R, X - (^]\ 
^ sm|3 V x^ \xj 



Lorsqu'on passe à la limite Ri tend vers R et le rapport ^ , qui n'est autre chose que le coefficient 

X 

angulaire de la tangente menée par l'origine à la courbe fi!, devient nul; on trouve donc 



Lim tang « = ± -i-= i /îRlimi^ . 

sm^ V ar 



Tout se réduit actuellement à la recherche de la limite du rapport -^ • 

Soit y = f{x) réquation de la courbe f»'; en développant son second membre par la formule do 
Maglàuiun^ on trouve 



(1) 



2 ^ dC'^'*'^ 



y=A0) + fr(0)+^r(0)+:..+î£^m+o5q^)^"<«-)' 



dans laquelle est une fraction proprement dite, inconnue. 

Dans la présente question f{0) =0, f'{0) = 0, puisque la courbe f« touche à l'origine Taxe des 
abscisses; Téquation (1) se peut donc écrire 



en fiMsant tendre x vers zéro^ on trouve, en général, 

(2) Um| = lr(0). 
La relation cherchée est donc 

(3) Lim tang a =± 4- ^IB^fiO). 

° sin p ' ' ^ ' 

En général fiO) n'est pas nul, donc, à cause du double signe compris dans la formule (3), m, m' 
est un point double de la section. 



I 
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Les tangentes an pt^nt donble, nous allons le faire voir dans nn instant, sedétenmiient f^Bement 
«n construisant la limite de Tangle « ; mais, antérieurement, cherelio ns une interpiéftatioii géçmé- 
trique de /• (0) . 

L'équation de la ligne f*', dans ce système xmfy^ peut s*éerire x as ^(y) : les fonctions f et f 
étant inverses. 

Conservons l'axe des abscisses et remplaçons celui des ordonnées par une perpendiculaire T 
à m'Xf menée par m! ; les formules de transformation donnent, en appelant X, T les coordonnées 
nouvelles d'un point quelconque de la courbe /A^ 

ar = X4.Ttang(3, 

_ Y 

* cos|3* 

donCj dans le nouveau système d'axe, l'équation de ^ est 



X = -Ytangp + ,(3X.). 



D'autre part, il est manifes.te que le rayon du cercle osculateur ou de courbure de la courbe ^ 
en m\ que nous désignerons par p, est égal à la limite de la sous-normale, comptée sur Taxe m' Y, et 
relative à un point de ^ qui, d'abord voisin de m', se rapprocherait de ce dernier et tendrait à se 
confondre avec lui (§ 138). Nous désignerons par (Xf, yi), (Xi, Yi) les coordonnées, prises respec- 
tivement dans chacun des systèmes d'axes, de ce point voisin; l'équation correspondante delà 
normale à ^ sera alors 

Y-Yi = -X'i{X-^X|), 

et la sous-normale sera égale à 

X',X,; 

par suite on aura 

p = Lim (X'iXi). 

D'ailleurs, de l'équation de la courbe \i! dans le nouveau système d'axes, on tire 

1 



X'i = — tang^ + /(yi). 



cosp' 



la substitution de la valeur de X'i dans celle de p donne, puisque Xi tend vers zéro, 



ou encore 



ou bien 



'' = ^'"[s^ ^' '"'^^'0 



_ 1 .. Xi 






m^ 
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Lorsqu'on donne à Xt la valeur zéro^ la dernière fraction devient indéterminée; remplaçons-la donc 
par le rapport des dérivées de ses deux termes, ce qui donne 



•^ cosp f'{Xi) 



en passant à la limite^ on trouve 

ou finalement 

(4) 
La relation (3) devient alors 



9 = 



cosp /"(O)' 
1 



r(0)= 



joCOS^ 



Lim tang a = db -7— - i/ — 

sinp y p co! 



C0S|3 

Soient : » la projection verticale du centre du parallèle qui passe par le point double ; ^i la pro- 
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jection de môme nom du sommet du faisceau des normales à la surface menées par les divers points 
de ce parallèle, et e' la projection verticale du centre de courbure en m, m', du méridien de front. 
Nous aurons : 
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ety par suite, 



Ce que l'on peut écrire : 
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Décrivons sur «l'ic' comme diamètre une demi-circonférence et soit A' son point de croisement 
avec P'; projetons ensuite A' en kj sur sm; on aura alors 



et finalement 
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La construction se termine manifestement comme il suit : à partir de A, sur kU et sur son pro* 
longement^ on portera des longueurs ft/i, kl% égales toutes deux à mVi et les droites de jonction des 
points /o k au point m seront les tangentes cherchées. 

680. Point double sur Taxe de rotation. — Ces points se produisent lorsque la courbe ^ (fig. Os) 
qui engendre, par sa rotation autour de Taxe z, la surface de révolution, rencontre cet axe et que le 
plan sécant P passe par ce point de rencontre M. Effectivement, dans celte hypothèse, la tangente MT 
en M à la courbe /x décrit, par sa rotation autour de z, un cône C dont les rencontres MO, M6i avec P 
sont tangentes en M à la courbe d'intersection ; M est donc un point double de cette courbe. 

La figure 317 (pi. XLYII) contient les constructions dont on vient d'indiquer le principe. 

681. Branches infinies et asymptotes. — Pour que la courbe de rencontre d'une surface de 
révolution avec un plan ait des branches infinies, il faut et il suffit qu*il existe des parallèles de la 
surface à l'infini, autrement dit, que la courbe méridienne ait elle-même des branches infinies. 
Soient donc (fig. 04) jui la courbe méridienne dans Tune quelconque de ses positions, A son asymptote, 
Z l'axe de rotation et P le plan sécant, qui n'a pas été représenté sur la figure. 

Par sa rotation autour de 1, la droite A décrit un c6ne qui porte le nom de cim asymptote de la 
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surface. Or, à l'infini, la surface de révolution et le cône ont un parallèle commun, et, le long de 
ce parallèle, pour la surface de révolution comme pour le cône, le plan tangent contient celle des 
positions de A qui passe par le point considéré et est en outre perpendiculaire au plan méridien 
passant par ce point. 

En somme, on voit, qu'à l'infini, les points de la surface et du cône se confondent ainsi que les 
plans tangents en ces points. 

En ce qui concerne les points à l'infini et les asymptotes, on peut donc substituer à la surface son 
cône asymptote. Tout se réduit alors à appliquer les tracés déjà donnés pour le cône (§586). 

Exécution db l'épcrb. — Soient x, «' l'axe de la surface (fig. 378, pi. XL VII), ^, / les projec* 
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tions de son méridien de front, ^cf, sa celles de l'asymptote à la conrbe {i, / et PaP' les traces da 
plan sécant. 

Le sommet du cône asymptote est au point de croisement s, if des droites (z, z^ (sa, icf)\ la trace 
horizontale A, N de cette dernière droite est un point de passage de la trace de même nom du cône 
asymptote et cette trace est nn cercle de centre z. 

Après avoir tracé ce cercle on a mené par s, i le plan Q;3Q' parallèle à PaF et on a pris ses 
rencontres (sAi, /Vi), (sA^, s'A'2) avec le cône asymptote; ces droites sont les directions asymptotiques 
de la section. 

Cherchons Pasymptote relative à l'une d'elles, sAi, f!Vi par exemple; la trace horizontale du plan 
asymptotique correspondant est R, elle détermine, en 8, S', la trace horizontale dé l'asymptote ; 
en menant par ce point une parallèle 0(/, Va! à sAi, ^h\ on trouve enfin l'asymptote cherchée. 

682. Points des contours apparents. — Lorsque les lignes des contours apparents «Pont planes, 
ce qui a toujours lieu pour les surfaces de révolution dont l'axe est perpendiculaire i l'un des plans 
de projection, on adopte simplement le plan de ces lignes comme plan auxiliaire et l'on applique 
le tracé ordinaire. 

683. Points limites dans un sens déterminé. — Il s'agit, on l'a déjà expliqué (§ 593), de 
chercher les points de contact des tangentes menées dans une direction parallèle au plan de la 
courbe et ayant pour projection^ sur un plan des perpendiculaires à une direction donnée ; ce qui 
se fera en circonscrivant à la surface, dans la direction des tangentes cherchées, un cylindre, dont on 
prendra les génératrices situées dans le plan donné : ces génératrices seront des tangentes à la 
courbe étudiée, et leurs points de contact donneront précisément les points limites cherchés; cette 
solution ne peut être appliquée commodément qu'aux surfaces du second degré; nous donnerons un 
peu plus bas la construction de Tépure dans ce cas particulier. 

684. Vraie grandeur. — Elle s'obtient par un simple rabattement. 

Bien que sur les figures 375, 376 (pi. XLIV) on ait pris des ellipsoïdes, les tracés indiqués jusqu'à 
présent supposent que la surface de révolution est quelconque; dans le problème qui va suivre nous 
indiquerons les constructions particulières aux surfaces de révolution du second degré. 

685. Problème. — Trouver les projections et la. vraie grandeur de la courbe d'intersection d*tme 
surface de révolution du second degré avec un plan quelconque. — Adoptons (fig, 379, pi. XLV), comme 
exemple, un ellipsoïde ^e révolution ayant son axe z^z' vertical, déterminons cette surface par ses 
contours apparents, et coupons-la par un plan PaP' quelconque. 

La construction des points de la courbe d'intersection et de leurs tangentes s'exécutera par 
l'une des méthodes générales précédemment expliquées; elle n'a pas été reproduite sur l'épure. 

686. Points des contours apparents. — C'est encore la méthode générale, indiquée un peu plus 
haut (§ 682), qu'il faut appliquer. Pour le contour apparent vertical, en coupant par le plan de front 
dont Q est la trace horizontale pris pour plan auxiliaire, on trouve : d'abord avec PaP', la droite 
y«Q»7'irî P^îs avec la surface, l'ellipse donnée, et enfin, par les rencontres (a', a),{b\b) de ces 
lignes, les points du contour apparent vertical cherchés. 

En opérant de môme sur le plan de l'équateur, on trouve la rencontre h\h\ M de ce plan 
avec PaP', qui coupe l'équateur aux points (c, c'), (rf, rf') où la section rencontre le contour apparent 
horizontal de l'ellipsoïde. 

687. Points limites dans le sens latéral. — Ces points se construisent par la méthode du 
paragraphe 683. 
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Toul d'abord on détermine la trace horizontale du cylindre circonscrite à Tellipsolde dans la 
direction de l'intersection du plan PaP' avec un plan de profil quelconque (§463). Les foyers de cette 
trace sont les projections obliques, faites dans la direction des génératrices du cylindre circonscrit 
et sur le plan horizontal de projection, des parallèles de rayon nul de l'ellipsoïde; on peut les trouver 
en construisaoi les points Vy l qui, placés sur aP', ont respectivement môme cote que les sommets 
(e^, 2), (e'i, z) de Tellipse méridienne ; puis en projetant horizontalement les points l\Vy de P', dans la 
direction des génératrices du cylindre circonscrit. Ces projections s'obtiennent fort simplement; il suflBt, 
effectivement, de prendre les rencontres ^t i>i de la droite aP avec les plans du profil menées par l\V. 
Les distances {17, ^i^i, sont égales à celle du pied z de l'axe aux foyers cherchés; on trouvera donc 
ces derniers en prenant simplement les longueurs zF, zFi égales respectivement à ^, ^if^. Le centre 
de la trace sera le milieu •• de FF| et les sommets s, Si du petit axe s'obtiendront, toujours d'après 
le paragraphe précité, en portant, sur une perpendiculaire à FFi menée par le point •», et de part et 
d'autre de ce point, le rayon de l'équateur. 

Quant aux sommets du grand axe «t» ^3« on les obtient en reportant la distance des points s, F à 
partir et de part et d'autre du point «*, sur l'axe focal. 

Pour chercher la rencontre de l'ellipse que nous venons de déterminer et de la trace oP» sans 
tracer cette ellipse, nous imaginerons que l'ellipse et la droite «P sont les projections orthogonales, 
sur le plan horizontal, d'un cercle et d'une droite : le diamètre de ce cercle serait s^z et son plan 

ferait avec l'horizon un angle dont le cosinus aurait pour valeur 

Imaginons encore que l'on ait rabattu la circonférence de ce cercle, autour de s^ty sur le plan 
horizontal, et, en décrivant de •* comme centre avec w«i pour rayon une circonférence de cercle, 
figurons ce rabattement sur l'épure. Il faut maintenant rabattre la droite qui se projetterait 
en aP; ]3 est un point de passage de ce rabattement; pour en trouver un second tirons les 
droites partant de s% pour aboutir au point s^ et au point de rencontre v de la circonférence 
rabattue avec la droite va prolongée; nous obtenons ainsi deux droites dont l'une s^ peut 
être considérée comme le rabattement d'une droite projetée en «^g et située dans le plan que 
l'on rabat. 

La trace aP rencontre en t la droite ss^; le point j du rabattement correspond au point t de la 
projection, c'est donc le second point de passage de la droite cherchée. Traçons cette droite g; et 
relevons, en n,ni, sur oP, ses rencontres m, mi avec la circonférence rabattue. Les points n, Ui sont 
aux tangentes cherchées; par suite, les projections de ces tangentes ne sont autçe chose que les 
perpendiculaires à la ligne déterre menées par ces deux points. 

Nous venons de construire les tangentes aux points limites des deux projections de l'intersection ; 
il faut maintenant déterminer ces points eux-mêmes. 

Nous chercherons seulement, pour éviter de trop charger l'épure de lignes, les points le plus 
à droite des deux projections; ceux qui se trouvent le plus à gauche s'obtiendraient pareillement. 

Construisons d'abord la projection horizontale du point le plus à droite, ou, ce qui revient au 
môme, le point de contact de la projection horizontale de l'ellipse étudiée et de la tangente perpen- 
diculaire à la ligne de terre, menée par n^ En vue de ce but, traçons des tangentes à la projection 
horizontale de l'équateur aux points d, c, ce que Ton peut faire avec beaucoup d'exactitude, 
puisqu'on opère sur un cercle donné; ces tangentes forment avec la tangente verticale menée 
par ni, un triangle 1^3 circonscrit à la projection horizontale de l'ellipse cherchée. 
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Or, d'un autre côté^ renmrqnons qu'un triangle circonscrit à une conique peut être considéré 
comme un hexagone^ également circonscrit à la môme conique, et dont trois angles, non consé- 
cutifs, seraient égaux à deux angles droits ; ce qui permet d'appliquer au triangle le théorème de 
Brianchorij et conduit, par suite, à énoncer la propriété suivante : 

Dam tout triangle circonscrit à une conique, les droites gui unissent les points de contact de chaque côté 
avec le sommet opposé se coupent au même point. 

De là découle le tracé suivant : 

On tire les droites ic, 3d et on en prend le croisement 4; on mène la droite i 4 dont on prend la 
rencontre g avec 2 3; ce point g est celui que nous cherchions. 

Reste à trouver la projection verticale correspondante ; soient y et ^3 les rencontres respectives 
de la tangente au point le plus à droite avec la ligne de terre et la droite aP'; le segment de cette 
tangente compris entre sa trace verticale gz et son point de contact a pour projection horizon- 
tale gy; nous allons chercher la longueur de sa projection verticale. Il suffit, évidemment, de con- 
duire par g une parallèle xy^ de prendre sa rencontre ^1 avec aP, de mener une perpendiculaire 
à xy par ^i, de prendre ses rencontres y^, g^ avec les droites xy, aP ; la distance y^i sera la 
longueur du segment cherché. 

Alors, en prenant la longueur g^g' égale à 71^1, on aura le point le plus à droite g' de. la projection 
verticale. 

On eût pu, afin d'opérer directement^ chercher les points de rencontre des tangentes de profil et 
de la courbe de contact : cette courbe se projette sur un plan de profil quelconque suivant une droite ; 
conséquemment^ en imprimant, autour de 2, z', une rotation de 90<* à la figure, on eût été conduit 
à prendre la rencontre des projections rectilignes de la courbe de contact et des génératrices, puis à 
revenir sur la position primitive de la figure. 

688. Points le plus haut et le plus bas. — Sommets. — Les points le plus haut et le plus bas 
[u,u'),{v,v^) ont été obtenus par la méthode générale (§ 676). Ces points sont aussi (la symétrie de la 
figure le fait voir) deux des sommets de la courbe. Les projections du milieu 0, 0' de leur droite de 
jonction est le centre de la courbe, et les points {u>^,w), {w\^ Wi) en sont les deux autres sommets. 

On voit aussi très aisément que les points t;, ti, w^ wi sont les sommets de la projection horizontale 
et que ceux t/, u', w'j w\y sont les extrémités de deux diamètres conjugués de la projection verticale. 
On peut actuellement tracer les deux projections de l'ellipse^ et, à l'aide du rabattement de la figure 
autour d'une horizontale ^Yi, >|«t' de son plan, construire la véritable grandeur U"W"V"W"i de 
cette ellipse. 

SECTIONS PLANES DE L'HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE 

689. Les sections faites par un même plan sur l'hyperbololde de révolution à une nappe et 
sur son cône asymptote sont homothétiques. 

On peut se servir de cette propriété : !• pour reconnaître le genre d'une section plane de Thyper- 
boloïde; 2"* pour construire^ comme on le verra un peu plus loin, les projections de cette section 
à Taide de celles du cône asymptote, 

690. Problème. — Construire les projections et la vraie grandeur de l'intersection d'un plan et d!un 
hyperbolotde de révolution à une nappe. 

11 y a trois cas que nous allons successivement traiter. * 
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Premier cas. — Section elliptique. — La surface est déterminée par son axe z, 2' {fig. 380, pi. XLVI), 
perpendiculaire au plan horizontal et par Tune Og, tfg, de ses génératrices de front; le plan Vesi par 
ses traces PaP'. 

La génératrice de front ôy, 8'^' et le plan P«F font avec le plan horizontal deux angles, dont le 
premier a été pris, afin que la section soit une ellipse, plus grand que Tautre. 

691. Constmction d'un point quelconque de la section. ~ On emploie^ comme pour le cône 
(§ 665)9 des couples de plans parallèles au plan horizontal et équidistants du collier; nous donnerons 
le tracé pour un seul de ces plans, dont la trace verticale est Q' : il détermine sur la surface un 
parallèle dont la projection horizontale a pour centre z; la rencontre, û', a du plan auxiliaire avec 
^V> ^9 est un point de ce parallèle; on peut donc trouver facilement sa projection horizontale. 

L'intersection du plan auxiliare avec PaP' est une droite qui a sa trace verticale en v', v et dont la 
projection horizontale vA passe par v et se dirige parallèlement à aP. 

Les croisements (c, c'), (rf, cT) des deux intersections que nous venons de construire, sont des 
points de l'ellipse cherchée. 

692. Tangente en un point quelconque. — Adoptons le point d, d' et construisons la trace 
horizontale du plan tangent à la surface en ce point (§ 503), ce plan est déterminé par les deux 
génératrices reçtilignes passant au point considéré; ces génératrices ont pour projections horizontales 
les tangentes menées du point rfà la projection de môme nom du collier; une fois ces projections 
construites, on observe que (/, d! est au-dessus du collier, et alors les traces horizontales t, ^ des 
génératrices reçtilignes se trouvent facilement. Menons la trace horizontale tti du plan tangent et 
prenons sa rencontre /î avec aP; ce point, qui se projette verticalement en <'j, est la trace hori- 
zontale de la tangente; les projections de celle-ci s'obtiennent alors en tirant les droites t^dy V^\ 

693. Points le plus haut et le plus bas. — Sommets. — Le plan conduit par Taxe z, z', perpen- 
diculairement à PaP' est aussi perpendiculaire au plan horizontal et a pour trace horizontale la per- 
pendiculaire H, menée par z, à «P. Ce plan est un plan de symétrie commun à l'hy perboloïde et à P«P'; 
conséquemment, es points de la courbe étudiée qu'il contient sont, tout à la fois, les points le plus 
haut ou le plus bas et deux sommets de cet te courbe. La rencontre z, e' du plan PaP' avec z, z' a été 
déterminée par le secours de la ligne zhy h'e' appartenant au plan de front conduit par z, z' et au 
plan PaF'. Ce pointe', z est un point de passage de la reiicontre du plan PaP', avec le plan de symétrie 
dont R est la trace horizontale ; d'autre part, le point d'intersection ^1, h\ des droites R, P, est un 
second point de passage de cette intersection. Dès lors, la droite AiZ,A'ie', qui unit ces deux points, 
percera la surface précisément aux points que nous cherchons; il n'y a donc plus qu'à construire la 
rencontre de l'hyperboloïde avec cette droite hiZ^ A'ie'; c'est un problème déjà longuement expliqué 
au paragraphe 519 ; nous nous bornerons donc à décrire les constructions qui en résultent. 

Du point z comme centre avec zhi pour rayon on décrit une circonférence de cercle, qui est la 
trace horizontale du cône auxiliaire engendré par la rotation, autour de z, z', de la droite z^i, e'h'i. 

Par le sommet z,e' de ce cône et par la droite g^ g' on conduit un plan, dont la trace horizontale est 
la droite qui unit les traces de môme nom 9, 9i de la droite Bg, Q'g' et d'une parallèle à celle-ci menée 
par e", z. La trace OOi rencontre celle du cône auxiliaire aux points 63, 03» que l'on unit par des droites 
à z; par les rencontres f, l de ces droites avec Qg on a les projections horizontales des points 
d'intersection du cône auxiliaire avec la génératrice Bg^Q'g'y on fait alors passer par chacun d'eux une 
circonférence de cercle ayant z pour centre. 

Ces circonférences sont les projections horizontales des parallèles communes au cône auxiliaire et 
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à rhyperbololde. Celle qui passe par f correspond à la nappe supérieure du cône, l'autre à la 
nappe inférieure; par suite le point de rencontre h de la première avec la droite h^z prolongée 
au delà de z, est la projection horizontale de l'un des points cherchés; l'autre, qui est sur la nappe 
inférieure du cône, se projette horizontalement en m. Aux points de croisement de la droite h\(^y 
avec deux lignes de rappel menées Tune par k^ l'autre par m, on trouve les projections verticales 
V^ m' des points que Ton voulait construire. Dès lors, ces points sont déterminés par leurs projections 
{kf, k)y (m, m'); ils représentent deux des sommets de Tellipse cherchée et les points le pins haut ou 
le plus bas de la môme courbe; ces points servent encore, puisque les plans auxiliaires sont ici 
horizontaux, à faire connaître les plans limites. 

Le milieu o, o' de la droite mk^ m'k' est le centre de la courbe; conséquemment, le plan horizontal 
auxiliaire dont la trace verticale Q'i passe par o' sert à trouver deux points (r, r'), (5, 5') qai sont les 
deux autres sommets de la courbe étudiée. 

Sur le plan horizontal, les projections des sommets se confondent avec les sommets de la pro- 
jection, sur le plan vertical elles donnent les extrémités m', k\ s', r' de deux diamètres conjagnés 
mltys d'ellipse correspondante ; on peut tracer le parallélogramme (l'2'3'4') circonscrite cette courbe. 

694. Points du contour apparent horizontal. — On coupe par le plan du collier pris pour plan 
auxiliaire; autrement dit, on exécute le tracé général (§691) pour le plan auxiliaire dont la trace 
verticale Q'2 passe par la projection verticale du centre de la surface; on a ainsi trouvé les points 

695. Points du contour apparent vertical. — L'intersection du plan PaP' avec Je pian de front 
conduit par l'axe z^zf est* une droite dont les projections, déjà construites^ sont Ax, A'e'. Ce même 
plan de front rencontre l'hyperboloïde suivant le contour apparent vertical de cette surface. 

Après avoir tracé ce contour, qui est ici l'hyperbole dont la construction fait l'objet du para- 
graphe 502, on pourrait prendre la rencontre de cette hyperbole avec la droite zk, éV ; mais il est 
mieux d'opérer directement sur les données de l'épure sans le secours de l'hyperbole méridienne. 
C'est le problème qui vient d'être expliqué que Ton doit reprendre ; il faut, en efiet, couBtruire les 
points de rencontre de l'hyperboloïde et d'une droite zA, e^K qui rencontre son axe. 

Le cône auxiliaire a maintenant pour base une circonférence de cercle de centre z et dont h est un 
point de passage, le sommet du cône est encore le point de rencontre z, e' du plan PaF avec 
l'axe 2, z\ en conséquence le plan auxiliaire a toujours pour trace horizontale dOi. Les rencontres 
de ces deux surfaces auxiliaires sont deux droites projetées horizontalement en M» 65X. 

Les points de croisement ^, |3 de%ces projections avec %g sont les projections horizontales de 
deux points placés, respectivemenent^ sur les parallèles communs à Thyperboloïde et au nouveau 
cône auxiliaire. 

On en déduit les projections horizontales de ces parallèles, et celles c, 7, sur le môme plan, des 
points cherchés, que Ton relève ensuite en y, t', sur h!é. 

L'épure, sur laquelle on a représenté l'hyperboloïde tronqué compris entre le plan horizontal de 
projection et la section elliptique, est soumise à cette vérification que l'hyperbole de contour 
apparent vertical doit passer par les points c^ /, et doit y toucher la projection verticale de la courbe 
d'intersection. 

696. Vraie grandeur de la section. — On rabat, autour de aP et sur le plan horizontal de pro- 
jection, l'ellipse que l'on vient de déterminer. 

Après avoir mené, dans le plan PaP', la droite de front o^a, oy passant par le centre de la section. 
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on obtient le rabattement de ce centre par la rencontre Oi d'un arc de cercle, de centre f* et de rayon 
égal à ^'o\ avec la droite oh^ prolongée (§ 130). 

Les sommets rabattus se déterminent fort simplement ensuite, comme on le voit sur l'épure. On 
pourrait encore construire facilement les rabattements des divers points de la section et celui des 
tangentes correspondantes. 

697. Construction indirecte des sommets d*une section plane de Thyperboloîde \fig. 381, 
pi. XLVII). — L'hyperboloïde est déterminé comme dans l'épure précédente; quant au plan nous 
supposons, pour plus de simplicité, qu'on Ta fait tourner autour de z, z! pour l'amener sur l'une 
PaP' de ses positions perpendiculaires au plan vertical. 

Nous déterminons d'abord la rencontre du plan donné avec le cône asymptote de l'hyperboloïde. 

Le sommet de ce cône se confond avec le centre z,s' de la surface; l'une de ses génératrices du 
contour apparent vertical a pour projections g' et la parallèle ^i à ^, menée par z, l'autre a sa pro- 
jection horizontale encore sur gi et pour projection verticale la droite g\ symétrique, de g* par 
rapporta js'.* 

Gela dit, cherchons les sommets de la projection horizontale de la section du cône asymptote par 
le plan PaP' (§ 657). Deux d'entre eux, a, 6, se construisent immédiatement. 

Pour obtenir les deux autres, on peut recourir à l'un des foyers et au centre, qui se trouvent : le 
premier /*au pied même de l'axe, l'autre o au milieu de la droite ab, La perpendiculaire à cette 
dernière droite menée par o est le deuxième axe de la projection cherchée. 

Enfin, en décrivant du point ^comme centre avec le demi-grand axe oa pour rayon, un arc de 
cercle, on obtient, en ses points de rencontre c, d avec le deuxième axe, les deux autres sommets 
cherchés. 

Tout cela entendu, passons à la recherche des sommets de la section faite par le plan PaP' sur 
l'hyperboloïde. Au point o répond sur la projection verticale le point o' qui est tout à la fois le milieu 
des segments interceptés sur aP' par les asymptotes du contour apparent vertical de l'hyperboloïde 
et par ce contour lui-môme. 

Il suit de là que les sections faites par le plan PaF sur l'hyperboloïde et sur son cône asymptote 
sont non seulement homothétiques mais encore concentriques. 

Deux des sommets (o', Ci), (o', rfi) de la section faite dans l'hyperboloïde par PaP' seront facilement 
obtenus en employant, comme plan auxiliaire, le plan horizontal conduit par o, o' (§ 691). 

L'un des deux autres sommets s'obtiendra alors, puisque les sections du plan PaP avec l'hyper- 
boloïde et son cône asymptote sont homothétiques, en tirant la droite ed, en lui menant ensuite 
par Cl une parallèle que l'on prolongera jusqu'à sa rencontre ii avec ^i. Ce point sera le troisième 
sommet de la projection horizontale ; quant au quatrième c'est le symétrique ûi de i| par rapport au 
centre commun aux projections horizontales des deux sections. 

698. Deuxième cas. — Section hyperbolique. — La surface est toujours déterminée [fig. 384, pi. XL VI) 
par son axe z, zf, que l'on suppose encore vertical, et par l'une g^ g' de ses génératrices rectilignes 
de front. Quant au pian PaP' nous lui avons cette fois assigné, afin de simplifier l'épure et d'indi- 
quer les diverses dispositions qu'elle peut offrir, une position perpendiculaire au plan vertical 
de projection. 

La construction d'un point quelconque de la section, identique à celle du premier cas, n'a pas 
été exécutée sur notre épure. 

699. Axes et sommets. — En ce qui concerne les axes, la manière la plus simple d'exécuter le 
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tracé eslde chercher tout d* abord la projection verticale du centre; elle se trouve évidemment au 
milieu o' du segment que l'hyperbole du contour apparent vertical de la surface intercepte sur «P'^ 
ou plutôt, au milieu du segment l'k que les deux asymptotes de cette hyperbole interceptent sur 
cette même droite aP'; on en déduit la projection horizontale o correspondante. 

Il est alors très facile de déterminer la position de Taxe transverse. Effectivement, lorsque, comme 
dans notre épure, le point o' tombe dans l'intérieur du contour apparent vertical de la surface, la 
perpendiculaire au plan vertical menée par ce point est précisément Taxe transverse. Alors, l'emploi 
d'un plan horizontal auxiliaire passant par o' conduit à la détermination des deux extrémités de 
cet axe : 

En exécutant ce tracé on a trouvé les sommets («i, o'j, {s^, o'}. 

Lorsque, au contraire, le point o' se trouve à l'extérieur du contour apparent vertical de la 
surface, les sommets de l'axe horizontal sont imaginaires; dans ce cas, et seulement dans ce cas, 
on devra recourir au tracé un peu long qui sert à trouver les sommets de l'axe qui croise z^z^ (§693). 

700. Asymptotes de la section. — Quelle que soit la surface de révolution, on peut, comme 
nous l'avons démontré plus haut (§ 681), remplacer pour ce qui concerne la détermination des 
branches infinies et la construction des asymptotes, la surface donnée par son cône asymptote. On 
est ainsi conduit à appliquer au cône asymptote le tracé déjà expliqué (§ 586), et que nous allons 
simplement indiquer. 

Construisons d'abord le cône asymptote : son sommet est le centre a', z de la surface donnée, 
sa base sur le plan horizontal de projection est un cercle de centre z, dont un point de passage 
s'obtient en prenant la trace horizontale t d'une parallèle ^', ^i à g, g' menée par z, <r'; on peut par 
suite facilement tracer cette base. 

Menons par le sommet du cône un plan Q'^Q parallèle à P'aP et prenons les génératrices {tj'p, z^i), 
(o'jS, 2^2)9 d'intersection de ce plan parallèle avec le cône asymptote. Après quoi, nous conduirons 
des plans tangents au cône par ces droites, ces plans auront pour traces horizontales des tan- 
gentes à la base du cône menées par |3i,/33; nous chercherons enfin leurs rencontres avec PaP'. 

Les traces horizontales que nous venons de construire rencontrent aP ajix points Ai, At, qui sont 
les traces horizontales des asymptotes cherchées; ces asymptotes ont donc pour projections hori- 
zontales des droites menées par Ai, A^ et respectivement parallèles à jSiZ, p^iz. 

Nous terminerons en remarquant que les plans tangents aux cônes conduits par (z^upd)^ (2^i>|3(7') 
sont des plans asymptotiques à l'hyperboloïde, qui doivent le couper chacun suivant deux géné- 
ratrices rectilignes parallèles entre elles, et aussi respectivement parallèles à la génératrice de contact 
de ces plans avec le cône. 

On voit par là que les tangentes à la projection horizontale du collier menées par les points d'inter- 
section t%, r% des traces horizontales de l'hyperboloïde et de Tun des plans asymptotiques considérés, 
doivent^ si l'épure est exactement faite, être, toutes deux parallèles à jS^z. 

Le plan asymptotique qui touche le cône asymptote suivant (z^i), {Jp), donnera lieu à une véri- 
fication semblable. 

Signalons encore les constructions de quelques points remarquables de la section, qui se trouvent 
exécutées sur notre épure. Tout d'abord, la rencontre /c, k! de la génératrice donnée avec PaP' est un 
point de la section. 

En adjoignant ce point aux deux asymptotes que l'on vient de construire, on a les éléments néces» 
saircs à la détermination de la courbe, dont le tracé peut avec ces éléments se faire sans difficulté. 
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On a également déterminé les poinls (a, a'), (^, a') où la courbe d'interseclion rencontre le contour 
apparent horizontal de la surface, et ceux (c, a), (iy a), (e, e')y (/*, e') où elle coupe deux plans hori- 
zontaux équidistants du collier, dont l'un est le plan horizontal de projection. 

Ces deux plans horizontaux comprennent entre eux un segment de l'hyperboloïde dont on a, pour 
régler les effets de la visibilité, enlevé la partie placée au-dessus du plan PaP'; en outre l'hyperbo- 
loïde a été supposé plein et opaque. Des hachures ont été placés sur les parties coupées visibles (§275). 

Troisième cas. — Section parabolique {fig. 883, pi. XL VII). — Gonservons,en ce qui concerne l'hyper- 
boloïde, les données de l'épure précédente; plaçons ensuite le plan sécant PaP dans une position 
perpendiculaire au plan vertical, et parallèle, afin que la section soit une parabole, à la géné- 
ratrice g, g'. 

La parabole est la limite de l'ellipse, par suite, sauf de très légères modiQcations, tout ce qui a été 
dit dans le premier cas est ici applicable. 

Nous allons seulement reprendre deux questions qui peuvent être résolues par des procédés 
relatifs au seul cas de la parabole. 

701. Axe et sommets. — L'axe est la droite ta^ aP', placée à la rencontre du plan PaV et du 
plan de front conduit par z, z'. 

Pour trouver le sommet il faut chercher la rencontre de cet axe avec la surface ; or, l'axe ta, aP' 
est parallèle à la génératrice 0^, ô'i/'; ces deux droites sont donc dans un môme plan. En adoptant 
ce plan comme plan sécant auxiliaire, on trouvera sur l'hyperboloïde une courbe du second degré 
qui, devant comprendre la génératrice 9^, 0'^', sera formée de cette génératrice et d'une génératrice 
de système différent, que nous allons construire. 

Après avoir figuré sur l'épure la trace horizontale de l'hyperboloïde et celle 9t du plan auxiliaire, 
en prenant le second point h de croisement de ces lignes, on aura l'un des points de la génératrice 
demandée. La projection horizontale de la seconde génératrice d'intersection est donc l'une des 
deux tangentes que Ton peut mener du point A à la projection horizontale du collier. 

11 faut choisir parmi les deux tangentes celle qui convient à la présente question. Un observateur 
qui serait placé en et regarderait le point d contact de g avec la projection horizontale du collier, 
aurait cette dernière à sa gauche. 

En plaçant l'observateur dans les mômes conditions en h il devra voir la projection horizontale 
du collier à sa droite (§ 504); c'est donc la tangente hk qu'il convient d'adopter. Son point de croise- 
ment s avec ta est tout à la fois la projection horizontale du sommet et le sommet de la projection 
horizontale; la projection verticale correspondante se trouve à la rencontre s' de P' et de la ligne de 
rappel menée par 8. 

702. Foyer de la projection horizontale. — Antérieurement, nous déterminerons les élémisnts 
de la parabole commune au plan PaP' et au cône asymptote, se qui se fait très simplement. 

En effet, complétons le contour apparent vertical du cône asymptote qui se compose de deux 
droites ayant une projection horizontale ta commune et des projections verticales 9', ^'i symé- 
triquement placées par rapport à z\ Le point de rencontre 9, J de P«F avec ^'1, ta est le sommet 
de là parabole que le plan PaP' découpe dans le cône; en outre, 9 est le sommet de sa projection 
horizontale, et, d'après un théorème démontré plus haut (§ 491), z en est le foyer. 

Cela posé, démontrons que le plan PaP' coupe l'hyperboloïde et son cône asymptote suivant deux 
paraboles égales. 

Imaginons que la surface et son cône asymptote soient rapportés à trois axes rectangulaires issus 
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du centre du collier, dont Tun oz serait Taxe de rotation des deux surfaces et dont un second OX 
serait situé dans le plan du collier et se projetterait horizontalement sur za. 

Dans ce système, les équations de l'hyperbololde et de son cône asymptote ne différeront que par 
le terme constant, il en sera donc de môme de celles des projections sur le plan du collier des 
paraboles que détermine la rencontre de PaP' sur l'hyperbololde' et sur son cône asymptote* 

D'autre part, ces projections sont elles-mêmes deux paraboles ayant pour axe commun OX; 
elles auront donc des équations de la forme : 

Il suit de là que les projections des deux paraboles sur le plan du collier, ou, ce qui revient au 
môme, sur le plan horizontal, ont même paramètre et sont^ par suite^ égaies. 

Pour achever, nous prendrons simplement sur l'axe za, à partir de s, un segment «/* égal et dirigé 
dans le même sens que le segment <tz; le point f sera le foyer cherché. 

On pourra alors, puisqu'on connaît le foyer et le sommet, construire la parabole. 
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703. Par la droite on conduit un plan dont on cherche la rencontre avec la surface donnée, et on 
prend lés points en lesquels la droite croise la section plane. 

Dans le cas d'un cône ou d'un cylindre quelconque, on conduit le plan auxiliaire par le sommet 
du cône ou dans la direction des génératrices du cylindre. Pour l'hyperboloîde, le plan auxiliaire 
peut être remplacé par un parabololde (§ 518). 

Arrivons aux surfaces de révolution et du second degré. 

704. Problème. — Construire rintersection (tune sphère et (Tune ligne droite. — Traçons {fig. 384, 
pl.XLVII)les contours apparents en projections de la sphère, et les deux projections ab^ afb' de la 
droite donnée. Quelle que soit Imposition de la droite, on peut, à l'aide d'une rotation autour de la 
verticale menée par le centre o, o' de la sphère, la rendre parallèle au plan yertical (§ 119) : le pied 
p, pf de la plus courte distance de Taxe à la droite vient en pi, p'i ; et la trace 9,0' de aby a[V prend la 
position 0|, O'i, par suite 9i/»i, Vip'i sont les nouvelles projections de la droite donnée. 

On coupe alors la sphère par le plan vertical projetant de la droite déplacée; ce plan donne sur 
la sphère le cercle cd, (fd!\ par les rencontres (n'i, ni)(m'i,mi) de ce cercle avec la droite de front 
on obtient les points d'intersection de cette droite avec la sphère. 

En revenant sur la position primitive, ces points donnent ceux (m, m'), (n, n') qu'il fallait con- 
struire. Les parties des projections de la droite qui se trouvent cachées par la sphère ont été dessinées 
en points ronds sur Pépure ; on les détermine par un procédé en tout semblable à celui que nous 
avons expliqué au paragraphe 267. 

705. Problème. — Construire t intersection d'un ellipsoïde de révolution et (Tune droite. 
Première solution. — On coupe la surface par le plan projetant de la droite sur le plan vertical, 

puis, afin d'éviter le tracé d'une ellipse, on détermine un plan sur lequel- la courbe d'intersection se 
projette suivant un cercle. La construction s'achèvera ensuite sans aucune difficulté. 
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DEUxiiifB SOLUTION. — En diminuant les ordonnées perpendiculaires au plan de Téquateur dans un 
rapport facile à déterminer, on transformera Tellipsoïde en une sphère et la droite en une nouvelle 
droite. 

Les projections horizontales des points communs à cette dernière droite et à la sphère s'ob- 
tiendront très aisément (§ 704) et seront également les projections de même nom des points cherchés; 
des lignes de rappel feront alors connaître les projections Tcrticales correspondantes. 

Cette solution est évidemment applicable à l'ellipsoïde à trois axes inégaux, à la condition d'opérer 
deux transformations analogues à celle qui vient d'être indiquée. 

Taoisième solution. — Donnons-nous dans la position habituelle, l'ellipsoïde par ses contours appa* 
rents(/i^. 385, pi. XL VII) et soient aby a!V les projections de la droite. Coupons rellipsoïde par le plan 
projetant de la droite donnée sur le plan vertical ; la section est une ellipse projetée verticalement 
suivant î!f*y tirons les droites qui unissent respectivement les points éy f aux extrémités d\ d de 
la projection verticale de l'équâteur, et désignons par ^ leur point de concours. 

Considérons ensuite un cône auxiliaire ayant pour sommet le point («,«') du plan de front conduit 
parz^z', dont la projection verticale se fait en ^ et pour base la section de l'ellipsoïde projetée ver- 
ticalement sur ff{\ 

Ce cône est du second degré et coupe la surface suivant une première courbe de ce degré, l'inter- 
section se complétera par une courbe plane; on voit sans peine que cette courbe n'est rien autre 
chose que l'équâteur. 

On cherchera facilement les points en lesquels la droite donnée perce le cône auxiliaire, ces points 
seront ceux qu'il fallait construire. Cette solution est de tout point applicable à l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux et à Thyperboloïde à deux nappes. 

706. Problème. — Comiruire les points communs à une droite et à un paraboknde de révolution. — 
Nous supposerons Paxe de la surface vertical. Si la droite n'est pas parallèle à cet axe on adoptera 
pour plan auxiliaire son plan projetant perpendiculairement au plan vertical^ lequel découpera, sur 
lasqr&ce, une ellipse à projection horizontale circulaire (§480); la construction s'achèvera alors sans 
aucune difficulté. Dans le cas d'une droite parallèle à Taxe on obtiendra très aisément les parallèles 
de la surface qui passent par les points cherchés, et, par suite, ces points eux-mêmes. Pour terminer, 
ajoutons que l'on peut appliquer cette solution au paraboloïde elliptique, à la condition de la 
changer préalablement en paraboloïde de révolution par le procédé du paragraphe 705 (2^"^® sol.). 
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707. Problème L — Construire IHntersection de deux cônes dont les bases sont dans un mime plan 
{fig. 386, pi. XLVIIl). — Dans l'exemple choisi, les bases sont deux cercles y^yi placés sur le pian 
horizontal de projection et dont les centres sont o, Oi; les sommets se projettent en (5,^), (9^0'); 
avec ces données on peut achever, en traçant les contours apparents^ de représenter les deux 
surfaces. 
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708. Construction des points quelconques de la ligne commune aux deux surfaces. — Nous 
adopterons une feuillée de plans auxiliaires ayant pour arête la droite 59, «V qui unit les sommets 
des cônes donnés. On eût pu, pour l'exemple choisi, employer des plans auxiliaires horizontaux; 
mais, d*une part, les sections rectilignes que donnent les premiers plans sont plus faciles à construire 
que les sections circulaires que donneraient les seconds; d'autre part, nous avons dû, pour traiter 
le problème dans sa complète généralité, préférer une solution indépendante dé la forme assignée 
aux bases. Les traces horizontales des plans auxiliaires menés par la ligne des sommets «t, ^V 
constituent un faisceau de droites passant par la trace horizontale t de cette ligne. Soit P Tune 
de ces traces; elle rencontre : la base du premier cône aux points 05, a?; celle du second en 
65,^18 et les deux cônes, suivant quatre génératrices qui ont sa^, sa^, vb^, ^bt^ pour projections 
horizontales. 

Par les rencontres de ces projections horizontales, on obtient les projections sur le même plan de 
quatre points r??5, m?, rriie, mis qui appartiennent à la courbe étudiée. 

Projetons verticalement a^ en a'^, b-i en b'i et tirons les projections verticales 5V7, JVt des géné- 
ratrices correspondantes; au point de croisement m'i de ces lignes on aura la projection verticale d'un 
point M7 de la section. L'épure devra offrir cette vérlGcalion que les points m^^m^n appartiendront 
à une même ligne de rappel. 

On opérerait de même pour les trois autres points contenus dans le plan auxiliaire^ dont P est la 
trace horizontale. 

709. Tangente en un point quelconque de Fintersection. — Premier cas. — Les traces sur le 
plan des deux bases des plans tangents aux deux canes qui passent par le point choisi, se coupent dans les 
limites de l'épure, — Proposons-nous de mener la tangente à la commune intersection des surfaces 
au point m?, m'?. C'est l'intersection des plans tangents menés aux deux cônes par ce point. Or, 
nous connaissons déjà un point de passage w?, "«'- de cette intersection, il suffit donc de construire 
les traces horizontales des plans tangents au point considéré, qui ne sont rien autre chose que les 
tangentes Ri, Ra menées aux bases respectives par les points e??, ^7, et de prendre le point 0,i9' où 
ces traces se coupent. Alors, en tirant la droite qui va de 9,9' au point ot?, m'^, on a la tangente 
cherchée. 

Deuxième cas. — Les traces sur le plan des deux bases des plans tangents aux cônes menés par le point 
choisi, se coupent en dehors des limites de Vépure. — Adoptons le point dont la projection horizontale 
est wjo; il conduit à chercher la rencontre des plans tangents dont les traces horizontales sont les 
langentes Ri, R3 menées aux bases respectives par les points «7, ôje. Au lieu de regarder la tangente 
inconnue comme l'intersection de ces deux plans tangents, considérons-la comme l'intersection de 
deux cônes, qui auraient pour directrices les traces horizontales Rj, R3 et pour sommets respectifs 
(«, s') y ((7, 9') ; appliquons simplement à ces cônes le tracé général. 

La ligne des sommets S(t,s'<j' et, par suite, sa trace horizontale t se conservent. Menons donc par t la 
trace horizontale Q d'un plan sécant auxiliaire (on pourrait prendre l'un des plans ayant servi à la 
construction des points de l'intersection étudiée), d'abord les rencontres du plan auxiliaire dont Q 
est la trace horizontale avec Rj et R3 sont les points 9i et 93 ; ensuite celles avec les plans tangents 
ont leurs projections horizontales en s9,, crôs ; là où ces droites se croisent, on a la projection hori- 
zontale T d'un point de la tangente. La projection horizontale de la tangente cherchée est donc rmie. 

La projection verticale correspondante s'obtiendrait très aisément. 

710. Points placés sur les plans limites. — Parmi les plans auxiliaires il en est qui touchent 
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Tune des surfaces tout en coupant l'autre; ces plans, on Ta déjà dit (§ 579)^ portent le nom de 
plans limites. 

Dans la présente épure ils ont pour traces horizontales les droites Pi, P^. Le premier de ces plans, 
lorsqu'on lui applique le tracé général, détermine, aux points de croisement de la génératrice de con- 
tact obi^Jb'i du plan limite considéré avec l'un des cônes et de ses génératrices («ai,«'a'i), (sAis, ^'a'ia) 
de section avec l'autre cône, deux points (mi, m'i), (mi^^ m'ii) de la courbe étudiée, en lesquels» 
d'après la propriété générale des surfaces limites (§ 579), les tangentes ne sont rien autre chose que 
les génératrices {soiftfa'i), (s^it, s'a'n) suivant lesquelles le plan limite coupe Tune des surfaces. 

On verra pareillement que le second plan limite, dont la trace horizontale est P|, déteriçine les 
points (me, m'a), {mn, m'n) et leurs tangenles respectives (dôe, <y'*'6), (aéi?» fr'à\^). 

711. Pénétrations. — Pénétration réciproque. — Arrachement. — Sur le plan des bases, on 
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peut trouver, en conservant les données et les notations de notre épure, l'une des trois figures 
ci-dessus décrites. 

Dans la première (fig. 05) les plans limites touchent tous deux la môme surface et coupent l'autre; 
l'intersection se compose alors de deux courbes : l'une de ces courbes est donnée par les rencontres 
de toutes les génératrices du cône dont la base est y avec celles du cône dont la base est yi qui ont 
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leurs traces horizontales sur l'arc ÂB; la seconde courbe s'obtient en combinant toujours toutes les 
génératrices du cône de base y avec celles de l'autre cône qui ont leurs traces horizontales sur l'arc 
AiBj, de la base yi. 

La surface dont la base est y pénètre dans l'autre surface par une courbe, pour en sortir par une 
deuxième courbe; on dit alors qu'il y a pénétration. 

Dans la seconde disposition (fig. o^) les plans limites touchent tous deux chacune des surfaces, 
il y a alors pénétration réciproque. 

CÉOMÉT. DESCRIPTIVE. I.— 41 
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Remarquons en passant que la pénétration réciproque de deux cônes. du second degré se Eedt, 
d'après le théorème de Monge (§ 475), suivant deux courbes du second degré qui se croisent dans 
chacun des plans limites. 

Enfin dans la troisième dispositions (fig. 07), qui est celle de notre épure, l'un des plans limites 
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touche l'une des deux surfaces données et l'autre plan limite touche la seconde surface; les deux 
cônes s'entaillent réciproquement et on dit qu'il y a arrachement. 

Pour ce dernier cas l'intersection est formée par une seule courbe. 

712. Points des contours apparents. — Rien n'est plus simple que de construire ces points ; car 
il suffit d'employer, parmi les plans auxiliaires compris entre les plans limites et servant i trouver 
les points de la ligne commune aux deux surfaces, ceux dont les traces horizontales passent par les 
traces de même nom des diverses génératrices qui constituent les contours apparents. 

Dans notre épure {fig. 386, pK XLYIII), les traces horizontales de ces plans vont du point t aux 
points ûfo, ia, *i6. a*, «iii au. 

Au sujet des points ou, in nous ferons remarquer qu'ils ont été, en mettant en place les données, 
choisis de telle sorte que la droite an, b^^ aille passer par le point t ; c'est là un cas absolument par* 
ticulier, que nous avons pris dans l'unique but de donner, comme on va le voir un peu plus bas, un 
plus grand intérêt à l'épure. 

Indiquons les constructions relatives à Tune des lignes qui forment les contours apparents. Nous 
opérerons sur la ligne a'd'so» «Ais; le plan auxiliaire qui la contient a pour trace horizontale la droite 
tôis et coupe le cône dont n, J est le sommet suivant deux droites dont l'une, que l'on a seule 
employée dans l'épure, est évidemment la génératrice Jb^<^y fjb^^. Sur l'autre cône les sections ont 
pour projections verticales «'a'is, s'a'io; ces deux dernières droites croisent JVijfi aul points m'is, 
m'30 qui sont les projections verticales des deux points qu'il fallait construire. Quant à leurs pro- 
jections horizontales, on les construirait tout aussi simplement; mais^ comme elles n'offrent rien de 
remarquable, nous nous sommes dispensés, afin d'éviter de charger l'épure de lignes inutiles à son 
explication^ de les déterminer. 

Aux points m'i5) ^vi que nous venons de construire, la projection verticale de la commune inter* 
section doit toucher la droite «/6'io (§ 342). 

On a construit pareillement les autres points des contours apparents. 

713. Points le plus haut et le plus bas, — La détermination de ces points conduit au problème 
suivant : Deux courbes 7, yi et un point t étant donnés, conduire par ce point une droite telle, que 
les tangentes menées à chacune des courbes par un de ses points de rencontre avec la droite soient 
parallèles. Cette droite est la trace horizontale du plan sécant auxiliaire qui contient les points 
cherchés; dès qu'elle sera déterminée, il ne restera plus qu'à appliquer le tracé général. 
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Le problème qui vient d'être énoncé peut se résoudre d'une manière générale par le calcul ; 
effectivement; soient 

et 

p = ?(«)> 

les équations des deux bases y, yù en prenant pour pôle le point t et pour axe polaire une droite 
quelconque menée par ce point. On sait que l'angle V de la tangente à une courbe avec le rayon 
vecteur, est déterminé par la formule 

dans laquelle a désigne Hnclinaison du rayon vecteur passant par le point de contact et de l'axe 
polaire. 
Il s'ensuit que, en appelant a l'angle de la droite cherchée avec l'axe polaire, on aura 

Si l'on pouvait parvenir i résoudre simplement cette équation, la connaissance des valeurs de « 
entraînerait celle des plans sécants auxiliaires donnant les points cherchés. Mais la résolution de 
l'équation est presque toujours trop pénible; on peut alors opérer par tâtonnements; on mènera des 
divergentes par t ainsi que des tangentes aux bases par leurs points de rencontre avec ces diver- 
gentes, et on cherchera à obtenir celles de*ces tangentes qui sont parallèles. Le plus souvent on 
renonce à construire ces points, sauf cependant dans le cas où les bases sont horaothétiques. En 
effet, dans ce cas particulier il suffit pour avoir immédiatement la trace sur le plan des deux bases 
des plans auxiliaires qui contiennent les points cherchés, de joindre tout simplement le point t au 
centre d'homothétie. Quand les bases seront circulaires on joindra, attendu que deux cercles quel- 
conques sont toujours doublement homothétiques, le point t aux deux centres d'homothétie, et l'on 
aura ainsi les traces horizontales des plans demandés. 

Il est presque inutile d'ajouter que, pour qu'un plan ainsi déterminé contienne les points le plus 
haut ou le plus bas, il faut et il suffit que sa trace sur le plan des bases tombe entre celles des 

plans limites. 

••-1. 

En appliquant cette méthode à l'épure qui nous occupe, on voit que la droite de jonction du point r 
au centre d*homothétie directe tombe à l'extérieur de l'espace angulaire compris entre les traces 
Pi, Ps des plans limites; au contraire la droite de jonction P3 de ce môme point t au centre d'homo- 
thétie inverse e est comprise dans cet espace. Il y a donc seulement lieu d'appliquer le tracé général 
(§708) au plan dont P3 est la trace horizontale; en exécutant ce tracé on a trouvé les projections 
verticales du point le plus haut m'u et du point le plus bas m'9. 

714. Points de rebroussement de première espèce. — Deux des lignes des contours apparents 
relatifs aux deux surfaces et au même plan de projection peuvent, exceptionnellement, se rencontrer 
dans Tespace. Cette circonstance sera signalée sur l'épure par la coïncidence de deux divergentes 
issues du point ^, et passant respectivement parles traces horizontales de deux des lignes des contours 
apparents de même nom des deux surfaces coniques. On Ta dit plus haut, cette particularité se 
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produit sur notre épure pour les droites tau, tbn, qui se superposent. Dans ces conditions^ les deux 
génératrices projetées horizonlalement en san, aba se coupent en un point viny pour lequel les 
plans tangents aux deux cônes sont verticaux, puisque le point Mu appartient au contour apparent 
horizontal de chacun des cônes. 11 suit de là que la tangente en Mu à la commune intersection est 
dans l'espace perpendiculaire au plan horizontal, et, en vertu du théorème III^^* du paragraphe 386, 
que la projection horizontale de Tintersection présenté en mu un rebroussement de première 
espèce. 

715. Jonction des points. — Arrachement. «— Afin de pouvoir appuyer par un exemple les indi* 
cations générales qui vont suivre, nous nous occuperons pour l'instant du cas ûgoré sur Tépure, qui 
est celui de l'arrachement; quant aux cas de la pénétration réciproque et de la pénétration simple, 
nous nous réservons de les traiter un peu plus loin, avec les problèmes qui vont suivre, dont les 
données seront choisies en vue de réaliser successivement ces deux cas de l'intersection des 
surfaces coniques. 

C'est encore la méthode des projections centrales (§ 283) qu'il convient d'appliquer; nous nous 
bornerons donc à reproduire les explications déjà données pour le cas de deux pyramides. Que Ton 
imagine un point mobile qui, parti de l'un quelconque des points de la courbe cherchée pour y 
revenir, la décrirait d'un mouvement continu. Alors les projections centrales du mobile, faites sur 
le plan horizontal et en plaçant le centre de projection soit au sommet 5, 8', soit au second sommet 
a, a^y parcourront d'un mouvement continu la base y de l'un des cônes, ou celle 71 de l'autre cône. 

Pour tout passage du mobile dans un plan limite, l'une de ses projetantes coniques est tangente 
à la courbe de l'espace; il en. résulte que, sur la projection correspondante, il devra rebrousser 
chemin (§ 385) et parcourir à nouveau la portion de courbe précédemment décrite. 

On en conclut que la jonction peut être faite comme nous allons l'indiquer. 

Plaçons, afin d'éviter l'un des rebroussements, la position initiale du mobile sur l'un des points Mi 
du plan limite dont P| est la trace horizontale. Pour les deux projections centrales du mobile et pour 
le mobile lui-même nous trouverons les positions correspondantes et consécutives qui suivent : l^'sur 
Tare de la base y compris entre les plans limites : ai, «2» a3....ûi2. Arrivé en a^ il faudra, nous 
l'avons démontré, rebrousser chemin et passer par les points aia, aie*. .0^0, Oti; 

2'' Sur l'arc de yi, compris entre les plans limites :6i, b%^ bz....b^\ là, en rebroussant chemin nous 
trouverons £?, (g, 69... .^i?; en rebroussant encore chemin l'une des projections coniques se placera 
en ii7, *i8.-*io, btxybi] 

S"* Sur la courbe de l'espace : Mi, Mt, M3.... Mio^ Mti. 

Relativement aux points des contours apparents, nous avons déjà fait remarquer qu'une seule de 
leurs projections présente un intérêt particulier; c'est celle qui appartient à la ligne du contour 
apparent en projection; pour ce motif on n'a pas tracé sur Tépure les deux projections de ces points. 
Ainsi les points tels que M4 n'ont pas été projetés verticalement, et ceux tels que M14 ne l'ont pas été 
sur le plan horizontal. 

En tenant compte de cette remarque on arrive à unir par un trait continu sur la projection hori- 
zontale wïoWi, m4,m5,m6, m;, wîh, wi^, mis, fWio, m^, wiig, wiig, mi, et ceux m'i, m'a, m'e, w'?, m's, w'o, 
m'io,m'i,, m'i4, tw'is, m'17, mlto, m'a„ m'u sur la projection verticale. 

716. Visibilité. — Sur la figure 386 (pi. XL VIII) on a représenté le solide constitué par l'ensemble 
des deux corps. Dans cette [hypothèse, les effets de visibilité se règlent à l'aide des remarques qui 
suivent : 
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l"* Pour qu'un point de Tintersectionsoil visible par rapport à Tun des plans de projection, il faut 
et il suffit qu'il se trouve au croisement des deux génératrices visibles eu projection ; 

2"* Les points de passage des parties visibles aux parties cachées sur Tun des plans de projection, 
se trouvent sur les lignes des contours apparents par rapport à ce plan de projection. . 

Ces deux remarques, et Texamen attentif, que rien ne saurait remplacer, des deux projections de 
la figure étudiée, suffisent pour arriver à saisir les effets de visibilité indiqués sur l'épure. 

La figure 387 (pi. XLYIll) représente le cône de sommet «, s' supposé solide et entaillé par 
l'autre cône. Dans la figure 388(pl. XLIX) nous avons, en faisant les mêmes hypothèses, représenté 
l'autre cône. 

La figure 389 (pi. XLIX) est l'épure du solide commun aux deux cônes. 

Sur la figure 390 (pi. XLIX) on peut voir les projections de la portion de la surface du cône dont 
le sommet est d, o' qui se trouve comprise dans la courbé d'intersection; autrement dit cette 
figure représente une feuille formée par la partie de la surface du cône dont le sommet est a J 
comprise dans l'autre cône. 

Enfin sur la figure 391 (pi. XLIX) on a représenté une feuille formée de la partie de la -surface 
du cône dont s. s' est le sommet qui se trouve renfermée dans Tautre cône. 

717. Problème U. — Construire r intersection de deux cônes dont les bases sont dans deux plans 
différents, — Nous nous bornerons à construire la projection horizontale de la figure. 

Soient (/f^. 392, pi. XLIX) : 5, a les projections horizontales des sommets des deux cônes; y,yi 
les projections horizontales des bases, que l'on suppose placées dans des plans quelconques; uv la 
projection de même nom de la droite commune à ces deux plans; 0,0i les projections horizontales 
des points où la ligne droite qui unit les sommets des cônes va percer les plans des bases 7, 7^. 

Les plans auxiliaires passeront par la droite des sommets, par suite les projections horizontales de 
leurs traces sur les plans des bases seront deux droites issues respectivement des points o, $i et se 
croisant sur uv. 

Soient, 9ai, Bion les projections horizontales, pour une position quelconque du plan auxiliaire, des 
traces de ce plan sur les plans de base; les projections horizontales des génératrices suivant les* 
quelles ce plan auxiliaire coupe les deux cônes sont sa^^saioy<sbi,(sbio; leurs points de croisement 
m^, n4, mio, nio sont des points de la projection horizontale de la ligne commune aux surfaces 
données. 

Les plans limites se construisent très simplement, et l'on distingue alors facilement le cas d'un 
arrachement de celui d'une pénétration. 

Nous avonB pris, pour varier les exemples, des bases telles, que les plans limites OaiOi, OajOi soient 
tous deux tangents à la fois aux deux cônes; autrement dit, il y a pénétration réciproque des deux 
surfaces coniques représentées sur notre épure. 

D'autre part, nous avons adopté des ellipses pour base des surfaces ; alors, comme nous l'avons dit 
un peu plus haut, l'intersection est, d'après le théorème de Mongb, un système de deux courbes du 
second degré, qui se croisent sur les plans limites. En appliquant le tracé général aux plans limites 
on trouve les projections horizontales des deux points de croisement mi, m? des deux courbes qui 
forment l'intersection. 

On a encore construit, comme on le voit sur l'épure, les points des contours apparents mt, m^, m^, 
m^, ne, n9,nis, ita, et la tangente en n^; expliquons ce dernier tracé. Les projections horizontales des 
traces sur les plans des bases respectives des plans tangents en N4 à chaque cône sont les tangentes 
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aïo^, b^p aux couii>es y, yi. On assimile, comme on l'a déjà fait au paragraphe 709 {i^^ cas), les 
plans tangents à des cônes qui auraient pour sommets («, s'), {<t, J) et dont les directrices seraient les 
tangentes projetées horizontalement en ak^, b^j^. Coupons ces cônes par le plan limite OàiOi, les 
projections horizontales des droites d'intersection sont o|}, ^ et ces droites se croisent en t. 
La droite qui va du point t au point n^ est la projection de la tangente qu'il fallait construire. 

718. Jonction des points. — On unira par un trait coatinu les points (fui se présenteront dans les 
plans auxiliaires successifs que Ton rencontrera en parcourant Tune des bases complète deux fois 
dans le même sens,'et l'autre base complète également deux fois, mais dans les deux sens. 

Appliquons ceci à notre épure; les points correspondants se succéderont dans l'ordre suivant: 
aifAs^'iSf «^111^1 pour la base y de l'un des cônes; pour la base yi du second cône, 5|^ («, 635... 
•..^19, bi et> enfin^ pour l'une des courbes que l'on se propose de tracer mi, mt....mio> mi.* 

En conservant Tordre ci-dessus indiqué pour yi et en renversant celui qui vient d'être employé 

pour y, on trouvera sur cette dernière courbe successivement les points C|, Cs, C4 e^ Ci, et sur 

la seconde courbe que l'on doit tracer mi, nj, n^ nu, mi. 

On peut encore observer que, dans ces conditions, le point de croisement des projections hori- 
zontales des traces sur les plans de base des plans auxiliaires a pris successivement pour chacune 
des courbes d'intersection, les positions «i, 03, a3....a6f otr, asf-aiit «li, ai» 

Dans la figure principale (fig, 392, pi. XLIX) on a représenté l'un des cônes supposé solide en 
supprimant la partie de ce corps comprise dans Vautre cône. 

Sur la figure 393 (pi. XLIX) on a représenté le solide commun aux deux cônes, et la figure 394 de 
la même planche représente 1« cône de sommet S supposé solide et limité aux plans des courbes 
d'intersection. 

719. Problème III. — Construire t intersection d*un cône et (Tun cylindre. 

Le présent problème n'est qu'un cas particulier des deux précédents; il se résout par conséquent 
d'une manière absolument semblable à celle qui vient d'être donnée; aussi ne traiterons-nous que 
le seul cas oh les bases sont dans un même plan et renverrons-nous le lecteur, pour la construction 
de la tangente, des points des contours apparents, des points placés dans les plans limites^ des points 
le plus haut et le plus bas et des points de rebroussement, à la solution générale. 

Le cône est donné {fig. 395, pi. L) par les projections s, 5' de son sommet et par sa trace horizon- 
tale y ; le cylindre est donné par sa trace horizontale yi et par la parallèle sQ, s'^' à la direction de 
ses génératrices menée par le sommet du cône. Il est facile de tracer avec ces données les contou)*s 
apparents des deux surfaces. 

720. Construction d'un point quelconque. — On fait toujours passer les plans auxiliaires par la 
droite qui unit les deux sommets; c'est-à-dire par la parallèle sO, «'9' aux génératrices du cylindre 
menée par le sommet du cône; les traces horizontales de ces plans formeront un faisceau dont le 
sommet est 9. Soit P Tune d'elles; le plan auxiliaire correspondant coupe le cône suivant deux 
génératrices qui ont pour traces horizontales j3i, ^, et qui se projettent sur ce plan de même nom 
suivant s^i, s^\ ce même plan auxiliaire coupe aussi le cylindre suivant deux génératrices dont les 
traces horizontales sont a^ai 6t dont les projections de même nom sont les parallèles ai^i, QL%g% 
menées, à «9, par les points ai, as* Les projections horizontales que nous venons de construire s'entre- 
coupent en quatre points mi, 7723,7713, m^, qui appartiennent à la projection horizontale de l'intersection. 

Indiquons la construction de la projection verticale du point M4; on projette «i, Ps en a'i, p'%\ par 
fi/i on mène une parallèle a'i^'i à «'G', on unit s', ^% par une droite; enfin, par la rencontre des droites 
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«'i^'i9 ^'^'st Qui ne soût rien autre chose que les projections verticales des génératrices dont le 
croisement se fait en M^^ on trouve la projection verticale m\ cherchée. 

721. Plans limites. — Ces plans ont pour traces horizontales Pi, Pt; ces plans sont tangents à la 
base y, on en conclut qu'il y a pénétration du c6ne dans le cylindre. 

722. Jonction des points. Pénétration. — Nous répéterons ce qui a été dit au paragraphe 292. 
La jonction des points dans le cas d*une pénétration se fait plus simplement que dans celui d'un 
arrachement. Effectivement^ il y a dans ce cas deux courbes, Tune d'entrée, l'autre de sortie, que 
l'on construit séparément. 

Pour tracer la première on unit par un trait continu les points de rencontre placés dans les plans 
sécants qui se succèdent, lorsqu'on parcourt simultanément la base complète 7 du cône, dans le sens 
de la flèche /*, par jezemple, et deux fois l'un des segments eiki de la base yi compris entre les plans 
limites Pi, P^, dans le sens des flèches >{», >pi, ^, 4> 

On opérera de môme pour tracer la courbe de sortie ; le segment e^ki sera simplement remplacé 
par ai6f|, qui sera parcouru dans l'ordre des flèches f , (fi, ^i, 73* 

Sur la figure principale [fig, 395^ pi. L) on a représenté le cylindre et le cône, en les limitant au 
plan horizontal de projection. 

Sur la figure 396 de la môme planche, on a représenté la portion de la surface du cône comprise 
dans le cylindre. 

723. Problème IV. — Construire F intersection de deux cylindres. — Nous donnerons seulement sur 
ce problème, qui n'est qu'un cas particulier des trois premiers, quelques indications générales. 

Prenons le cas usuel de deux cylindres définis par leurs traces horizontales, qui sont ici deux 
cercles 7,^1 [fig. 397, pLLI) et par les directions des génératrices; traçons, avec ces données, les 
contours apparents des surfaces et passons à la détermination de leur ligne commune. 

724. Construction d'un point quelconque de la ligne commune. — Par un point a, a' pris 
dans une position arbitraire, on conduit une parallèle à chacune des directions des génératrices, et 
on construit les traces horizontales 6^ Oi de ces parallèles. 

La droite de jonction des points 6, ^i est la direction générale des traces horizontales des plans 
auxiliaires. Soit P l'une de ces traces; ses rencontres 6t, Bsy O4, ds avec les courbes de base sont les 
traces horizontales des génératrices suivant lesquelles le plan auxiliaire correspondant coupe le 
cylindre. En traçant les projections horizontales de ces génératrices on trouve, là où elles se coupent, 
les projections horizontales mi, m^, ms, mi de quatre points de l'intersection; si Ton projette ensuite 
verticalement 63 et O5 sur la ligne de terre, enV^, ^69 et que l'on mène par ces deux projections des 
droites respectivement parallèles aux projections verticales des génératrices, on trouvera, par le 
croisement m^ de ces droites, la projection verticale de l'un des points de l'intersection. L'épure sera 
soumise à cette vérification que les points ma, m's devront être placés sur une môme perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

On a construit de la même manière les projections verticales m\y m's, m'4 des trois autres points de 
l'intersection placés dans le plan auxiliaire dont la trace horizontale est P. 

725. Points remarquables de la courbe d'intersection. — Les plans limites ont pour traces 
horizontales Pi, P^; il y a donc arrachement. On suivra facilement sur l'épure la construction des 
points (ai,a'i), (as, a'%), (as, o^s), (04, af^) placés dans les plans limites et celle de ceux qui appar- 
tiennent aux contours apparents. 

En ce qui concerne les points le plus haut et le plus bas» nous ferons remarquer que les bases ont 
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éié prises égales, il s'ensuit que le centre d'homothétie directe et la parallèle à BS^ menée par ce 
centre sont à Tinfini ; cette parallèle n'est donc pas comprise entre les traces Pi, Pa des plans limites, 
il n'y a donc que deux points (A, A'), (b, b') à cotes maximum ou minimum : ces points ont été 
obtenus en construisant le centre d'homothétie inverse », qui se trouve au milieu de la droite 
unissant les centres des bases y, 71, et en appliquant le tracé général au plan auxiliaire dont la trace 
horizontale P3 passe par ce centre. 

La figure principale représente le corps constitué par Tensemble des deux cylindres. 

On a ensuite représenté, sur la figure 398 (pK Ll), ce qui reste de Tun des cylindres, supposé 
solide^ après avoir enlevé la partie comprise dans Pautre, ou, si Ton veut, Tun des cylindres entaillé 
par l'autre. , 

La figure 399 (pi. L) représente le solide commun aux deux cylindres supposés pleins. 

Les deux feuilles formées par les portions des surfaces de chacun des cylindres qui se trouvent 
renfermées dans la courbi comaïuae, S3nt enfin représentées sur les figures 400 et 401 de la môme 
planche. 

DES POINTS DOUBLES DANS L'INTERSECTION DES SURFACES 

DU SECOND ORI^RE 

726. Ces points sont de deux sortes, savoir : 
l"* Les points doubles de l'espace ; 

S"* Les points doubles en projection. 

POINTS DOUBLES DE L'ESPACE 

727. On les trouve assez simplement, car en chacun d'eux les tangentes à la ligne commune sont 
contenues dans les plans tangents aux deux surfaces; ces plans doivent donc se confondre. Ainsi, 
aux points doubles de V intersection de deux surfaces celles-ci ont un plan tangent commun. 

La réciproque de cette propriété est vraie, mais sa démonstration générale ne peut entrer dans le 
cadre de ce traité. 

On trouvera, un peu plus loin, une démonstration de cette réciproque pour le cas particulier des 
surfaces coniques. 

La construction habituelle des tangentes tombe en défaut aux points doubles, puisque les plans 
tangents aux deux surfaces se confondent en ces points. 

Pour parvenir à déterminer ces t<ingentes, on peut chercher les droites en lesquelles le plan tangent 
commun aux deux surfaces données rencontre un cône auxiliaire, qui aurait le point double pour 
sommet, et l'intersection de ces surfaces pour directrice. 

On coupe, à cet effet, le cône et le plan par un plan quelconque, et l'on tire les droites de jonction 
des points de croisement des deux lignes qu'il détermine au point double ; ces droites sont les tan- 
gentes cherchées. Ce tracé peut être simplifié par le secours de quelques théorèmes que nous 
allons établir. 

728. Théorème. — Lorsqu'une courbe de degré m a un point double, tout cône dont le sommet est en 
ce point et qui passe par la courbe, est de degré m — i. 

Conduisons un plan quelconque par le point double ; sa rencontre avec la courbe se fera suivant m 
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points, dont deux se trouveront confondus avec le point double. Le plan coupera donc le cône 
suivant m — 2 génératrices; le degré de cette surface sera donc bien m — 2. 

729. Corollaire. — lorsque la courbe commune à deux surfaces du second degré présente un point 
double ^ le cane dont le sommet est en ce point et qui contient cette courbe est du second degré. — Ce corol-^ 
laire résulte immédiatement du théorème qui précède, puisque la courbe d'intersection est ici 
du quatrième degré. Dans le cas de Tintersection de deu^ surfaces du second degré, la détermination 
des tangente| en un point double de cette ligne se réduira donc à la recherche de Tinterseclion 
d'un cône du second degré et d'un plan passant par son sommet. On coupera le cône et le plan par 
un plan auxiliaire, sur lequel on trouvera une courbe du second degré et une droite, dont on 
prendra les deux points de rencontre; les droites de jonction de ces points au point double seront 
les tangentes cherchées. 

730. Théorème. — Jl existe six directions dans lesquelles un plan coupe suivant des courbes homothé- 
tiqueSf deux surfaces du second degré. — Transportons les cônes asymptotes des deux surfaces paral- 
lèlement à eux-mômes, en leur assignant un même sommet quelconque. Les cônes ainsi déplacés 
auront quatre génératrices communes, lesquelles, combinées deux à deux, détermineront six plans 
réels ou imaginaires. 

Tout plan parallèle à l'un d'eux coupera les surfaces données suivant deux courbes ayant pour 
dir^tion asymptotique commune les droites qui ont servi à fixer la direction de ce plan. Ces deux 
courbes auront donc môme direclion asymptotique et seront par suite homothétiques. 

731. Théorème. — Les six directions dans lesquelles un plan coupe deux surfaces du second degré 
suivant des courbes homothétiques sont communes à ces surfaces^ et à toutes celles, de même degré, qui 
passent par leur intersection. 

En effet, tout plan rencontrant les deux premières surfaces suivant des courbes homothétiques 
contiendra quatre points de l'intersection de ces surfaces, dont deux seront toujours à l'infini. 

Au surplus, la rencontre du plan sécant avec Tune des surfaces du second ordre menées par l'inter- 
section des deux premières passera nécessairement par ces deux points à l'infini. En somme, le plan 
sécant coupera toutes les surfaces suivant des coniques ayant, à l'infini, deux points communs; co- 
niques qui seront donc bien homothétiques. 

732. Corollaire. — Tout plan cyclique commun à deux surfaces du second degré est aussi commun aux 
surfaces du même degré passant par l'intersection des deux premières. — Ce corollaire résulte immé- 
diatement du dernier théorème : puisque deux cercles quelconques sont toujours homothétiques, et 
que les figures homothétiques d'un cercle sont aussi des cercles. 

733. Simplification de la construction des tangentes aux points doubles. — Lorsque les plans 
par lesquels on peut couper suivant des courbes homothétiques deux surfaces du second degré, ne 
sont pas tous imaginaires, on peut opérer le tracé du paragraphe 591 comme il suit. 

Ayant choisi un plan qui donne, sur les surfaces, des courbes homothétiques, on pourra déter- 
miner la conique suivant laquelle ce plan rencontre Tune des surfaces données; celle que le plan 
découpe sur le cône auxiliaire se déterminera ensuite très aisément puisqu'elle est homothétique de 
lu première. Celte dernière conique sera la base du cône dont on doit chercher la rencontre avec le 
plan tangent au point double; ce que l'on pourra faire soit en ayant recours aux plans cycliques du 
cône, soit en construisant une projection circulaire de sa base. 

On le voit, les tracés sont encore longs, et, à l'exception de certains cas particuliers, parmi les- 
quels on doit signaler au premier rang celui de deux cônes ayant des bases circulaires sur un même 

etOMÉT. DESCRIPTIVE l.~4t 



330 



TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



plan, le plas simple consiste à ne déterminer que quelques points de la courbe de rencontre du cône 
auxiliaire avec un plan sécant quelconque. On aura soin^ bien entendu, de choisir ceux de ces 
points qui, placés de part et d'autre de la trace du plan tangent commun sur le plan sécant, avoi- 
sinent cette trace; on pourra ainsi construire approximativement les parties utiles de la rencontre 
du plan sécant et du cône; puis achever la construction de l'intersection du cône et du plan 
tangent «lux deux surfaces données comme à l'ordinaire. 

734. Constntetion des tangentes aux points doubles de Fintersection de deux sarfaces 
coniques ou cylindriques. — Considérons deux cônes ayant un plan tangent commun P. Soient: 
3, Si leurs sommets ; S^, &iê les génératrices suivant lesquelles P touche, respectivement, chacune 
de ces surfaces. 

Nous allons, tout à la fois, démontrer que le point j, en lequel P touche les deux cônes, est un 
point double de leur intersection et chercher les tangentes en ce point. Pour atteindre simultanément 
ces deux buts, il suffit de construire les tangentes à la courbe d^ntersection en 9, et de constater que 
le problème offre deux solutions. 

Ces tangentes sont nécessairement dans le plan tangent commun P^ il est d'ailleurs manifeste 




FiG. Os. 



qu'elles se confondent [avec^ les tangentes à la projection sur P de la courbe commune aux deux 
cônes ; nous chercherons donc simplement ces dernières. 

Conduisons par 9 deux plans perpendiculaires au plan tangent P et soient : èx^ 9Xi leurs traces 
sur P; y^ yi les courbes suivant lesquelles ils coupent respectivement les cônes de sommets S, Si; 
8y l'intersection des plans] perpendiculaires au plan P, qui est elle-môme perpendiculaire à P, 
ei, finalement, 0, 9i les pointsien lesquels la ligne qui unit S, Si coupe respectivement les plans des 
courbes y, 7|. 

Nous adopterons 7, yi pour bases respectives des cônes et nous construirons, par la méthode 
générale (§ 708), un point de lajprojection snr P de leur ligne commune. 

Pour le faire conduisons par 9, ôi et par un point «, placé sur y et voisin de i, un plan sécant 
auxiliaire; lequel donne : sur les]rplaus des bases les droites 6a, 01»; sur les bases elles-mêmes les 
points L, Li, que, l'on projette];en ;/, l^, sur Pj enfin sur les cônes, des génératrices, dont les pro- 
jections S/, SJi se croisent au point m cherché. 

Traçons la droite *w et observons que, puisqu'on connaît le points, tout se réduit à déterminer la 
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limite de la direction de 9m, lorsque m tend vers i. On le fera en menant par m des droites mt, mti 
respectivement parallèles à Bèy Oi^; puis en cherchant la limite du rapport de ces deux lignes, que 
nous désignerons, la première m/, par />, l'autre mti^ par pi. 
Soient : 

les équations des courbes 7, 71 rapportées respectivement aux axes y^y yixi, et (x, y), (xi, ^i) les 
coordonnées des points L, L|. 

On a, par les triangles semblables 

mt_Sl 



ce qu'on peut écrire 



mit 


Siti. 
-Si*' 


X 


St 


Pi- 

Xi 


S^t, 
~Sii ' 



En divisant membre à membre ces deux dernières relations, on a 

p *Pi __ S< , S^tl 
Pi* X "~ Sd Si^ 

Lorsqu'on fait tendre a vers i^ les points m, ^ ti tendent aussi vers 9 et les rapports du second 
membre delà dernière égalité ont pour limite 1, ce qui permet d'écrire la relation 

lim£..lim-* = l, 

Pi X 

ou, ce qui revient au même, 

<1) Um^=lim-. 

Pi Xi 

D'autre part, d'après le paragraphe 679 on peut écrire : 
i3l ^=0^'W+Œ3^"'(«)+ 



a sinailitude des triangles donne encore 



h -. !i^ ; 
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on en déduit 

ety par suite, 

f4) • lim^ =1 

^ ^ Vi 

Or des équations (2) el (3), on tire, en général 



limX-Œ 

X^ l.Z 






D'où l'on déduit 



lim^' lira — — Li2) 



oa encore, d'après (4), 



"■"l=*VS- 



X 



En remplaçant daiii (1) lim — par sa valeur, il vient 

Xi 



Reprenons la formule (4) du paragraphe 679 

1 



no)= 



pcus^ 



dans laquelle |3 représente l'angle de la normale à la courbe ^ (flg. o^), en m\ avec Taxe m'y, el cb- 
servons que cette formule est applicable aux courbes y, yi (fig. o^) à la condition toutefois de supposer 
^ nul. Alors, en désignant par p et par pi les rayons de courbure, en 9^ des courbes y, 7i,nous aurons 

p pi 

d*où Ton déduit 

no) Pi ' 

et par suite 



lim2- = -hi/l 
Pi V Pi 



Telle est la formule cherchée; elle montre que le point à est un point double et elle va servira 
construire les tangentes en ce point. 
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735. Construction des tangentes. — La formule que Ton vient de trouver peut s'écrire 

Pi pi 

le tracé ne saurait maintenant offrir aucune difficulté. 

Opérons dans le plan tangent commun P; rien ne sera plus simple ensuite que de projeter sur un 
plan quelconque la figure que nous allons construire. Soient S^, SiS les deux génératrices de contact 
qui se croisent au point double S (fig. 09). 

Construisons ^Jplt après quoi, par un point a, pris arbitrairement sur S^, menons une parallèle 
à la trace du plan de la courbe y sur celui de la figure et portons sur cette ligne, de part et d'autre 

de a, deux longueurs ab^ ae égales à V^ P^îs P^^ ^» <^ tirons des parallèles à SI. 




Fig. 09. 



Opérons de même pour l'autre cône, mais en remplaçant cette fois Vppî ?^^ pi* 

Les couples de parallèles ainsi tracées forment un parallélogramme defg^ dont les diagonales i/, èr 
sont les tangentes cherchées. 

Pour exécuter ce tracé, nous avons dû recourir aux rayons de courbure de deux bases placées 
dans des plans perpendiculaires au plan tangent commun; le théorème qui suit permet de le rendre 
indépendant de l'orientation des bases. 

736. Théorème de Mensnier. — (Ce théorème, que nous nous bornerons à considérer dans le 
seul cas des surfaces coniques, est encore vrai pour une surface quelconque.) 

Dans toute surface conique^ le rayon de courbure (Tune section oblique est la projection du rayon de 
courbure de la section normale qui a même tangente. 

Soient (fig. Oio) : Q le plan de base ou d'une section oblique faite sur la surface; c la base d'un cône 
elle-même ou la section oblique; S le sommet de la surface et S^ sa génératrice de contact avec 
Tun P de ses plans tangents. 

Le plans P, Q se coupent suivant la tangente ab^ à la courbe c au point a. Par ab conduisons un 
plan N perpendiculaire à P et considérons sa section Ci avec le cône. 

Prenons deux points, l'un d sur c, l'autre e sur la tangente aà; tirons la génératrice Sd et désignons 
par d^ sa rencontre avec Ci; traçons enfin la droite S^ ainsi que les triangles aed^ aedi. Nous désigne- 
rons encore respectivement par (û, û^), (a, R|) les aires de ces triangles et les rayons des cercles 
circonscrits à ces mômes triangles. 



9U 



On aura 
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4û R = ae.ed.ad 
4ûiRi = ae.tdi,adi; 



en divisant ces égalités membre à membre, on trouve 



(0 



a R ed ad^ 

û^'Ri ISi' adi' 



La comparaison des pyramides Sade, Saedi donne à son tour, en Appelant A et Ai les distances du 
point S aux plans Q et N, la relation 

ÛA _ Sfl.Sg.Srf 

ou 

û^_Ai Sd_ 
Ûi A * Sd4* 
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En éliminant — entre cette dernière relation et (1), on trouve 



mais d'autre part, on a : 



L — î£ ^ *. Scf 1 , 
R4 erf4'arf4 A| W 

ad sindSa 

$d sindoS ' 



Sdi sindjaS . 

0^4 sinrf4Sa * 



-en corabinant les troiB demières relations, on trouve 

B_ ed sind^aS A . 

Ri ec/4 sindaSA4 ' 
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maiSy en appelant 6 Tangle des plans N, Q, on peut remplacer -7- par cosO dans la dernière rela- 

tion, ce qai donne 

R ed sindiaS ^ 
ô- = -T ■ j ^ > cose. 

En faisant d'abord tendre le point e vers a, le rapport -7 tendra vers ^, ou vers son égal 

edi adi 

^'"^ * : si Ton fait ensuite tendre d vers a, les rayons R, Ri tendront vers les rayons de courbure des 
%\\\addi ^ 

courbes G et Ci que nous désignerons par p et par pi, et nous aurons finalement 

^ = p'cos9, 

ce qui justifie l'énoncé du tbéoràme; attendu que Tangle des plans Q, N est égala celui des 
normales en a aux courbes considérées. 

737. Application. — Deux cylindres reposent tangentiellement sur le plan horizontal et ont pour 
directrices deux cercles du plan vertical; on demande de construire les tangentes aux points doubles de 
rintersection de ces surfaces. 

Soient /, /i les cercles des bases situées dans le plan vertical {fig. 402, pi. LII)^ et a^, bi les 
génératrices par lesquelles les cylindres touchent le plan horizontal. L'intersection a pour point 
double 3 et nous voulons construire les tangentes en ce point. 

Nous couperons les deux cylindres par le plan vertical de projection qui est ici perpendiculaire 
au plan tangent commun. 

Les rayons de courbure des deux sections étant connus, on construira, comme on le voit sur la 
figure, leur moyenne géométrique ac, que Ton rabattra en ad, ae^ de part et d'autre du point a, sur 
la ligne de terre, à l'aide d'une demi-circonférence de cercle. 

Par e ei d on conduira des parallèles aux projections horizontales des génératrices du petit 
cylindre. 

Pour le grand cylindre, les génératrices du contour apparent en projection horizontale sont les 
parallèles cherchées. 

Les croisements des deux couples de parallèles se font en tni,mi, mg, 1714; les diagonales mima, 
m^mi doivent passer par $ et y toucher la courbe d'intersection. 

En coupant les deux cylindres par des plansj auxiliaires horizontaux, on construit les projections 
d'autant de points que Ton veut de la courbe d'intersection et l'on peut ensuite tracer cette courbe. 
Sur l'épure la construction de quelques points remarquables est indiquée. On a représenté le plus 
petit cylindre supposé solide et entaillé par le grand. 

Sur la figure 403 on a représenté le solide commun aux deux cylindres. 

La figure 404 représente une feuille formée de la partie du grand cylindre comprise dans le petit. 

Enfin, la figure 405 représente la partie de la surface du petit cylindre comprise dans le grand. 

738. Théorème. — Les tangentes au point double de rintersection de deux surfaces coniques forment 
un faisceau harmonique avec les dettx génératrices de ces surfaces qui se croisent en ce point : les couples 
de rayons conjugués sont^ d'une part^ les deux tangentes, de Vauire lesdeuc génératrices. 

Considérons la figure 09 et le faisceau i, SSitx. Soit m la rencontre des droites de, ^Si; la droite de 
prolongée coupe à l'infini 9&; comme, d'autre part, m est le milieu de de, on voit que les rayons du 



336 



TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



faisceau considéré déterminent sur une môme droite des points de section formant une division 
harmonique (§ 257), et, par conséquent, que ce faisceau est lui-môme harmonique. 

Ce théorème est évidemment applicable aux projections des rayons du faisceau (§ 254) et sert, 
lorsqu'on connaît Tune des tangentes au point double, à trouver l'autre tangente en ce point, comme 
on va le voir dans les applications qui suivent. 

739. Première application. — Construire les tangentes au point -double de t intersection de deux cônes^ 
d'un cône et d'un cylindre ou de deux cylindres de même base. 

Considérons d'abord le cas de deux cônes (fig./>i). 

La base commune, qui a pour projection horizontale y, est supposée plane et quelconque, 




Fio. pi. 

donnons-nous les projections horizontales «, «i des sommets, el celle B du point de rencontre de la 
droite qui les unit et du plan de la base commune. 

Les deux cônes ont un plan tangent commun dont la rencontre avec le plan de la base se projette 
horizontalement sur la tangente Qi, à 7, menée par B; le point de contact è de celte tangente est 
évidemment la projection horizontale du point double. La courbe projetée en 7 fait partie de Tinter- 
section, par conséquent Oj est une des tangentes au point double ; traçons les deux droites si, M et 
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cherchons le conjugué harmonique du rayon 0^ par rapport à ces deux droites : on mène une 
parallèle à M, dont on prend les points de rencontre a, b avec si, Sii; on détermine ensuite le milieu 
m de 06, et alors la droite qui va de 9 au point m est la deuxième tangente au point double; 
effectivement, le point de rencontre de ab avec M est à TinOni, et le milieu m deab est le conjugué 
harmonique, par rapport à a, i, de ce point à l'infini (§ 257). 

Le problème se résout de môme dans le cas d'un cône et d'un cylindre. 

Pa<^sons au cas de deux cylindres (fig.pi). 
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Soient 7,9,^1 (fig*jt>s) les projections horizontales de la base commune, et celles des deux parallèles 
aux génératrices qui servent à construire la projection horizontale BBi de la direction des traces sur 
le plan de base des plans auxiliaires* 

La tangente P à 7, menée dans la direction 6O0 a pour point de contact la projection horizontale ^ 
du point double cherché. 

L'une des projections horizontales des tangentes au point double est P; l'autre est le rayon 
conjugué harmonique de P par rapport aux droites gf, gfi menées dans les directions des droites 
^1» 9* par le point è. On l'obtient donc très aisément en prenant le milieu m du segment ab d'une 
parallèle à P comprise entre g' et /i, et en tirant fa droite 9m. 

740. Deuxième appligation. — Dans la construction des tangentes au point double indiquée au 
paragraphe 727, il arrive assez fréquemment que la section du c6ne auxiliaire par un plan quel- 
conque rencontre en un point dont les projections sont extérieures à l'épure, l'intersection de ce 
même plan et du plan tangent commun; tandis que le second point de rencontre se trouve projeté 
à l'intérieur des limites de l'épure. 

On trouve alors immédiatement l'une des tangentes cherchées, et Tautre, comme on vient de le 
démontrer^ peut être obtenue à l'aide du tracé dotfnant le quatrième rayon d'un faisceau harmonique 
dont trois rayons sont connus. 

741. Points doubles an sommet d'une surlace conique. — Au sommet d'un cône la surface 
offre une inQnité de plans tangents, il en résulte que la conclusion du paragraphe 734 peut être en 
défaut lorsque ce sommet est un point double de Tintersection du cône considéré avec une 
deuxième surface* Il faut évidemment^ pour que le sommet soit un point double de l'intersection, 
qu'il 5e trouve placé sur la deuxième surface ; cette position particulière du cône donne lieu au 
théorème qui suit : 

742. Théorème. - - Lorsque le sommet d'une surface conique du second degré est placé sur une autre 
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surface quelconque , la ligne d'intersection des deux surfaces peut offrir: un point double, un point de 
rebroussement ou un point isolé, suivant que le plan tangent mené à la surface quelconque par le sommet 
du cône coupe^ ou touche la surface conique, ou ne la rencontre qu*en un seul point. 
Soient : S, £1 la surface quelconque (fig.;>s) et le cône donnés; S le sommet de ce dernier, que 
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Ton supposa placé sur z, P le plan tangent en S à la surfbee S, et Soy Sb les génératrices par 
lesquelles le plan P coupe la surface conique Si. 

Considérons une génératrice Se mobile et voisine de Sa; elle coupe S en S et en un autre point m, 
et, lorsque Se se meut pour venir se confondre avec Sa, m tend vers le point S et se confond avec 
lui à la limite; il en résulte que Sa est tangente à la section; il en est de môme de la droite Se, 
L'intersection a donc en S un point double^ puisqu'elle a en ce point deux tangentes. 

Lorsque le plan P est tangent aux deux surfaces £, Si, les deux tangentes Sa, SA se confondent» et 
Tune des nappes du cône ne rencontre plus la surface S (nous admettons que celle surface n'est 
pas traversée par son plan tangent). 

La courbe est donc formée de deux arcs qui touchent une même droite au point S sans le franchir 
et, qui, par conséquent^ présente en S un point de rebroussement. 

Enfîn, lorsque la plan P ne coupe le cône qu'au sommet S, aucun des points de rencontre des 
génératrices du cône et de S ne vient se confondre avec le sommet du cône, par suite ce sommet est 
un point isolé de la courbe commune aux deux surfaces s, Si. 



DES POINTS DOUBLES EN PROJECTION 

743. Soient : P, S le plan et le centre de projection; C, c la courbe d'intersection de deux sur- 
faces et sa projection. 

Nous savons (§ 378) qu'un point double en projection provient de deux points Mi, M2 placés sur 
une même projetante, et dont, par suite, les projections Wi, m^ se confondent. 

Les points doubles de Tintersection de deux surfaces s'obtiennent très simplement à l'aide des 
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plans tangents communs; c'est la construction des tangentes en ces points qui se faitavec difûculté. 
Par contre, rien n'est plus simple, lorsqu'on connaît les points doubles en projection, que de 
construire les Ungentes correspondantes, puisqu'il suffit d'opérer comme à l'ordinaire ; mais la con- 
struction de ces points est fort difficile, et, sauf pour certains cas particuliers, on doit se contenter 
de les déterminer par le tracé môme de la courbe. 

lorsque les surfaces sont du second degré, nous allons faire voir qu'il est facile de construire, ce qui 
donne plus de précision au tracé, la droite de jenction des points doubles en projection sur un plw». 

744. Détermination de la droite de joiiction des points doubles an projection de la 
ourbe commune à deux surfaces du second ordre. — Plaçons sur la figure /?* le conjugué 
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harmonique N du point S par rapport aux points M|, Mi; ce point se projette manifestement au 
point double cherché. Il appartient aux deux lieux géométriques^ que l'on obtient en prenant le 
conjugué harmonique de S par rapport aux points en lesquels chacune des surfaces données ren- 
contre des divergentes issues de ce même point S. 

Or, pour le cas qui nous occupe, ces lieux ne sont rien autre chose que les plans polaires de S par 
rapport aux surfaces considérées, fin sorte que les points doubles en projection doivent appartenir 
à la projection de la droite de rencontre des plans polaires^ dans les deux surfaces données, du 
centre de projection. 

Pour le cas usuel de projections orthogonales, le point N se place au milieu du segment MiMi; les 
plans polaires sont alors les plans diamétraux conjugués des cordes perpendiculaires au plan de 
projection considéré. 

II est évident que ces plans diamétraux ne sont autres que les plans des lignes des contours 
apparents des surfaces relatifs au plan de projection dont on s'occupe. 

745. Rebiarqdb. — Dans les cas de deux surfaces du second degré j la courbe d* intersection a, auplus^ 
deux points doubles en projection sur chacun des plans coordonnés. — tlflectivement, les points doubles en 
projection sont sur une droite qui ne peut rencontrer la projection de la ligne commune aux 
deux surfaces en plus de quatre points, puisque cette projection est du quatrième degré; or, en 
chacun des points doubles placés sur une droite il y a deux points de rencontre de la droite et de la 
courbe; il ne peut donc y avoir plus de deux points doubles en projection sur un même plan. 

746. Première application. — Construire la droite des points doubles en projection de l'intersection de 
deux cônes f dont les bases sont dans un même plan (fig, 386, pl« XLVIII). 

En examinant l'épure, on voit tout de suite que la droite des points doubles n'est utile que sur lo 
plan horizontal. 

L'un des plans diamétraux passe par le sommet 5, s^; il a en outre pour trace horizontale la polaire 
a^aa du point s par rapport à y, puisqu'il contient les génératrices du contour apparent horizontal, et 
que ces lignes ont leurs traces de môme nom aux points ««, an. 

Pareillement, on voit que l'autre plan diamétral passe par a, d' et qu'il a pour trace hori- 
Eontale b^, d. 

Reste à trouver la projection horizontale de l'intersection des deux plans diamétraux. La ren- 
contre h de leurs traces horizontales est un point de cette intersection. 

Pour en trouver un autre on pourrait les assimiler à des cônes (§709, â* cas); mais ici nous savons 
que deux des droites du contour apparent horizontal se coupent en un point dont la projection hori- 
zontale se fait en m^^. La droite unissant A, mu est donc la droite des points doubles en projection 
horizontale; il faut, en conséquence, qu'elle aille passer par le point double de la projection hori- 
zontale de l'intersection. 

747. Deuxième application. — Construire la droite des points doubles en projection de Pintersectian 
de deux cônesy dttnt les bases sont dans des plans différents {fig. 392, pi. XUX). 

L'épure sur laquelle le tracé doit être effectué réunit deux sortes de points doubles : ceux mi,nir, 
qui sont les projections des points doubles de l'espace, et deux autres points, qui sont les points 
doubles de la projection. 

Les premiers ont été complètement déterminés: leurs tangentes se construiraient très simplement 
puisque les cônes auxiliaires ordinairement employés se réduisent ici à deux plans, dont les 
rencontres avec les plans tangents sont faciles à trouver. 



340 ' TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

Arrivons à la construction de la droite qui passe par les points doubles en projection. 

Les rencontres des plans diamétraux avec ceux des bases respectives ont pour projections hori- 
zontales a^%^ Ma* ^l ces plans diamétraux passent respectivement par les points dont Sy tr sont les 
projections. 

La projection horizontale de l'intersection de ces plans a été obtenue en les assimilant à des 
cônes (§ 709, i* cas)^ que l'on a coupés par deux des plans auxiliaires ayant déjà servi à construire 
des points de la courbe commune aux cône donnés. L'un de ces plans passe par les points projetés 
horizontalement en 0, G|, as, et détermine sur les plans diamétraux deux droites projetées sg^ of. 

Le point de croisement k de ces droites est un point de la droite cherchée. 

Pareillement, en ayant recours au plan auxiliaire limite dont les traces sur les plans de base se 
projettent en Oa?, Qi(x.^, on a trouvé les droites sa^^ cbe et leur point de rencontre /. La droite qui 
unit k^ l est donc celle que nous cherchions. 

748. Troisième APPUCàTion. — Trouver la droite des points doubles de Vintersection d'un cylitidre 
et (fun cane (fig. 395, pi. L). 

Opérons cette fois sur le plan vertical. 

Pour le cylindre^ la trace horizontale du plan diamétral conjugué des cordes perpendiculaires au 
plan vertical est t^ ra; ce plan, qui e$t parallèle aux génératrices du cylindre, est maintenant corn- 
platement déterminé. 

Pour le cône, le plan diamétral passe par le sommet s, s' et a pour trace horizontale la droite A3A4. 

La rencontre des plans diamétraux a pour trace horizontale h, V; on en trouve un second point 
en considérant le premier des plans diamétraux comme un cylindre à directrice rectiligne, l'autre 
comme un cône dont la directrice est encore rectiligne. Pour trouver un nouveau point de la 
rencontre de ces surfaces, nous adopterons comme plan sécant auxiliaire le plan limite dont la. 
trace horizontale est Po lequel détermine : sur le premier plan diamétral la parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre qui a pour trace horizontale t, f cette trace parallèle se projette verticalement 
en t'k!; sur le second plan diamétral une droite dont la trace horizontale est ti, fi et qui se trouve 
projetée verticalement en f^s'. 

Le point de croisement /' de ces projections verticales esta la droite cherchée; cette droite est 
donc celle qui unit /', h'. 

On opérerait de môme sur le plan horizontal. 

749. Quatrième afpucation. — Construire la droite des points doubles en projection de Vintersectim 
de deux cylindres^ dont les bases sont dans un même plan {fig, 397, pi. LI). 

Pour le plan horizontal on doit employer deux plans diamétraux qui, respectivement parallèles 
aux génératrices des cylindres, ont pour traces horizontales Q, Qi. 

Le point de croisement k de ces traces horizontales est un point de passage de la droite 
cherchée; un second point / de cette droite a été trouvé par le secours du plan limite dont la trace 
horizontale est P^. La droite kl doit donc passer par les points doubles de la projection horizontale de 
la ligne commune aux deu]^ cylindres. 

En ce qui concerne les points doubles de la projection verticale, on remarque que les droites R,Ri 
sont les traces horizontales des plans diamétraux. Puisque ces droites sont parallèles entre elles et à 
la ligne de terre, Tintersection des plans diamétraux sera aussi parallèle à cette ligne. Il ne s'agit 
plus que de trouver un point de la projection verticale de cette intersection. 

A cette fin, on a coupé les deux plans, assimilés à des cylindres, par le plan auxiliaire dont la trace 
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est P4; les traces des deux intersections sont (/, t'), (^i, t'i); on mène par les points /', t\ des pa- 
rallèles aux projections verticales des génératrices des cylindres qui correspondent à chacun d'eux et 
on trouve, par le croisement/*' de ces parallèles, le point qu'il fallait construire. La parallèle à la ligne 
de terre menée par /*' est la droite qui doit passer par les points doubles de la projection verticale. 

750. Remarque. — En général, pour construire complètement les points doubles en projection^ on 
pourra couper les deux surfaces par le plan conteiiant la droite des points doubles et perpen« 
diculaires au plan de projection considéré; on obtiendra sur chacune d'elles une ligne, et les ren- 
contres de ces lignes auront pour projections les points cherchés. 

On n'effectue ce tracé que dans certains cas particuliers, pour lesquels les deux lignes d'inter- 
section sont faciles à construire; comme exemple nous donnerons bientôt la construction complète 
des points doubles des projections de l'intersection d'un cône du second degré et d'une sphère ayant 
pour centre le sommet du cône. 

Quelquefois on peut arriver à la détermination des points doubles en projection de l'intersection 
de deux surfaces du second ordre^ par le secours d'un hyperboloîde à une nappe passant par l'inter- 
section des deux surfaces et ayant une de ses génératrices rectilignes perpendiculaire au plan de 
projection considéré. Dans ces conditions l'hyperboloïde offre une génératrice du système opposé, 
également perpendiculaire à ce même plan de projection ; les points en lesquels ces génératrices 
percent les surfaces données ont, sur le plan considéré, leurs projections confondues aux pieds des 
perpendiculaires; d'oii il résulte que ces deux pieds sont alors précisément les points cherchés. 



THÉORÈMES SERVANT A FACILITER LA CONSTRUCTION DES PROJECTIONS 
DE L'INTERSECTION DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ 

751. Théorème L — L'intersection de deux surfaces du second degré est du quatrième degré. — Un 
plan quelconque rencontre les deux surfaces suivant des courbes du second degré, et ces courbes 
ont quatre points réels ou imaginaires communs. Il en résulte que tout plan sécant coupe la ligne 
commune aux deux surfaces en quatre points; cette ligne est donc bien du quatrième degré. 

752. Théorème IL — Lorsque deux surfaces du second ordre se coupent suivant une première courbe 
plane^ leur intersection se complète par une seconde courbe plane. 

Ce deuxième théorème est une conséquence immédiate du premier. 

753. Corollaire. — Lorsque deux surfaces coniques du second ordre sont tangentes l'une à l'autre 
suivant une génératrice commune^ leur intersection se compose dune droite double et d'une conique, 

La génératrice de contact doit être considérée comme formant deux génératrices communes aux 
surfaces et confondues; c'est une droite double qui fait partie de l'intersection. Cette droite est 
donc une conique commune aux deux surfaces, qui devront avoir en commun une deuxième 
conique, d'après le théorème qui vient d'être démontré. 

754. Théorème III. — (Voy. § 475.) 

755. Corollaire I. ~ (§ 476.) 

756. Corollaire IL — (§ 477.) 

757. Corollaire III. — Quand deux surfaces du second degré se touchent suivant une ligne, cette 
ligne est une conique. 

En prenant, dans une position arbitraire, deux points sur la ligne de contact, les deux surfaces se 
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toucheront eo cespoials et devront par suite se couper (§475) suivant deux coniques passant par 
lesdens points pris arbitrairement sur la ligne commune; ces coniques devront donc se confondra 
avec cette ligne, qui sera, par conséquent, elle-môme une conique. 

758. Théofièflae IV. — Lw^quedeux surfaoeê du second degré ont tm pian de symétrie eommum^ leur 
intersection se projette sur tout plan paralièle d ce plan de symétrie suivant une comque. 

Imaginons trois axes, dont deux, or, oy, sersgeat dans le plan de symétrie, et le troisième oz perpen- 
diculaire à ce plan ; les équations des deux surfaces seront privées des termes du premier degré en x, 
et pourront s'écrire : 

z* = f(x, y) ; 

dans lesquelles f{x^ y) et <f{x^ y) sont du second degré. 
De ces équations on déduit 

/■(^i y) = ? {^. y)> 

qui est précisément l'équation de la projection de la courbe d'intersection sur le plan de symélrie« 
Cette projection, qui ne diffère en rien de celle de la môme. courbe sur un plan parallèle au plan 
de symétrie, est donc une conique. 

759. REMÂRQaB. — Lorsque les conditions des deux derniers théorèmes sont simultanément vérifiées^ la 
projection de la courbe d^ intersection sur tout plan parallèle au plan de symétrie est généralement un 
système de deux droites. 

En effet, les deux points de contact des plans tangents communs ne sont pas en général dans le 
plan de symétrie, il s'ensuit que la corde commune aux deux courbes planes dont se compose l'inter- 
section est perpendiculaire au plan de symétrie, ces deux courbes ont donc des projections recli- 
lignes sur le plan de symétrie ou sur un plan parallèle. 

Si, exceptionnellement, il arrivait que les contacts des plans tangents fussent dans les plans de 
symétrie, les deux coniques seraient alors symétriquement placées par rapport à ce plan et auraient 
une projection commune non rectiligne. 

760. Théorème V. — L'intersection de deux surfaces homothétiqnes du second degré est un système de 
deux coniques dont une se trouve à Vinfini. 

Quand deux surfaces du second degré sont homothétiques, leurs équations ont mêmes termes du 
second degré, elles sont donc de la forme : 

SasO, 

S + XP ^- 0, 

dans lesquelles S est une fonction du second degré, P une. fonction linéaire et X une constante. 
La courbe d'intersection devra par suite se trouver sur la surface 

XP = 0, 

qui représente un plan à distance fini, et le plan à l'infini, ce qui établit la propriété énoncée. 

761. Théorème VI. — Les sections faites par un même plan sur deux surfaces du second ordre 
circonscrites l'une à l'autre^ sont des coniques doublement tangentes. 
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Il est en efTet évident que les coniques se toucheront aur points réels ou fmaginaires de rencontre 
du plan sécant et de la courbe de contact. 

762. Corollaire. — Si le plan sécant touche l'une des surfaces circonscrites en un de ses ombilics^ il 
coupera Vautre suivant une conique ayant pour foyer V ombilic (*), et pour directrice correspondante la droite 
de rencontre du plan sécant et de celui de la courbe de contact. 

En effets l'ombilic est alors un cercle de rayon nul bitangent à la conique d'intersection, et dont les 
points de contact sont précisément sur la droite de rencontre du plan sécant a\'ec le plan de la courbe 
commune aux deux surfaces; donc^ d'après ce qui a été dit au paragraphe 462, le corollaire est 
démontré. 

763. Rbmârqub. — Si la surface tangente au plan est une sphère, le théorème est Trai quel que soit 
le point de contact, puisque tous les points d'une sphère sont des ombilics. 

764. Théorème VII. — Lorsque deux cônes du second degré ont un plan tangent commun et que leurs 
génératrices de contact sont parallèles , le cylindre conduit^ dans la direction de ces génératrices^ de contact, 
par la courbe d^ intersection des deux cônes, est aussi du second degré. 

Effectivement, le point de rencontre des génératrices de contact est un point double de Tinter- 
section des cônes; par suite un nouveau cône, ayant pour sommet ce point double et pour directrice 
la courbe d'intersection, est aussi du second degré (§ 729); or, ce cône dont le sommet est à l'infini 
sur les génératrices de contact, est un cylindre parallèle à ces génératrices; le th'^orème se trouve 
ainsi établi. 

765. HiiMARQUE. — La démonstration qui vient d'être donnée est applicable à deux hyperbololdes 
à une nappe. 

DÉTERMINATION DES BRANCHES INFINIES DE LA COURBE COMMUNE 
A DEUX SURFACES CONIQUES OU CYLINDRIQUES 

766. Les branches infinies sont dues à deux causes qu'il importe de distinguer : 
PasMiÈRE CAUSE. — Lcs dcux surfaces ont des génératrices rectilignes parallèles. 

Deuxième cause. — Une des surfaces a des génératrices rejelées à Tinfini et rencontrant l'autre 
surface. 
' Dans le cas de deux surfaces cylindriques, la première cause ne se produit que pour des cylindres 
parallèles; alors l'intersection est formée d'un certain nombre de génératrices et ne présente rien 
qui puisse nous intéresser dans Tétude des branches infinies dont noua nous occupons. 

Pour le cas de deux cônes, c'est, au contraire, la seconde cause qti'il convient de laisser de côté; 
effectivement les génératrices d'un cône ne sont jamais entièrement à L'în&ai, puisqu'elles passent, 
par l'un des sommets. 
-- Enfin, dans les cas d'un cône et d'un cylindre, les deux causes signalées doivent être examinées. 

D'après cela, nous distinguerons trois cas: i*" celui de deux cônes; 2<> celui d'un cône et d'un> 
cylindre, et 3* celui de deux cylindres. 

767. Premier cas. — Les deux surfaces sont deux cônes. -« Afin de vérifier l'existence de» gêné- 



(i; On nomme ombilics d'une surface du second ordre les points en lesquels la surfisicè est coapée par 
les diamètres conjugués de ses plans cycliques. 
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ratrices parallèles, ou transporte parallèlement à lui-même l'un des deux cônes au sommet de l'autre 
($ 528^ 3"), et on examine si les cônes de môme sommet ont des génératrices communes. 

Soient (tig. /^s) : S, Si les sommets des cônes donnés; 1, £4, leurs bases respectives sur un 
même plan P^ et It la base sur le même plan du cône dont S est le sommet après qu'on Ta trans- 
porté parallèlement à lui-même au sommet du second cône donné. 

La base £$ peut offrir par rapport à £| diverses positions qu'il convient d'examiner successivement. 

i^ II, £f n'orU aucun point commun. 

Dans ce cas les cônes donnés n'ont point de génératrices parallèles et leur intersection ne s'étend 
pas k l'infini. 

2^ Si)Sflf comme dans la figure p^t se coupe à distance finie. 

Soit t le point de rencontre. 

Tirons la génératrice Si^ et ramenons-la sur sa position primitive en menant tout simplement 
par S une parallèle Sr à Si^ Le point M„ sur les droites Si^, Sr fait partie de llntersection des cônes, 
donnés; celle-ci a donc un point à l'infini. 
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La droite SSi, d'après le paragraphe précité, a pour trace sur P le centre de similitude des 
courbes I, Si; ce centre appartient nécessairement aussi à la droite rt, il est donc au point de ren- 
contre e de ces droites. 

Le tracé ordinaire donne dans le plan SGt le point de l'intersection M^^ ; il donnerait également des 
points de cette ligne très éloignés dans des plans voisins et situés de part et d'autre du premier^ sauf 
pourtant dans le cas où les cônes toucheraient le plan SOr et se trouveraient aussi placés de part et 
d'autre de ce plan. On en conclut que l'intersection a, généralement, des branches infinies dans la 
direction /S|. 

Cherchons Tasymptote correspondante^ c'est-à-dire la tangente à la courbe commune au point M^^: 
les plans tangents en ce point ont pour traces sur le plan des bases des tangentes R, Ri, menées, 
respectivement, à £, £1, par les points r, ^; la rencontre Oj de ces traces est un point de la tangente ; 
M^ en est un autre ; donc la parallèle Â à Sit, menée par 0| est l'asymptote cherchée. 

Menons la tangente R^ à £2 par le point t ; cette droite doit être parallèle à R ; par conséquent^ R, R 
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ne sont pas parallèles; ce qui fait voir que la sectioa a toujours^ daos le cas considéré» une asymptote; 
eUeest donc hyperbolique. 

Lorsque les cônes sont du second degré, £t, £s se coupent en quatre points réels^ ou en deux 
points réels et deux imaginaires, ou enfin en quatre points imaginaires. 

Il y a donc dans ce cas ou quatre asymptotes ou deux seulement. 

Lorsque les quatre points sont imaginaires, on se trouve reporté au cas précédemment examiné, 
et la courbe n'a pas de branches infinies. 

3* S|, St 9e coupent à rinfinL 




10. 



Les cônes ont alors deux génératrices S;, S|^| (fig. pe) parallèles entre elles et au plan P. Les plans 
tangents conduits par ces deux droites coupent, en général, P suivant les asymptotes A, Ai des 
courbes z^Zi, £t se coupent entre eux suivant une parallèle k S;, qui est l'asymptote correspondante 
de la courbe commune aux deux surfaces. 

4* S|, Si se touchent. 

Les plans tangents suivant les génératrices parallèles Sr, Si/ (fig. p?) ont, sur P, des traces R, Ri 
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parallèles et sont eux-mêmes parallèles; l'asymptote est entièrement à l'infini dans la direction de 
ces plans parallèles ; la courbe est donc \paraboltque. 
Si les surfaces sont du second ordre, 1^ coupera Si en deux points confondus en t et en deux 
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•otret points réek ou ifmgineire»; on tFonieni donc, en plus de Pasymptote à Pinflni, deux BSjnxj^ 
totes réelles on imaginaires. 

S'il arrivait qae les plans StR, Si^Ri se confondissent, la commune intersection aarait alors un 
point double à l'infini M^ et les asymptotes s^obtiendraient par la rencontre du plan tan(peift 
commun avec le cylindre auxiliaire passant par llntersectîoa et dont les gfoéralrices senaient p«a!I91e s 
k Sit (§ 727). En supposant que les surfaces soient du second degré^ ce cylindre serait lui-même du 
second degré (§ 729), et la courbe commune aurait deux asymptotes parallèles entre elles. 

Enfin, quand les courbes 2i, S| sont du second degré et bitangentes, llntersection a deux 
asymptotes à l'infini dans la direction des plans tangents communs aux deux cônes de même 
sommet. 

B*" Si, Zs 907U osadatrices; ce qui veut dire que les courbes ont trois points communs confondus. 

Les génératrices parallèles des cônes primitifs sont triples dans ce cas ; l'asymptote se trouve, 
comme précédemment, tout entière à l'infini et coupe la courbe en trois points confondus, elle 
traverse donc la courbe, qui offre, par suite, un point d'inflexion à Tinfini. 

Quand les courbes 2i, S| ont quatre points confondus, Tintersection a son asymptote à Tinfini et 
celle-ci ne traverse plus la courbe, etc. 

6* Les courbes £|, £| se confondent. 
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Les deux cônes donnés sont alors homothétiques ; toutes leurs génératrices se trouvent deux à 
deux parallèles et l'une des brandies de la courbe commune qui est entièrement rejelée à l'infini ; 
reste k examiner s'il existe une branche de cette intersection qui soit placée à distance finie et si 
cette branche s'étend indéfiniment. 
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CoQsidércMfU (flg. ps) : les cAnes doimés ; leurs bases s, £| sur un même plan P; la droite des sommets 
SSj; sa trace 9 sur le plan P, ainsi que celle Q jur le même plan d'un plan auxiliaire conduit par la 
droite SS|. Le poial est le centre de similitude dies courbes x,Ii (§363|3<»)el les génëratrioes 
Sa» 86, Soi, Sbi que le plan auxiliaire délermine sur las deux eAnes sont deux à deux parallèle». Il en 
résulte» dans le cas flguié, quatre points de la courbe d'intersectiout dont deux sont à Tinfiai et les 
astres en Mi^ M». 

Pour les plans tangents communs auK etees,, 4es derniers points seront eux-mftmes k rinflni; par 
eonaéquenlt la branche qui sera figurée sur l'épure devra s'étendra i l'infini en général. 

Les points k l'infini de cette branche sont les points de contact des plans tangents communs aux 
deux cônes, ce sont donc les points doubles de l'intersection. La recherche des asymptotes se fera 
donc 'comme on vient de le dire (A^)\ jusqu'ici, bien que l'on ait figuré des bases du second degré, 
la nature de ces bases est indifférente dans le raisonnement* 

Supposons maintenant que les cônes soient du second degré, alors en vertu du théorème démontré 
au paragraphe 759, l'intersection sera un système de deux coniques dont une se trouvera à l'infini. 
Au surplus, le cône auxiliaire qui sert k trouver les tangentes au point double, se réduit à deux 
plans dont l'un est le plan à l'infini. D'autre part, les cônes donnés ont deux plans tangents communs 
et, par suite, deux points doubles; il s'ensuit que la courbe a quatre asymptotes dont deux à 
l'infini; les deux autres sont relatives à la ligne que l'on tracera sur l'épure; cette ligne sera donc 
une hyperbole» 

Rien n'est alors plus simple que d'obtenir les asymptotes. En premier lieu, on mène les plans 
tangents communs et leurs génératrices de contact (Se, SéCà) (Sd, Sidi) ; ces deux couples de droites 
parallèles déterminent les directions asymptotiques. En second lieu, on observe que la figure SMi 
SiMi est un parallélogramme dont le centre » se nuiintient fixe, lorsque le plan auxiliaire varie; 
ce centre » est donc toujours au milieu des cordes telles que Mi Ms, c'est donc aussi le centre de 
rintersection. On obtient donc les asjFmptotes en conduisant par4i des droites ^t^wi respoctivemant 
parallèles aux directions asymptotiques Se, SdL 

768» I>ann*MK cas. — Les de^x êutfacu munL sm eùM eT un. cylindre 

PREMifcaB cause. — Les deux sw' faces ont des génératrices paraUèles, 

Pour que la courbe d'intersection ait des branches infimes dues senlpjnent à la paemière cause, 
il faut, nous l'avons déjà dit, que la base du cylindre n'ait pas de branches infinies ; quant à celle du 
cône» elle peut avoir des branches infinies ou être limitée, indifféremment. 

Déiaontrons d'abord ce théorème : 

Les Qiymptotes d*wM courbe tracée sar uu cylindre^ dont la base n'a pas de branches infinies, sont 
nécessairement des génératrices du cylindre. — Rfiectivement| en projetant obliquement^ dans la 
direction des génératrices du cylindre et sur le plan de la base, la courbe considérée, on devra 
trouver la base elle-même qui est limitée par hypothèse; ce qui nécessite que l'asymptote de la 
courbe se projette en un point de la projection de celte courbe, autrement dit, que cette asymptote 
soit une génératrice du cylindre. 

Arrivons maintenant à la question principale, et, une fois pour toutes, faisons observer que, dans 
les épures relatives à la recherche des branches infinies en général, il ne sera question que de pro- 
jections horizontales. Soient donc (fig. /?»):3la projection du sommet du cône; a, «i les traces 
respectives sur le plan de projection du cylindre et du cône; sB la projection de la génératrice du 
cône parallèle aux génératrices du cylindre et la trace sur le plan de projection de cette génératrice. 
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Les plans auiiliaires que l'on emploie à l'ordinaire pour construire des points de l'interseclion, 
ont pour traces les rayons d'un faisceau dont est le sommet. Effectuons le tracé pour l'un d*éux^ 
celui qui a pour trace Pi, par exemple ; nous trouYons : sur le cône^ deux génératrices, dont les 
projections sont «0, sfi; sur le cylindre, deux autres génératrices, projetées en ^i^i, c/^yi, et sur la 
projection de la courbe d'intersection quatre points, deux ni, itii à distance finie et les à^ux autres 
constamment à l'infini. La courbe tracée sur l'épure est le lieu des points tels que itii, ni, et i;*est 
pour cette courbe qu'il faut vérifier l'existence des branches infinies. Les points mi, ni seront à 
l'infini lorsque la droite $fi deviendra parallèle à la direction des projections des génératrices du 
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cylindre, ou, ce qui revient au même, lorsqu'elle se confondra avec s6. Alors la trace du plan 
auxiliaire sera la tangente P à la base «i, menée par 0. 

Le plan auxiliaire dont P est la trace est le plan limite pour le cône; ce plan peut ne pas rencontrer 
le cylindre, ou le couper, ou le toucher. 

1* Le plan limite pour le cane ne rencontre pas le cylindre. — La courbe tracée sur l'épure est alors 
limitée. 

2* Le plan limite pour le cAne coupe le cylindre. — C'est le cas représenté sur la figure p^. Les gêné- 
ratrices suivant lesquelles se fait la rencontre du cylindre avec ce plan limite pour le cône se projettent 
en oai, Mi, et, d'après les propriétés des surfaces limites, elles doivent toucher la projection de la 
courbe d'intersection des surfaces à l'infini; mais, comme l'intersection est formée d'une partie 
tracée sur l'épure et d'une autre rejetée à l'infini, on pourrait craindre que le théorème général ne fût 
en défaut dans ce cas. Il n'en est rien; effectivement, suivons la courbe lieu des points mi, ni dans le 
voisinage des droites oai, bb^. Pour cet effet, considérons deux plans auxiliaires, dont les traces P|, 
Pi, placées de part et d'autre de P, s'inclinent peu sur cette droite. 

Les points de l'intersection qui se trouvent placés à distance finie et dans ces plans, sont ni, nti, 
ni, m%. Lorsqu'on fait tendre Pi et P| vers P, on voit facilement que les points n?!, m^, placés de part 
et d'autre de Mi, tendent vers le point à l'infini de cette droite; de môme pour ni, ns. Il en faut 
conclure que (uri, bbi sont des asymptotes de la courbe étudiée. 

Dans l'exemple choisi, les bases sont du second degré; mais il est tout à fait évident, pourvu que 
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les points ^^aeib ne soient ni des points d'inflexion, ni des points singuliers, que la forme de la 
base est indifférente. 

Il peut se faire que la génératrice de contact du plan limite pour le cône appartienne au cylindre ; 
alors, la figure pio, sur laquelle on a conservé les notations et les constructions de Tépure précédente. 
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montre que la courbe n'a qu'une asymptote, qui n'est autre que la génératrice suivant laquelle 

le plan limite pour le cône coupe le cylindre et dont aai est la projection. 
3* Le plan limite pour le cane se confond avec l'un des plans limites pour le cylindre. 
Supposons d'abord que les génératrices de contact du plan limite commun soient distinctes, et 
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reprenons la figure précédente avec ses notations (fig. ^i) en modifiant seulement la position de la 
base a que nous prendrons cette fois tangente à P. 

Des deux plans voisins du plan limite commun, celui qui a pour trace Pi donne seul des points à 
distance finie de l'intersection ; les projections de ces points mi, nj sont voisins de la projection aoi 
de la génératrice par laquelle le plan limite commun touche le cylindre. Lorsque Pi tend vers P, les 
points mi, ni tendent vers le point à l'infini de la droite aoi : cette droite est donc une asymptote. 

Nous avons supposé que les génératrices de contact étaient distinctes, supposons-les maintenant 
confondues. Les bases a» «i sont alors tangentes en (fig. q%). 
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Arrivons à la construction de la droite qui passe par les points doubles en projection. 

Les rencontres des plans diamétraux avec ceux des bases respectives ont pour projections hori- 
zontales osOgi M39 ^t ces plans diamétraux passent respectivement par les points dont s, tr sont les 
projections. 

La projection horizontale de l'intersection de ces plans a été obtenue en les assimilant à des 
cônes (§ 709, 2* cas), que l'on a coupés par deux des plans auxiliaires ayant déjà servi à construire 
des points de la courbe commune aux c6ne donnés. L'un de ces plans passe par les points projetés 
horizontalement en 0, G|, as, et détermine sur les plans diamétraux deux droites projetées sg^ cf. 

Le point de croisement k de ces droites est un point de la droite cherchée. 

Pareillement, en ayant recours au plan auxiliaire limite dont les traces sur les plans de base se 
projettent en Qa^, Q^a^y on a trouvé les droites sa^^ vbe et leur point de rencontre /. La droite qui 
unit t, / est donc celle que nous cherchions. 

748. Troisième appugation* — Trouver la droite des points doubles de Vintersection d*un cylindre 
et (tun cùne {fig. 395, pi. L). 

Opérons cette fois sur le plan vertical. 

Pour le cylindre, la trace horizontale du plan diamétral conjugué des cordes perpendiculaires au 
plan vertical est t^ rs; ce plan, qui est parallèle aux génératrices du cylindre, est maintenant com- 
plètement déterminé. 

Pour le cône, le plan diamétral passe par le sommet $, s' et a pour trace horizontale la droite h^hi. 

La rencontre des plans diamétraux a pour trace horizontale h, V; on en trouve un second point 
en considérant le premier des plans diamétraux comme un cylindre à directrice rectiligne, l'autre 
comme un cône dont la directrice est encore rectiligne. Pour trouver un nouveau point de la 
rencontre de ces surfaces, nous adopterons comme plan sécant auxiliaire le plan limite dont la. 
trace horizontale est Pi, lequel détermine : sur le premier plan diamétral la parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre qui a pour trace horizontale /, f cette trace parallèle se projette verticalement 
en t^k!; sur le second plan diamétral une droite dont la trace horizontale est ^i, t'^ et qui se trouve 
projetée verticalement en ^is'. 

Le point de croisement /' de ces projections verticales esta la droite cherchée; cette droite est 
donc celle qui unit /', A'. 

On opérerait de môme sur le plan horizontal. 

749. Quatrième application. — Construire la droite des points doubles en projection de Vintersection 
de deux cylindres^ dont les bases sont dans un même plan (fig. 397, pi. LI). 

Pour le plan horizontal on doit employer deux plans diamétraux qui, respectivement parallèles 
aux génératrices des cylindres, ont pour traces horizontales Q, Ui. 

Le point de croisement k de ces traces horizontales est un point de passage de la droite 
cherchée; un second point / de cette droite a été trouvé par le secours du plan limite dont la trace 
horizontale est Pj. La droite kl doit donc passer parles points doubles de la projection horizontale de 
la ligne commune aux deux; cylindres. 

En ce qui concerne les points doubles de la projection verticale, on remarque que les droites R,Ri 
sont les traces horizontales des plans diamétraux. Puisque ces droites sont parallèles entre elles et à 
la ligne de terre, Tintersection des plans diamétraux sera aussi parallèle à celte ligne. Il ne s*agit 
plus que de trouver un point de la projection verticale de cette intersection. 

A cette Qn, on a coupé les deux pians, assimilés à des cylindres, par le plan auxiliaire dont la trace 
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est P4; les traces des deux intersections sont (/, /'), (^1, i'i)\ on mène par les points /', t'i des pa- 
rallèles aux projections verticales des génératrices des cylindres qui correspondent à chacun d'eux et 
on trouve, par le croisement/*' de ces parallèles, le pointqu'il fallait construire. La parallèle à la ligne 
de terre menée par f est la droite qui doit passer par les points doubles de la projection verticale. 

750. Remarque. — En général^ pour construire complètement les points doubles en projection^ on 
pourra couper les deux surfaces par le plan contenant la droite des points doubles et perpen- 
diculaires au plan de projection considéré; on obtiendra sur chacune d'elles une ligne, et les ren- 
contres de ces lignes auront pour projections les points cherchés. 

On n'effectue ce tracé que dans certains cas particuliers, pour lesquels les deux lignes d'inter- 
section sont faciles à construire; comme exemple nous donnerons bientôt la construction complète 
des points doubles des projections de Tintersection d*un cône du second degré et d'une sphère ayant 
pour centre le sommet du cône. 

Quelquefois on peut arriver à la détermination des points doubles en projection de l'intersection 
de deux surfaces du second ordre^ par le secours d'un hyperboloîde à une nappe passant par Tinter- 
section des deux surfaces et ayant une de ses génératrices rectilignes perpendiculaire au plan de 
projection considéré. Dans ces conditions Thyperboloïde offre une génératrice du système opposé, 
également perpendiculaire à ce même plan de projection ; les points en lesquels ces génératrices 
percent les surfaces données ont, sur le plan considéré, leurs projections confondues aux pieds des 
perpendiculaires ; d'où il résulte que ces deux pieds sont alors précisément les points cherchés. 



THÉORÈMES SERVANT A FACILITER LA CONSTRUCTION DES PROJECTIONS 
DE L'INTERSECTION DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ 

751. Théorème L — L'intersection de deux surfaces du second degré est du quatrième degré. — Un 
plan quelconque rencontre les deux surfaces suivant des courbes du second degré, et ces courbes 
ont quatre points réels ou imaginaires communs. Il en résulte que tout plan sécant coupe la ligne 
commune aux deux surfaces en quatre points; cette ligne est donc bien du quatrième degré. 

752. Théorème II. — Lorsque deux surfaces du second ordre se coupent suivant une première courbe 
plane^ leur intersection se complète par une seconde courbe plane. 

Ce deuxième théorème est une conséquence immédiate du premier. 

753. Corollaire. — Lorsque deux surfaces coniques du second ordre sont tangentes l'une à tautre 
suivant une génératrice commune^ leur intersection se compose cTune droite double et d'une conique, 

La génératrice de contact doit être considérée comme formant deux génératrices communes aux 
surfaces et confondues; c'est une droite double qui fait partie de l'intersection. Celte droite est 
donc une conique commune aux deux surfaces, qui devront avoir en commun une deuxième 
tonique, d'après le théorème qui vient d'être démontré. 

754. Théorème III. — (Voy. § 475.) 

755. Corollaire I. - (§ 476.) 

756. Corollaire II. — (§ 477.) 

757. Corollaire III. — Quand deux surfaces du second degré se touchent suivant une ligne^ cette 
ligne est une conigue. 

En prenant, dans une position arbitraire, deux points sur la ligne de contact, les deux surfaces se 
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Lorsque les sur&ces sont du second degrés si la base du cylindre est une hyperbole^ la coutbe 
commune aux deux surfaces aurais en général, quatre asymptotes, deux à deux placées dans un même 
plan; si la base est une parabole, la courbe commune n'aura aucune asymptote à distance finie. 

2^ Vun des plans asymptotiques est parallèle à un plan limite pour le c&ne. 

En conservant aux notations du cas précédent leur signification, on obtient pour le présent cas 
la figure q^y dans laquelle dPi est cette fois parallèle à AAf 

Le plan conduit par le sommet du cône et par Pi contient la génératrice projetée en st, laquelle 
détermine les points à Tinfini de la section ; ce plan rencontre donc le plan asymptotique suivant 
l'asymptote k la ligne commune ; en conséquence, cette asymptote est située à Tinfini. 

La branche correspondante de la ligne commune est donc parabolique, 

3* L'un des plans asymptotiques se confond avec un plan limite pour le cône. 

Ce plan asymptotique est alors tangent aux deux surfaces dont Tintersection a, conséquemment. 




Fil. qt. 

« 

un point double à l'infini sur la génératrice st de contact du c6ne et du plan asymptotique (flg. q^). 

Les asymptotes à la courbe commune aux deux surfaces ne sont donc rien autre chose' que les 
tangentes au point double* 

770. Remarque. — Lorsque les deux causes pour lesquelles des points de la section se trouvent 
rejetés à l'infini se produisent simultanément dans la même épure, il faut se garder de croire que 
l'on peut appliquer, sans examen, les tracés donnant les asymptotes dans chacune d'elles. En effet, 
soient (fig. q^) : y la base du cône ; sQ la projection de la génératrice de ce cône parallèle à celle du 
cylindre et yi la trace du cylindre. 

Les projections des asymptotes provenant des points à Tinfini sur les génératrices parallèles 
s'obtiennent en aici, asas, comme à l'ordinaire. 

En ce qui concerne les autres asymptotes, nous voyons qu'un plan parallèle au plan asymptotique 
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mené par s9 a pour trace la droite OP» et coupe le cône suivant deux génératrices, projetées en jO, 
1/, dont les points de rencontre avec le cylindre se trouvent à rin6ni. La première de ces généra- 
trices du cône donne à l'infini des points de Tintersection sur toutes les génératrices du cylindre/ et 
parmi ces points ceux qui se trouvent projetés sur ai«o ^i«i interviennent seuls dans notre tracé. 
Il en résulte que le point à Tinfini placé sur la génératrice du cône projeté en s9 et sur celle du 
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cylindre qui se trouve tout entière à l'infini ne fait nullement partie de la courbe tracée sur l'épure; 
il n'y a donc pas lieu de considérer comme étant une asymptote la rencontre du plan tangent 
SOoi, avec le plan asymptotique^ dont la trace est AAi. 
771. Troisième cas. — Les deux surfaca sont deux cylindres. 



\f^' 




FiG. 97. 

Les points à l'infini sont dus à la deuxième cause, il faut donc que Tune des bases au moins ait des 
branches infinies ; il y a donc lieu de distinguer les cas suivants : 
1* Lune des bases est limitée^ l'autre a des branches infinies. 
Soient: 7,71 les deux bases; aa, aOi les projections de parallèles aux deux génératrices des 
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cyliadres menées par va même point, et Mi la trace du plan conduit par ces deux parallèles. Les 
plans limites ont des traces P^ Pt tangentes à 7. Il s'ensuit que les plans coupant 71 à Tinfini se 
trouvent le plus souvent en dehors de ces plans limites ; Tintersection n^a donc pas, en général, 
des branches infinies» 

Pour qu'elle en eût, il faudrait que le plan asymptotique fût parallèle aux plans sécants auxiliaires 
et compris entre les plans limites pour l'autre cylindre. Dans ce cas, le plan asymptotique serait un 
plan limite pour le cylindre à base infinie et, comme surface limite^ couperait le second cylindre 
suivant les asymptotes de la ligne commune aux deux surfaces données. 

2^ Les bases des deux cylindres sont à branches infinies. 

Les ^ns i^cants auxiliaires, conduits dans la direction des deux génératrices des cylindres, 
peuvent occuper relativement aux plans asymptotiques diverses positions; ce qui conduit à adopter 
pour le présent cas les trois subdivisions qui suivent : 

1** Les plans sécatits auxiliaires ne sont pas parallèles aux plans asymptotiques ; 

S"" Les plans sécants auxiliaires sont parallèles à Vun des plans asymptotiques ; 

3* Les deux cylindres ont deux plans asymptotiques parallèles entre eux* 

i"* Les plans sécants auxiliaires ne sont pas parallèles aux plans asymptotiques. 

Soient : 7, 7i (fig. qs) les bases supposées placées sur le plan horizontal ; aoiy aai leurs asymptotes 
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respectives ; mO, mOi les projections de deux parallèles aux génératrices des cylindres menées par un 
même point de l'espace, et 6O1 la trace du plan de ces droites. 

Par suite de l'hypothèse^ OOi n'est parallèle à aucune des asymptotes de la base. Lorsque le plan 
sécant mené parallèlement aux génératrices des cylindres s'éloignera à Tinfini, il contiendra une 
génératrice de chacune de ces surfaces, et le point de rencontre de ces deux lignes sera un point à 
Tinfini de Tintersection. 

Cherchons l'asymptote, c'est-à-dire la droite suivant laquelle les plans asymptotiques aux cylindres 
se rencontrent : ces plans se trouvent déterminés puisqu'ils passent respectivement par les asym- 
ptotes des bases et se dirigent parallèlement aux génératrices des cylindres correspondants. 

Le point de croisement h des asymptotes aa^, aai est la trace de l'asymptote. Pour trouver un 
second point de passage de cette ligne, on considère les plans asymptotiques comme des cylindres 
et on les coupe par un plan auxiliaire parallèle aux génératrices des cylindres donnés ; soit tx la trace 
horizontale de ce plan, les traces des intersections sont les points /, r ; le croisement b des droites 
menées de ces points parallèlement aux projections des génératrices respectives des cylindres fait 
connaître la projection du second point cherché. 
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Il reste alors à tcacer la ligae M, qui est la projection de l'asymptote 4eoianâée. Quand lee 
cylindres sont dn second degré> on trouve ainsi quatre asymptotes» 

En terminant, nous ferons observer que l'intersection est en général hyperbolique et qu'elle sera 
parabolique dans le seul cas où l'une au moins des bases sera également parabolique. 

SP Le$ plans séamis auxùiaire$ soni pm^allèles à l'un des plans asymptotiques. 

Soient : 7, 7i les traces des cylindres (fig. 99); aou «mi leurs asymptotes; hg la projection de 
l'une des génératrices du cylindre doixi y est la trace. 

Powr nous oonf(H*nier à l'hypothèse, nous supposerons que le plan asymptotique qui a pour trace 
«■1 se trouve être parallèle aux génératrices du cylindre dont la base est 7. Ce plan donne alors 
immédiatement la direction des plans auxiliaires ; c'est donc un plan limite pour le cylindre de base 74, 

Ce plan limite contient des points de Tintersection placés à i*inûni sur les génératrices suivant 
lesqueiies il rencontre le cylindre de base y; ces génératrices ont pour traces horizontales les points 
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de croisement t^, t^ de y avec mmi et se projettent suivant les parallèles tiÇi^ tfg%y menées de ti, tf 
dans la direction hg. 

D'après la propriété des surfaces limites, ces génératrices sont tangentes à l'infini à la courbe, et, 
comme celle-ci a des points dans les plans parallèles au plan limite considéré et voisin de ce plan, 
les deux génératrices projetées en t^g^y t^t sont les asymptotes de la projection de i'intersectien; 
les branches correspondantes de cette intersection ont donc la forme hyperbolique. 

3^ Les deux cylindres ont des plans asymptotiques parallèles entre eux. 

Ces plans sont alors parallèles aux deux génératrices des cylindres et déterminent immédiatement 
la direction des plans sécants auxiliaires. 

Au surplus, ils sont des plans limites pour le cylindre correspondant et coupent, par suite, l'autre 
cylindre suivant des génératrices qui sont des asymptotes de la courbe étudiée; ces droites, en effet, 
d'après la propriété des surfaces limites, touchent à Tinfini la section, et les plans sécants auxiliaifres 
qui les avoisinent contiennent des points de Tintersection. 

Lorsque les surfaces sont du second degré, on trouve ainsi deux asymptotes ; la rencontre des 
plans asymptotiques non parallèles en donne une troisième; quant à la quaUlème, ellese tro«?e à 
l'infini dans la direction des plans asymptotiques parallèles. 

Llntersection est alors composée d'une droite à rinflni et dhine courbe du troisîtme degré. En 
effet, la rencontre d'un plan ayant une orientation arbitraire avec les cylindres d o a aéo , est un système 
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de deux hyperboles^ dont deux asymptotes sont parallèles et qui se coupent, par suite, en qijiatre 
points dont un est constamment à Tinfini; la courbe à distance finie, qui n'est coupée qu'en trois 
points par un plan quelconque^ est donc du troisième degré. 

Dans le cas où deux cylindres du second degré ont des plans asymptotiques deux à deux parallèles, 
les intersections de ces pians sont aussi parallèles, autrement dit, les génératrices des deux surfaces 
sont parallèles. L'intersection est alors formée de quatre génératrices, dont deux à Tinfini. 

Finalement, on peut supposer que les cylindres ont un plan asymptotique commun. 

Les points contenus dans ce plan sont alors des points doubles à l'infini et les asymptotes sont les 
tangentes en ces points doubles. Si les cylindres sont du second degré, celui des plans sécants 
auxiliaires qui se trouve à Tinfini détermine un point de la section, et l'asymptote correspondante 
s'obtient par larencontre des plans asymptotiques non communs. 

En outre, le plan asymptotique commun contient un point double dont les tangentes sont aussi 
des asymptotes de l'intersection. Ces tangentes se construisent aisément, car Tinterseclion est une 
courbe à Tinfini et une courbe plane à distance finie. Effectivement, un plan, orienté d'une façon 
arbitraire, coupe les deux cylindres suivant un système de deux hyperboles ayant une asymptote 
commune, et qui, par suite, se coupent en quatre points dont deux sont à l'infini. 

On voit par là qu'un plan sécant quelconque coupe la courbe commune en deux points à distance 
finie ; ce qui prouve bien qu'elle est du second degré. 

On obtiendra alors celle des tangentes au point double qui est utile à l'épure, c'est-à-dire la 
seconde asymptote de l'hyperbole commune aux deux cylindres, en construisant la rencontre du 
plan de cette courbe avec le plan asymptotique commun. 

INTERSECTION DE DEUX SURFACES DE RÉVOLUTION DONT LES AXES SONT 

DANS LE MÊME PLAN 

772. Problème I. — Construire l'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes sont 
concourants. 

On peut toujours faire en sorte que l'un z, z' des axes soit perpendiculaire au plan horizontal 
(fig. 406, pi. LUI) et que le plan des axes soit parallèle au plan vertical. Dans ces conditions, la 
projection horizontale du deuxième axe est une parallèle pq klà ligne de terre passant par z et sa 
projection verticale une droite p'q' quelconque. 

Nous adopterons pour exemple un ellipsoïde allongé et un paraboloïde, et, afin d'achever de 
déterminer ces surfaces, nous donnerons encore les projections verticales /, yi' de leurs méridiens 
de front. 

773. Construction d'un (point quelconque de l'intersection. — Le choix de la surface 
auxiliaire se base sur les remarques qui suivent : 

RiMAROUE I. — Deux surfaces de révolution autour d'un même axe ne peuvent se couper que suivant 
des parallèles. 

Remarque IL — Une sphère peut être considérée commune de révolution autour de chacun de ses 
diamètres» 

De ces remarques il résulte que les surfaces auxiliaires doivent être des sphères concentriques^ 
dont le centre commun est le point €f,z en lequel les axes des surfaces concourent. 
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' Traçons du point o' comme centre avec un rayon arbitraire, une circonférence de cercle |3' que nous 
adopterons pour contour apparent en projection verticale de Tune des sphères auxiliaires. 

Les rencontres de cette sphère avec les surfaces données sont des cercles dont les projections 
verticales se font sur les cordes respectivement perpendiculaires aux axes et communes aux courbes 
d^'' y') d^'t y\)y^^^ cordes afb\ c'a', se croisent au point m' qui appartient à la projection verticale 
de deux points de Tintersection. 

Pour obtenir les projections horizontales correspondantes, on trace la projection de même nom 
du parallèle de lellipsoîde qui contient les points cherchés et on prend ses rencontres mi, m^ avec 
une ligne de rappel menée par m\ 

774. Construction de la tangente. — Méthode Binet (§ 573). — La tangente au point mu m' est la 
perpendiculaire au plan des deux normales menées, par ce même point, aux surfaces données. Con- 
struisons les points de rencontre des normales avec les axes respectifs, c'est-^-dire les sommets des 
faisceaux des normales relatifs aux parallèles qui se croisent en fiii, m'. La normale à 7', menée par a', 
croise z' en m , qui est la projection verticale de Tun de ces sommets, la projection horizontale 
correspondante se fait au pied z de Taxe de rellipsoîde. 

La projection verticale de l'autre sommet se trouve au point de rencontre u'i de p^q* avec la 
normale à la parabole y\ en c'; une ligne de rappel menée par v>\ rencontre pg au point «1 qui est la 
projection horizontale de ce sommet. 

Les deux normales ont donc pour projections (mV, ffii^); («nVi, mi»). 

Le plan des deux axes est parallèle au plan vertical et coupe celui des normales suivant la droite 
de jonction des points &>', Ji ; en traçant cette droite, puis en lui menant par m' une perpendiculaire, 
on a la projection verticale mU' de la tangente cherchée. Coupons maintenant le plan des normales 
par un plan horizontal conduit par •»', z, nous trouverons successivement : sur la normale à l'ellip» 
solde précisément le point »', z ; sur l'autre normale u'29 «»!> et enfin sur le plan des normales^ 
l'horizontale wVs, zwt. 

La perpendiculaire à r»! menée par jra«, est donc la projection horizontale mit de la tangente 
cherchée. 

775. Points sur le contour apparent horizontal de Tellipsoide. — Pour construire ces points 
(n', ni), (n', n^) on a agi^ comme pour un point quelconque (§ 773), sur la sphère auxiliaire 
conduite par Téquateur : cette sphère a pour contour apparent vertical le cercle ^i de centre 0' qui 
passe par les extrémités /*', f'i de la projection verticale de cet équateur. 

776. Points le plus haut et le plus bas. — Sphères limites. — On construit ces points en 
opérant, comme à l'ordinaire, sur la sphère inscrite dans la surface dont l'axe est oblique par 
rapport au plan horizontal. Le contour apparent vertical de cette sphère est un cercle ^'2 de centre 
f/ qui a pour rayon Tune (/g' des normales, non confondues avec p'q', que l'on peut mener à la 
parabole v'i par le point a': en lui appliquant le procédé habituel, on trouve les points (t', t'i) (t^ t't), 
C/'y ji) (j'* h)' Alais cette sphère est une surface limite^ la courbe dlntersection doit donc être 
tangente aux cercles communs à la sphère et à l'ellipsoïde. 

Il en résulte que les tangentes en t', / sont précisément les horizontales h'l\ h'iVu et, par 
conséquent, que les quatre points correspondants sont ceux qui se trouvent les plus élevés ou les 
plus bas sur l'intersection. 

Au surplus, les projections horizontales des parallèles de l'ellipsoïde qui passent par ces points 
doivent être tangentes à la projection de même nom de la ligne commune aux surfaces données. 
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Ob a omis d'employer la sphère limite qui toucherait rellipso!de> parce qu'elle n'atteindrait 
pas le parabololde. 

On voit sans peine sur la figure que les sphères auxiliaires donnant des points réels de l'intersection 
sont comprises entre celle dont p'^ est le contour apparent en projection verticale» et celle dont le 
contour en projection sur le même plan passerait par le point r'^ : r'i est celui des points de croise- 
ment des courbes y', /i qui se trouve le plus éloigné de la projection verticale o' du centre commuta 
«m sphères auxiliaires. 

777. Points des contours apparents en projection verticale. — Points de rebrousse meAt 
de seconde espèce de la projection de même nom. — Les points des coQto>ttrs apparents en 
projection verticale se trouvent évidemment à la rencontre r'|, W,, Wg, r'4 des courbes y, y'i. 

Ils correspondent à quatre points de l'espace, dont les projections horizontales sont ri, r^, r^, 1*4 et 
en lesquels les tangentes à l'intersection se trouvent être perpendiculaires au plan i^rtîcal; on en 
conclut que les points de rencontre des courbes y', ii sont des rebroussements de la projection 
verticale de l'intersection ; de plus, à cause de la symétrie de la figure par rapport au plan des deux 
axes, le rebroussement est de seconde espèce (§ 387). 

778. Tangentes aux points de rebroussement de la projection verticale. -^ On le sait, 
les considérations géométriques sur lesquelles repose le tracé de la tangente à la projection verticale 
de la courbe d'intersection ne sont pas applicables aux points de rebroussement, puisque les pro- 
jections de la tangente se réduisent à un point ; malgré cela, la loi de continuité permet d'affirmer 
que la construction de BinH est encore applicable en ces points. Ainsi pour r'i, on mène les 
normales i l'ellipse et à la parabole en ce point, on trace ensuite la droite <quî unit les 
rencontres «#'3, to'i de ces normales avec les axes respectifs, et l'on conduit par r'i, une perpendiculaire 
à w'sw'i ; cette perpendiculaire r'itU est la tangente cherchée* 

On agirait de même pour les trois autres points de rebroussement. 

779. Droite des points doubles en projection horizontale. — C'est la rencontre des plans 
4es lignes des contours apparents en projection horizontale. 

Pour l'ellipsoïde ce plan n'est autre que celui de l'équateur ; c'est-à-dire le plan horizontal dont 
f'f'i est la trace verticale. 

Pour le paraJaoloïde, c'est le plan diamétral conjugué aux cordes verticales. Ce plan est perpe»* 
diculaire au plan vertical, et sa trace sur ce plan de projection n'est autre que la parallèle p'iq\ à 
PY» n^cnée par le milieu d'une corde verticale de la parabole y\. 

La rencontre des plans diamétraux se projette verticalement au point de croisement l' des droites 
rr^^ p'19'i ; la perpendiculaire à la ligne de terre menée par è* fait connaître la droite ^A des points 
doubles en projection horizontale. 

Dans notre épure, cette droite ne rencontre pas la projection sur le plan horizontal de la courbe 
d'intersecliGn, il n'y a donc pas de points doubles en projection sur ce plan. 

780. Points dn contour apparent horizontal du paraboloîde. — Le contour apparent relatif 
au plan horizontal du paraboloîde est la courbe de rencontre de cette surface avec un plan perpen- 
diculaire au plan vertical conduit par piq'i ; c'est une parabole égale à la parabole donnée, qui 
a pour sommet de sa projection horizontale p^. Cette projection horizontale n'est utile, comnie 
on va le voir au paragraphe suivant, que par deux petits arcs que l'on tracera facilement. 

Les rencontres «', 11' de la projection verticale de l'intersection avec p'ig'i sont les projections 

verticales des points placés sur le contour apparent relatif au plan horizontal du paraboloîde; on 
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les a pris directement sur l'épure^ puis, en les considérant comme étant les projections verticales 
de points placés sur l'ellipsoïde, on a pu construire les projections horizontales s^, s^, ut, u^ corres- 
pondantes. 

781. Visibilité. — Pour la régler on a enlevé, de l'ellipsoïde supposé solide, la partie comprise 
dans le paraboloïde. 

Le contour apparent en projection horizontale du paraboloïde est seulement utile, on Ta déjà dit, 
par deux de ses arcs SiUi^SfU^, lesquels représentent Tun des contours apparents de l'empreinte que 
le paraboloïde laisse dans Tellipsolde. 

On voit donc que Ton eût pu se borner à ne tracer sur Tépure que les deux arcs «it^, s^ de la 
parabole Uiiipt9v^t> 

782. Asymptote de la projection verticale. — La projection verticale est une conique (§ 757) ; 
toute parallèle à Tune de ses asymptotes la coupe donc en un point à distance finie et en un second 

.point placé à Tinfini; lorsque cette parallèle devient Tune des asymptotes, les deux points de 
rencontre sont à Tinfini et réciproquement. 

Les droites qui ne rencontrent la courbe qu'en un point sont évidemment les traces verticales 
des plans déterminant, sur les deux surfaces de révolution, des coniques ayant deux points communs 
à l'infini, c'est-à-dire deux coniques bomothétiques. Quand ces droites se confondent avec l'une des 
asymptotes cherchées, les coniques correspondantes sont concentriques* 

Pour trouver les directions asymptotiques, il suffit donc de construire les traces verticales de 
deux plans perpendiculaires à celui des deux axes et coupant les deux surfaces données suivant des 
eourbes bomothétiques. 

A cette fin, déterminons un ellipsoïde de centre o', i, homothétique à celui qu'on nous donne et 
circonscrit à la même sphère que le paraboloïde. Le contour apparent vertical de cet ellipsoïde auxi- 
liaire a pour petit axe le diamètre horizontal l'2' du cercle jS'i; en traçant la droite f3' et sa parallèle 
4'4', on trouve, par le croisement i' de cette dernière avec z', le troisième sommet de l'ellipse cherchée. 
Il est alors bien aisé de mettre en place son quatrième sommet 5' et de tracer cette courbe auxiliaire. 

La sphère inscrite dans le paraboloïde touche cette surface par le parallèle projeté en k^g', et cette 
même sphère touche Tellipsoïde auxiliaire par un second parallèle projeté en 1^2'. Les deux 
points de rencontre de ces parallèles se projettent verticalement en 10', et les projections de môme 
nom des courbes communes au paraboloïde et à Tellipsoïde auxiliaire sont les cordes 6'7', 8'9\ 
qui doivent passer par le point 10'. Les plans conduits par ces cordes et perpendiculaires au plan 
vertical de projection donnent évidemment les seules directions des sections planes bomothétiques 
que Ton peut obtenir sur les surfaces considérées à l'aide de plans perpendiculaires à celui des 
axes de rotation. Lies traces verticales de ces plans donnent à leur tour celles des asymptotes 
de la projection verticale de la section; cette courbe est donc^ dans le cas figuré sur notre 
épure, une hyperbole. 

Arrivons maintenant à la détermination des asymptotes elles-mêmes^ qui sont les traces verticales 
des plans dont les intersections avec les surfaces données sont bomothétiques et concentriques. 
Cherchons celui de ces plans qui est parallèle à 9'8' ; le lieu des centres des sections faites sur l'ellip- 
soïde donné dans une direction perpendiculaire au plan vertical et parallèle à 9'8' est le diamètre 
11'12', de l'ellipse Y, conjugué des cordes parallèles à 9'8'. 

Pour le paraboloïde^ le lieu des centres est le diamètre 13' 14' conjugué des cordes parallèle» à 
la même direction. Ces diamètres se coupent en 15' qui est un point de l'asymptote cherchée, 
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laquelle s'obtient alors immédiatement en conduisant par ce point la parallèle a sc'3 à 8' 9'. 

On a construit pareillement l'autre asymptote «Vf. Le centre de l'hyperbole est évidemment au 
milieu 16' de la droite i'f ; par suite, si l'épure est exactement faite, les deux asymptotes devront 
passer par ce point. 

783. Discussion. — Parmi les surfaces de révolution et du second degré , nous trouvons : deux 
dlipsoldes, l'un allongé, l'autre aplati ; deux hyperbololdes, l'un à une nappe, l'autre à deux nappes; 
un parabololde, la sphère, le cône et le cylindre. 

Les sections faites dans les deux hyperbololdes et dans leurs cônes asymptotes^ par un môme plan, 
sont homothétiques ; il sera donc avantageux, pour la recherche des branches infinies, comme pour 
celle des asymptotes, de substituer aux hyperbololdes leurs cônes asymptotes ; dans le cours de cette 
discussion, nous ne parlerons donc plus des hyperbololdes. Rappelons, une fois pour toutes, que les 
axes des surfaces et les plans sécants qui servent à déterminer les directions asymptotiques seront 
toujours supposés placés, les premiers, dans un plan parallèle au plan vertical de projection, les 
derniers, dans une direction perpendiculaire à ce plan de projection. Ajoutons encore que Ton 
pourra, lorsque les surfaces auront un centre, faire passer les plans sécants successivement par 
chacun de ces centres, afin d'étudier plus facilement la forme des sections qu'ils déterminent sur 
chacune des surfaces. 

Tout ceci entendu^ abordons la discussion en démontrant que lorsque les deux surfaces peuvent 
être considérées comme ayant leurs axes parallèles, ou bien que l'une d'elles, et rien qu'une^ est un 
ellipsoïde aplati, la courbe n'a pas d'asymptote. 

Considérons d'abord le cas de deux surfaces ayant leurs axes parallèles, ou encore celui où l'une 
d'elles est une sphère, auquel cas on peut évidemment considérer les deux surfaces comme ayant 
leurs axes parallèles. 

Les plans perpendiculaires aux deux axes déterminent sur ces surfaces des sections homothétiques, 
^i leurs traces verticales déterminent à leur tour des directions asymptotiques de la projection 
verticale de la courbe commune aux surfaces données. Sur chacune de ces traces on trouve un point 
\ distance fijiie de la projection de l'intersection, et ce point ne peut, vu que les deux cercles qui 
servent à le construire ne sont jamais concentriques, s'éloigner à l'infini que si la trace du plan 
s'éloigne elle-même à l'infini. La projection verticale de la courbe a donc une asymptote àJ|infinî, 
'C'est, par suite, une parabole dont l'axe est parallèle à la direction asymptotique et, par consé^ent, 
perpendiculaire aux projections verticales des axes de rotation. 

Si, en outre, les deux courbes méridiennes sont homothétiques, les deux surfaces et leurs sections 
par un même plan le seront aussi, par suite la projection verticale de la courbe étudiée aura, dans 
toutes les directions, un point à l'infini ; elle sera donc formée de deux droites, l'une à distance 
finie, l'autre à l'infini. 

Arrivons maintenant au cas où une seule des surfaces est un ellipsoïde aplati. 

En considérant un plan sécant perpendiculaire au plan vertical mené par le centre de l'ellipsoïde 
aplati, on trouvera sur cette surface une ellipse ayant son petit axe parallèle au plan vertical. Par 
contre, quelle que soit l'autre surface, le petit axe de la section sera perpendiculaire au plan vertical. 
Effectivement, pour Tellipsoïde allongé, cette propriété est presque évidente et le devient tout à fait 
en transportant, sans changer sa direction, le plan sécant au centre de la surface. 

Pour le paraboloïde, on le voit immédiatement en se rappelant que la projection des sections 
elliptiques de cette surface sur un plan perpendiculaire à Taxe de rotation est circulaire. 
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Pour le cône comme pour le cylindre, l'axe [focal de h section appartient au plan de front qui 
contient l'axe de rotation, puisque le plan sécant est supposé perpendiculaire à ce plan de front II 
n'y a donc dans le présent cas aucun plan perpendiculaire au plan vertical coupant les deux surfaces 
suivant des courbes homothétiques, il s'ensuit que la projection verticale de leur courbe commune 
est une ellipse. 

Passons aux autres combinaisons que l'on peut faire avec les surfaces. 

Supposons d'abord que les deux surfaces soient des ellipsoïdes aplatis, ayant leurs axes de rolation 
dans un môme plaa de front 

Décrivons sur le grand axe de l'un d'eux comme diamètre une sphère, et transportons l'autre 
homothétiquement et de telle sorte qu'il vienne toucher cette sphère par un grand cercle, comme 
on le voit sur la figure fio* 

Dans cette figure on a d'abord représenté : i"" les projections verticales «', z'i des axes ; 2"" les con- 
tours apparents 7', /i, a', en projection sur le plan de môme nom, des trois surfaces concen- 
triques, et 3"* les projections verticales a'b\a\b\ des courbes de contact de la sphère avec les deux 
ellipsoïdes : ces projections passent par d et sont respectivement perpendiculaires à z\z\. 

Les deux points de rencontre m', n' des lignes a!b\ y\ se trouvent placés à l'intérieur de 7', tandis 
que les points de contact a'i,b^iSoni placés nécessairement en dehors de y'; donc entre a'i, m\ 




la courbe y'i doit rencontrer yi; on voit pareillement que les mômes courbes se rencontrent entre 
les points (m', *'i)(6'i, n'){n', a'i). 

Les courbes y', y'i se coupent donc en quatre points réels, par conséquent, les deux surfaces se 
coupent elles-mêmes suivant deux courbes. Les projections de ces courbes sont rectilignes et doivent 
passer par 0' ; ce sont deux diamètres dV, f'g' communs aux ellipses y', y'i. 

On trouve ainsi deux directions asymptotiques rfV, f^g^ de la projection verticale de l'intersection 
des surfaces données ; la projeciion verticale de cette intersection est, par conséquent, une 
hyperbole, et ses asymptotes se construisent par le procédé indiqué au sujet de l'épure générale. 

Dans le cas de deux ellipsoïdes allongés dont les axes de rotation se rencontrent, il est manifeste 
qu'on peut reproduire le raisonnement qui vient d'être fait et arriver aux mômes conclusions. 

Si Kune des surfaces est un cône ou un cylindre^ on la transportera parallèlement à elle-môme de 
manière à lui faire toucher une sphère inscrite dans la seconde surface. Dans cette position, les axes 
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des deux surfaces ne se eonfondent pas, il est doue éf ident que l'un an UMHns des points de contact 
des droites formant le contour apparent en projection yerticale du cône ou du cjlindre déplacé» sera 
à rintérieur du contour apparent de même nom de l'autre surface circonscrite à la même sphère v 
ees droites suffisamment prolongées rencontreront donc ce dernier contour en quatre poiiUs 
réels dont deux pourront être confondus en un seul. Il en résultera deux directions asympfeotiqoea 
de la projection verticale de Pintersectibn, par suite cette projection sera encore une hyperbole. 

La construction des asymptotes se fera alors par le tracé de l'épure générale ; sauf pour le cas où 
l'un des points de rencontre dont on vient de parler se trouverait rejeté à Tinfini. 

Examinons ce cas particulier : 

Nous opérerons toujours sur le plan vertical seulement. 

Prenons pour exemple un cône et un parabololde de révolution. Représentons les projecUom 
verticales z'^ s'i (flg. ri) des deux axes, supposés placés dans le môme plan de front» ainsi que les^ 
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contours apparents en projection de môme nom Vi» {i'g'^ s'g'i) du parabololde et du cône ; nous sup» 
poserons que la droite ly est parallèle à l'axe du parabololde. 

Inscrivons une sphère dans le parabololde et transportons le cône parallèlement à lui-même» afin 
de le rendre tangent à cette sphère. Le parabololde et le cône déplacé se coupent suivant deux 
courbes planes dont les projections verticales sont a'b* et la parallèle à z' menée par c'. L'asymptote 
parallèle à a'b' se construirait comme à Tordinaire. 

En ce qui concerne l'autre asymptote» on observe que des plans perpendiculaires au plan vertical 
et parallèles à z' coupent les deux surfaces suivant deux paraboles dont les axes sont confondus avec la 
droite de rencontre de leur plan et de celui des deux axes de rotation ; on en déduit que ces parap* 
boles ont deux points communs à Tinflui ; en conséquence» pour que la trace verticale d*un plan de 
profil soit une asymptote, il faut et il suffit que les deux autres points de rencontre des deux paraboles 
soient aussi à l'infini» c'estr&rdire que les paraboles soient égales et aient la môme orientation c 

Or, dans le parabololde» toutes les paraboles sont égales à celle qu'on nous donne ; le problème se 
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f édoit doac à couper le cône suivant une parabole égale à ceile^i, située daus vu plan de profil et 
dirigée vers le hauU 

Considérons, pour un moment, la question comme résolue et soit P' la trace du plan cherché ; 
inscrivons dans le cône donné une sphère tangenle à ce plan, et désignons par m la projection de son 
centre, par f' celle de son poi^t de contact avec le plan, par cr' la rencontre de P avec $*g'i. 

Le point ?' est le foyer de la section et a^ son sommet ; la distance 9f' est donc connue ; de là 
résulte le tracé qui suit : sur la droite «y prolongée on prend une longueur s'f égale à la distance du 
foyer au sommet de la parabole donnée ; par les points «', /' on mène des droites respectivement 
perpendiculaires à f'2'1, tfg' dont on prend la rencontre </ ; la droite o^f est égale au rayon de la 
sphère cherchée, et le double de ce rayon donne la distance des droites tfg\ F; on peut alors tracer 
la droite P' qui est Fasymptote cherchée. 

Arrivons au dernier cas, celui de deux paraboloïdes ou d'un paraboloïde et d*un ellipsoïde allongé. 

L'une des surfaces au moins est un paraboloïde ; supposons, pour fixer les idées, que son aie soit 
perpendiculaire au plan horizontal, et construisons dans Tautre surface des sections à projections 
droites sur le plan vertical et circulaires sur le plan horizontal. Les plans de ces sections coupent le 
paraboloïde suivant des ellipses dont la^'projection horizontale est également circulaire ; il s'ensuit 
que leurs traces verticales sont les directions asymptotiques cherchées. La courbe est donc encore 
une hyperbole et ses asymptotes se construiront par le tracé déjà exécuté sur Tépure générale. 

Les résultats principaux de cette discussion sont renfermés dans l'énoncé qui suit : 

784. Théorème. — Si deux $urface$ de révolution et du êecond degré orU leurs axe$ dan$ un mime 
plan^ la projection de la ligne commune à ce$ surfaces sur un plan parallèle aux axes est: 

V Une parabole çuand les deux axes peuvent être considérés comme parallèles; 

2^ Une ellipse quand une seule des surfaces est un ellipsoïde aplati; 

3* Une hyperbole dans tous les autres cas. 

Remarque. — Si Vvne des surfaces glisse suivant son axe^ la projection de la courbe d'intersection sur 
le plan des deux axes se déplace homothétiquementf car ce déplacement de Tune des surfaces ne change 
pas les directions asymptotiques de la projection considérée. 

Démontrons encore une autre proposition intéressante. 

785. Théorème de H. Catalan. — Quand les sections méridiennes de deux surfaces de révolution et 
du second degré ont au point de rencontre des axes de rotation un foyer commun, la projection de la ligne 
commune €nix deux surfaces sur le plan de ces axes est un système de deux droites. 

En eCTet, les deux surfaces peuvent être considérées comme circonscrites à une même sphère de 
rayon nul, dont le centre se confond avec le foyer commun (§ 462) ; leur ligne de rencontre se pro- 
jette donc suivant deux droites (§ 476 et § 759). Ces droites passent évidemment par le point de 
croisement des projections sur le plan des deux axes des directrices qui correspondent au foyer 
commun, attendu que les courbes de contact de la sphère avec ces surfaces sont des cercles imagi- 
naires projetés sur ces directrices. 

786. Points parasites de la projection Terticale. «- La manière la plus simple d*obtenir ces 
points est de recourir aux propriétés des coniques qui permettent de construire ces courbes dès 
qu'elles sont déterminées par cinq conditions : Sur notre épure (Jig, 406, pi. LUI) on s'est contenté 
d'achever le tracé de la courbe, comme d'habitude, en employant ses asymptotes et un des points 
réels de Tintersection. 

On eût pu considérer la projection verticale de llnlersection comme le lieu des rencontres des 
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sécantes perpendiculaires aux axes de rotation respectifs et communes à chacune des coniques 7', *i\ 
et aux cercles de centre o\ C'est ainsi que le point jui' a été construit sur notre épure ; mais plu* 
sieurs des cercles employés à la construction des points de l'intersection ne donnent ainsi qu'une 
corde pour chaque méridien, et certains cercles ne rencontrent pas l'ellipse en des points 
réels. On. doit alors recourir aux sécantes idéales communes aux cercles et aux coniques (^). 

787. Problème II. — Construire Vintersection de deux surfaces de révolution doni les axes sont 
parallèles. 

On amène les deux axes h être perpendiculaires au plan horizontal, et l'on emploie pour surfaces 
auxiliaires des plans horizontaux. Les tangentes se construisent par la méthode de Binet. 

Les points le plus haut et le plus bas s'obtiennent par la rencontre des méridiennes placées dans le 
plan des deux axes. Pour les déterminer, sans tracer deux nouvelles courbes, il faut, par une rotation 
autour de Tun de ces axes^ rendre ces courbes méridiennes parallèles au plan vertical de projection : 
l'une d'elles vient se projeter verticalement sur le contour apparent de la surface qui la contient, et 
la nouvelle projection de même nom de l'autre s'obtient par une simple translation du contour 
apparent vertical de la seconde surface; on prend alors les rencontres des [courbes méridiennes 
déplacées et l'on revient sur la position primitive. 

788. Cas particulier. — Intersection d'une sphère et d'une surface de révolution du second degré. 
Nous prendrons pour exemple un ellipsoïde et une sphère. 

Dans ce qui va suivre, il ne sera question que de la projection verticale de la courbe commune; 
en outre, nous supposerons que le plan conduit par le centre de la sphère et par l'axe de la seconde 
surface ait été amené dans une position parallèle au plan vertical de projection. 

Soient : 0', z', 7', y'i les projections verticales du centre de la sphère, de l'axe de l'ellipsoïde 
et des contours apparents de ces deux surfaces relatifs au plan vertical. 

D'après le théorème que l'on vient d'établir (§ 784), la projection que nous cherchons est une 
parabole dont l'axe est perpendiculaire à z'. 

On peut construire tout à la fois un point de la projection verticale de Tintersection et sa 
tangente ; à cette fin, adoptons pour surfaces auxiliaires des sphères inscrites dans l'ellipse donnée« 
Déterminons Tune d'elles par son contour apparent |3'i et prenons ses rencontres avec les surfaces 
données; ce sont: pour l'ellipsoïde, le parallèle double projeté suivant deux droites confondues a'i^i; 
pour la sphère, le parallèle simple projeté en c'ief 1. Le point de rencontre tnU de ces droites est un 
point de la projection verticale de Tintersection ; il y a plus, comme a'16'1 est une droite double ou, 
ce qui revient au même, comme la sphère auxiliaire a la propriété des surfaces limites, m\ 
représente deux points de la courbe, confondus sur c'id^^ autrement dit, c'id^ est tangente à la 
courbeétudiée. 

789. Intersection de la courbe et d'une droite. — Proposons-nous de trouver directement 
les points en lesquels une droite e^f^, prise arbitrairement, rencontre la courbe ; cette fois nous 
emploierons une sphère auxiliaire ayant son centre sur z' et rencontrant la*sphère donnée suivant le 
cercle projeté sur la portion c^^t de e'f' qui se trouve comprise dans /• 

La projection verticale du centre de cette sphère est au point de croisement «*'s de la perpendicu- 



{}) On peut consulter sur cette question les applications d'analyse et de géométrie, qui ont servi de principe 
fondamental au Traité des propriétés projectrices des figurest par Pongelet, t. U, p. 379. 
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laire à e'/', menée par dj avec z' \ son conlour apparent vertical est donc le cercle ^\ décrit de w^ 
comme centre et passant par les points e'g, 0!%. 

Les projections des rencontres de cette sphère auxiliaire avec les surfaces données sont c't^'s, 
â'si'2) 9'2^'a ; aux points de eroisement m'i^ n\ de la première de ces lignes avec les deux autres, 
on trouve les points cherchés. 

790. Tangente parallèle à une droite donnée. — Cherchons^ pour réduire le nombre des lignes 
de l'épure, la tangente parallèle à e'/'* 

Les tangentes à la projection verticale de la ligne commune sont les axes radiaux de / et des 
cercles inscrits dans l'ellipse donnée. Afin qu'un axe radical se dirige suivant e'/*' , nous adopterons 
pour ligne des centrés des deux cercles la perpendiculaire déjà menée à ^'/*' qui passe par o\ Sa 
rencontre avec 2' est le centre iù\ du cercle cherché ; on peut alors tracer ce cercle jS'a et obtenir^ 
par la construction expliquée plus haut, le point m\ de la projection étudiée et sa tangente c\à\ qui 
doit, bien entendu^ élre parallèle à e'/*. 

791. Axe, sommet et paramètre. — L'axe est perpendiculaire à z'^ le sommet sera donc le point 
de contact de la tangente parallèle à z' : le centre du cercle auxiliaire servant à construire ce point 
se trouve au pied w'4 de la perpendiculaire menée du point 0' sur z', et sert à tracer ce cercle ^\\ en 
opérant sur ce cercle comme à l'ordinaire, on a trouvé le sommet ^ quei'on voulait construire. 

La perpendiculaire 5V à J menée par le sommet est l'axe cherché; quant au paramètre on l'ob- 
tiendrait en construisant le double de la sous-normale relative aune tangente quelconque. 

Nous avons représenté sur Tépure la surface constituée par l'ensemble de la sphère et de 
l'ellipsoïde. 

EXERCICES SDR LES CHAPITRES V ET VI 

792. Problème I. — Construire, à Vaide de ses sommets, la trace verticale d'un cône dont la base est 
un cercle situé sur le plan horizontal, et dont le sommet ^ placé dans le dièdre 2, appartient au plan de profil 
mené par le centre de la base. 

Soient y {fitj. 408, pi. LIV) la base du cône et s, ^ les projections de son sommet. 

Le plan de profil mené par le centre de la base est un plan^de symétrie de la courbe étudiée, il 
contient donc deux des sommets demandés. 

Pour les déterminer, rabattons ce plan de profil sur le plan horizontal : le sommet du cône se 
rabat sur une perpendiculaire à la charnière menée par le point 5, à une distance sSi de ce point 
égale à la cote s'sj. Les génératrices du cône contenues dans le plan de profil considéré sont rabattues 
en Si9i, Si9s et leurs croisements £1, £9 avec xy donnent les rabattements des deux sommets cherchés. 
Ces points se relèvent en o-'i, a\, 

m 

Le centre est au milieu 0' de o'io's et le deuxième axe se trace alors facilement. 

D'autre part, les plans tangents au cône suivant les génératrices du conlour apparent relatif au 
plan horizontal ont pour traces verticales des perpendiculaires à xy menées par da, ai; ces droites 
doivent être tangentes à la courbe cherchée, elles sont donc les tangentes aux deux autres sommets 
de cette courbe^ et ces sommets se trouvent aux points de rencontre «'3, o\ des tangentes corres- 
pondantes et de Taxe horizontal mené par o'. 

Les traces verticales c'i, c's des génératrices {s't'^ st) [t/t\, sti) du contour apparent vertical» sont 
les points de contact de l'ellipse et de ce contour en projection verticale^ ces points doivent être 
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consIruMs quand on veut déterminer a?ee exactitude la trace verticale du cône, qui est L'eliîpae 

(T^erV'iff'a figurée sur répure. 

793. Problème IL — Cornsêrtùre les profediong de rintersectim d'un ijfperbùkîde de révolutimi 
dont Vaxe r, z' e$t vertical {fig. 409, pi. lAN), avec un plan pasumt par <oo centre et par une tangente 
à sa trace horizontale^ menée par le point de cette trace le plus éloigné de la ligne de terre. 

Soient g^ g* les projecticMM d'une génératrice principale de la surface; construisons sa trace hori- 
zontal c 9 et figurons en y la trace de môme nom de Thyperboloîde» en yi, y\ les projections de son 
collier, en »y «*' celles du centre de ce collier, et en P la trace horizontale du plan sécant« 

794. Constraction d'an point quelconque de la section et de sa tangente. -* Adoptons 
comme plans sécants les plans tangents au cône asymptote de l'hyperbololde : ces plans, conune le 
plan donné, passent par le centre ^, «', en conséquence^ ce centre est un point commun aux intetr 
sections du plan donné avec les divers plans auxiliaires. 

L'un de ces plans auxiliaires est déterminé par deux génératrices de même système, dont les 
projections horizontales g^ gt sont parallèles» et sa trace horizontale passe par les traces de môme 
nom de ces génératrices. 

Cette trace OiO^ vient couper^ P au point t qui n'est autre chose que la trace horizontale de 
l'intersection du plan auxiliaire et du plan donné, on en déduit les projections tt», <W de celte 
intersection. 

Par les croisements des droites ^i, g^ avec tm on a enfin les projections horizontales mi, m% de deux 
points de la courbe cherchée ; leurs projections verticales sont en m'i, m\ sur t!u' et sur des lignes 
de rappel menées par mi, ma. 

Passons au tracé de la tangente en mi, m'i : la trace Oi fait partie de la trace horizontale du plan 
tangent en ce point; une deuxième tagogente menée à la projection horizontale du collier par mi fait 
connaître un second point de passage ds de cette trace. 

Menons donc la trace OiOs du plan tangent et prenons sa rencontre avec P, ce point de rencontre 
T, t' est la trace horizontale de la tangente cherchée ; rmi, ^m\ sont donc les projections de la 
tangente qu'il fallait construire. 

795. Points des contours apparents et sommets. — Par l'emploi d'un plan auxiliaire horizontal 
mené par le centre w, w^ on trouve les points (si, tfC) («tf ^2) de la courbe d'intersection placés à 
la fois sur les deux contours apparents de Thyperbololde. 

Le centre de la courbe se trouve en «», m', en conséquence, •• et w' sont les centres des projections 
de cette courbe, de plus, les traces du plan de profil conduit par z, z' sont des axes des projections 
correspondantes, 53, 5^3 sont donc des sommets de ces projections et la symétrie par rapport an 
centre fait connaître deux autres sommets 54, s'4. 

Il résulte de là que les points {s\,Si)y (s'z, «s,} déjà trouvés, sont les autres sommets de la courbe 
d'intersection, et, par suite, que cette courbe est une ellipse. 

On a représenté le tronc d'hyperboloîde compris entre le plan sécant et le plan horizontal de 
projection, en supposant que la surface enveloppe un corps solide ; des hachures ont été placées sur 
les faces planes, coupées et visibles. 

796. Théorème I. — Tout plan parallèle à Fim des] plans tangents en un point (tune surface dn 
second ordre ^ coupe cette surface et celle d'un cône qui a pour base une section plane queleonfue 
de cette même surface^ et pour sommet le point de contact dn plan tangent, smtmi {deux eomtes 
homothétiques entre elks. 
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EffectWement, le cône et la surSice ont en commim une courbe plane ; ils doivent donc se coaper 
suivant une deuxième courbe plane passant par le sommet du cône. Si la surface da second ordre est 
iéglée> son plan tangent mené par le sommet du c6ne la coupera suivant deux génératrices qui 
devraient passer respectivement par les points de rencontre de ce plan tangent et de la base du cône ; 
ces droites seront donc situées sar la surface du cône, et la seconde courbe commune sera dans le 
plan tangent. 

Si la surface n*est pas réglée, tout plan conduit par le sommet du cône, sauf le plan tangent 
considéré^ la coupera suivant une courbe et le cône suivant un point, une droite ou deux droites ; 
par suite, la seule courbe plane passant par le sommet du cône et commune aux deux surfaces est, 
dans ce cas, la courbe évanouissante en laquelle le plan tangent considéré coupe la surface du 
second degré. 

De toute façon, la courbe commune est dans le plan tangent et par conséquent, les sections faites 
dans la direction de ce plan seront bien homothétiques. 

797. Problème IIL — On donne un ellipsoïde de révolution dont Vaxe est vertical et «n pUm 
quelconque^ on demande^ teaiz tracer la rencontre du plan et de tellipmde^ de œutruire la trace verticale 
d'un cône qui aurait pour directrice cette ligne de rencontre^ et pour sommet le point de riquateur k plus 
voisin du pUm vertical* 

Le contour apparent en projection verticale de l'ellipsoïde est, d'après le théorème que nous 
venons de démontrer^ une courbe homothétique à la trace demandée. Cette trace est donc une 
ellipse ; on construira dir e c t ewent les points de cette courbe placés dans le plan de l'équateur ; 
leurs tangentes se détermineront ensuite facilement ; on mènera alon, dans la direction de ces tan- 
gentes, des tangentes au contour apparent en projection verticale de TelMpsoide et les droites de 
jonction des points de contact correspondants de ces couples de tangentes parallèles ; ces dernières 
droites iront se couper ^au centre d'homothétie de la courbe cherchée et du contour apparent en 
projection verticale de Tellipsolde ; Tépure s'achèvera alors sans aucune difficulté. 

798. Problème Vf. — Construire par le eecours du théorème /(§ 796), les points limites dans le sens laté- 
ral delà section plane fun elUpeolde de révolution. 

Exécutons le tracé sur la figure 379 (pi. XLT) dans laquelle llnterseclion se troove déjà déterminée. 

Cherchons les tangentes à la courbe d'intersection parallèles à la droite dont les traces sont P, ^ • 

A cette fin, construisons fat rencontre d'un plan horizontal quelconque avec un cône ayant l^un, 
6^,2, des ombilics de rellipsoîde pour sommet, et la couibe d'intersection pour directrice; nous 
mènerons ensuite des plans tangents & ce cône dans la direction de la droite dont les traces sont /', f. 

Coupons le cône par le plan horizontal contenant le centre o, & de l'ellipse directrice de ce cône^ 
cette ellipse est rencontrée par ce plan aux points (te/, w) {nfiW^ qui font partie de ^intersection 
cherchée ; or, d'après le théorème I, cette intersection est circulaire ; il suffit donc de chercher un 
nouveau point de ce cercle : ce point a été obtenu par la rencontre 6^, 6 du plan sécant horizontal 
et de la génératrice efc/^ za du cône auxiliaire. On a ensuite tracé la projection horizontale 6wiW de ce 
cercle. 

n faut maintenant construire la rencontre du plan du cercle avec une parallèle menée par ^, z, k 
]a droite dont les traces sont /', f. 

On inscrit pour cela dans Tangle Vccff, suivant une direction perpendiculaire à la ligne de terre, 
une droite 7.8 ayant pour longueur la différence des cotes des points {e\ z) ((/, o) et on la prolonge 
jusqu'à sa rencontre 9 avec aP; le segment 8.9 ainsi trouvé, reporté en zlO, fait connaître la projection 
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horizonlale 10 du point suivant lequel la parallèle à la droite dont les traces sont l\ ^ rencontre le 
plan du cercle auxiliaire. 

En menant par 10 des tangentes 10.11, 10.12 au cercle &wwi on a les projections horizontales des 
traces sur le plan auxiliaire des plans tangents au cône. 

La trace du plan de l'ellipse v^w'vJw'i^ vtvuwi sur le môme plan horizontal auxiliaire est la droile 
wWiyW'w'ij et les rencontres 13, 14 de wwi avec les tangentes 10.11, 10.13 sont des points appartenant 
aux projections horizontales des tangentes de proGl cherchées; lesquelles s'obliennent alors en 
menant par 13 et 14 des perpendiculaires à la ligne de terre* Il est presque inutile de faire observer 
que ces perpendiculaires doivent se confondre avec les tangentes de profil déjà trouvées par une 
autre méthode (§ 687). 

Actuellement traçons les projections {z.li,e'A\'\ (z.l2, ef.li*) des génératrices de contact du cône 
et de ses plans tangents, et prenons leurs rencontres respectives avec les tangentes de profil qui 
viennent d'être tracées; ces points de rencontre {g^^ j'*), (gf, g'), sont ceux que nous voulions 
déterminer. 

L'un de ces points g, g' avait déjà été obtenu par une autre méthode (§ 687). 

799. Problème V. — On donne un cylindre de révolution vertical, ainsi que deux points placés sur 
Vune des génératrices du contour apparent vertical de cette sur face y et on demande de construire: 

1® Les projections de la ligne minimum qui unit ces deux points et coupe toutes les génératrices de la 
surface; 

if* Le lieu des traces horizontales des tangentes menées aux divers points de cette ligne ; 

3" La trace horizontale d'un cône mené par la même ligne et dont le sommet se trouve sur F axe du cylindre. 

i"" Projection de la. ligne minimum. — Soient: {0^0% (8, 8') les points donnés {fig. 410, pL LIV). Il 
est manifeste que la transformée par développement de la ligne cherchée doit être rectiligne; d'où 
résulte le tracé suivant : 

La base et la distance o'V seront partagées en un même nombre de parties égales; par les points 
de division de la base on conduira des lignes de rappel, et par ceux de la hauteur des horizontales; 
les lignes ainsi menées qui correspondront aux divisions de même rang à partir de et de o' s'entre- 
couperont en des points appartenant à la projection verticale de la courbe; la projection horizontale 
correspondante se confondra avec la base du cylindre* 

En appliquant ce tracé à la présente épure on a trouvé la courbe 0,1.2.3 8, 0'1'2'3' 8', que 

l'on a prolongée ensuite au delà de 8, 8' et de 0^0'. 

Cette courbe est une hélice; Téquation de sa projection verticale s'obtiendrait très facilement et 
montrerait que cette projection est une sinusoïde. 

800. Construction de la tangente. — Cherchons la tangente au point 3, 3' : l'application du 
tracé général (§ 624) conduit à porter sur la tangente au point 3 à la base du cylindre, à partir 
de ce point, et dans le sens que l'on détermine facilement par l'ej^amen de la figure, une 
longueur 30 égale à l'arc 3.2.1.0 déroulé; ce point est la trace horizontale de la tangente et 
les projections de cette ligne sont, par suite, 63, 0'3'. 

Il est aisé de voir que les tangentes à la courbe font avec les génératrices du cylindre un angle 
constant. 

801. â"" Lieu des traces horizontales des tangentes a la ugnb minimum. — D'après le tracé qui vient 
d'être indiqué, le lieu cherché 7 est une développante du cercle de base; le point est la rencontre 
de cette développante avec la base du cylindre. 
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802. 3* Trace qoeizontalb du gôhb. — Donnons-nous le sommet «» $' du cône et traçons les projec- 
tions «3, s'3' d'une génératrice quelconque de cette surface ; puis déterminons sa trace horizontale t, 
qui sera un point de la courbe que nous cherchons à construire; on obtiendra ainsi des points de 
cette courbe yi en nombre suffisant pour pouvoir la tracer. 

803. Tangente i la trace du cône. — G*est la trace horizontale du plan tangent au cône 
suivant la génératrice qui passe par le point choisi t, t'* 

Or« cette trace doit passer par / et par la trace horizontale de la tangente à la ligne minimum ; 
c'est^ par suite, la droite t$. 

804. Asymptote. — La direction asymptotique est donnée par la génératrice horizontale s'm\ sm« 
dur cône. La tangente en m, m! à Tliélice a pour trace horizontale Oi^ par suite la parallèle a «i à «m, 
menée par 6i, est la trace horizontale du plan tangent au cône mené par le point à Tinûni de la Irace 
de môme nom de cette surface ; la droite aai est donc l'asymptote qu'il fallait construire. 

805. Point asymptote. — En prolongeant l'hélice indéfiniment au-dessous du plan horizontal, 
on voit que les génératrices du cône tendent à se confondre avec l'axe du cylindre, il en résulte que 
le pied s de cet axe est un point asymptote de la courbe yi* 

806. La courbe yi est une spirale hyperbolique. — Pour l'établir, supposons que le point 
tf t' soit un point quelconque de yi et posons: 

Désignons encore par a', $ le pied de la perpendiculaire menée du point 3, 3' sur l'axe du cylindre, 
par r le rayon de celui-ci, par A| la cote du point s, s^ei enfin par h la distance des points {o,o') (8, 8'). 

La droite de l'espace qui se projette en 3f, 3'a! est égale au rayon du cylindre et parallèle à la 
droite 9t située sur le plan horizontal ; on en déduit la proportion 

D'autre part, eu égard à la forme de la transformée par développement de rhèlice, on a encore 

â'û' h 



Qrcm^.'â 2irr 
d'où 

h h 



s'a'= sll- .•»)• = ^ •#. * 



En remplaçant sV et t$ par leurs valeurs dans (l), il vient 



P _ 



r //» * 

Cette équation est de la forme 

•>p = Ci 

la courbe yiest donc bien une spirale hyperbolique. 

807. Problème VL — Consfruire la trace horizontale d'un cylindre ayant pour directrice Vhilite 
dont on vient de tracer les projections, et pour direction de $ee génératrices tune des tangentes à 
cette courbe. 
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Plaçons les génératrices da cylindre dans la direction de la tangente à Thélice au point 6,6' : la 
trace horizontale r, ^ de cette tangente doit se trouver à la rencontre de l'horizontale menée par 6 et 
de la développante de cercle 7 ; en conséquence, 6r, 6V sont les projections de la tangente au 
point choisi. 

808. Constroction d'un point quelconque de la trace du cylindre oblique. — Un point 
quelconque de la courbe cherchée n'est autre chose que la trace horizontale ti, yfi d'une parallèle i 
6t, 6't', menée par 3, 9'. La tangente en ce point est la droite nO qui l'unit & la trace horizontale de 
la tangente, en 3, 3^, à Thélice. 

809. Pointa de rebroussement. — Si l'hélice était prolongée indéfiniment, elle aurait une 
infinité de points dans le plan de front conduit par 6, 6^, et en chacun d'eux les génératrices du cy* 
lindre oblique seraient tangentes à l'hélice ; en conséquence, la trace horizontale aurait une infinité 
de points de rebroussement (§ 386, V). 

Sur notre épure, l'un de ces points se trouve en t, et en prolongeant l'hélice un peu au*dessous du 
plan horizonta), on a pu en obtenir au point n, r's, un deuxième. 

Après avoir construit un nombre suffisant de*points de la trace cherchée yi, on a pu dessiner 
cette courbe. 

810. La trace horizontale du cylindre oblique est une cyclolde ordinaire. — Les projections 
obliques faites dans la direction 6t, 6V des sections circulaires du cylindre droit sont des cercles de 
même rayon que la base du cylindre donné, et tous tangents à la droite 6r ; on en déduit sans peine 
que la courbe yt se peut engendrer par-un point d'un cercle qui serait constamment tangent à 6r et 
qui, sans glisser, roulerait sur cette droite ; la courbe fi est donc bien une cyclolde ordinaire. 

811. Problème TU. — Reprendre^ en conservant la directrice et la direction de la projection 
horizontale des génératrices, le problème précédent^ mais en diminuant y puis en augmentant V angle que font 
ces génératrices avec lé plan horizontal. 

On trouvera deux cycloldes» l'une raccourcie, l'autre allongée, c'est-à-dire deux courbes décrites 
par deux points, l'un intérieur, l'autre extérieur à un cercle, entraînés avec lui pendant qu'il roule 
sur l'une de ses tangentes. 

812. Problème TIII. — A un paraboloîde hyperbolique, mener un plan tangent par un point de la 
surface. 

Pour la simplicité du tracé, nous placerons l'un des plans directeurs sur le plan horizontal ; les 
directrices seront deux droites (ai, alV){cdy dd')^ quelconques (fig. 411, pi. LIV). 

Prenons tout d'abord la projection verticale m' d'un point appartenant à la surface et cherchons 
l'autre projection de ce point La génératrice passant par le point choisi et parallèle au plan direc* 
teur donné se projette verticalement suivant une parallèle à la ligne de terre menée par m'', cette 
parallèle rencontre a'b\ c'd! en f, ^, qui ont pour points correspondants f^g', en tirant la droite 
unissant ces derniers, on trouve la projection horizontale fg de la génératrice .considérée. Au croise* 
ment de cette projection et de la ligne de rappel issue de m', on obtient enfin la projection 
horizontale m qu'il fallait construire. 

Arrivons à la détermination du plan tangent en m, m'; ce plan contient déjà la génératrice fg^ f'gf* 
Il doit également contenir la génératrice de l'autre système qui passe par le point de contact ; or, en 
projection sur le plan vertical, les génératrices du second système constituent un faisceau (§ 515) 
dont le sommet est au croisement «1' des droites a'6', dd'\ il s'ensuit que la droite unissant ^m' est 
la projection verticale de la génératrice que Ton cherche. 
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La trace horizontale de cette droite doit appartenir à celle de môme nom Odt du paraboloîde et à 
une ligne de rappel menée par le croisement i de la droite «'m' avec la ligne de terre; celte trace est 
en t^ et la projection cherchée s'obtient en tirant la droite tm^ 

Le plan tangent est actuellement déterminé par les droites [fg^ f*g% (/m, Vni)^ et ses traces PaP' 
se construisent comme on le voit sur Tépure. 

813. Problème inverse. — Posr une génératrite d'un paraboloîde^ on fait passer un plan quelconque 
^t on demande le point en lequel il touche la surface. 

Le plan considéré coupe la surface suivant deux génératrices qui se croisent au point demandé. 
La question se trouve ainsi résolue en principe ; quant au tracé de l'épure, il s'obtient en repro- 
duisant en ordre inverse celui qui précède. 

814. Problème IX. — En conservant les données de la dernière épure, construire : 
i'' Un plan tangent au parabolmde parallèle à un plan donné; 

2« Le second plan directeur, le sommet, Vaxe et les plans principaux de cette iurface ; 

3* Sa courbe de contact avec un cane circonscrit ; 

4* Ses contours apparents; 

5^ Sa section par un plan quelconque. 

i* On mènera une droite parallèle à la trace horizontale du plan donné et rencontrant les deux 
ilirectrices (§ 75)^ puis, après avoir mené par cette droite un plan parallèle au premier, on cher- 
•chera simplement en quel point il touche la surface (§ 813). 

2^ Le second plan directeur s'obtiendra en menant par Tune des directrices un plan parallèle à 
l'autre directrice. 

L'intersection des plans directeurs est parallèle à l'axe ; un plan perpendiculaire à cette iotersection 
fera connaître la direction du plan tangent au sommet* 11 restera alors, pour obtenir ce sommet, à 
<)hercher le point de contact du plan tangent parallèle à cette direction. 

L'axe s'obtiendra ensuite par une parallèle à l'intersection des plans directeurs menée par le 
sommet. 

Enfin les plans principaux seront ceux qui, parallèles aux plans bissecteurs des dièdres formés par 
les plans directeurs, passeront en outre par l'axe de la surface* 

3** On fera passer par une génératrice quelconque et par le sommet du c6ne un plan, et Ton résou- 
dra sur lui le problème inverse du plan tangent. 

Un tracé en tout semblable à celui du paragraphe 526 fera connaître les tangentes à la courbe de 
contact. 

4* C'est le problème précédent qu'il faut résoudre en plaçant successivement le sommet du cône à 
rinfini sur une perpendiculaire à chacun des plans de projection. 

5« Les points de la section se peuvent obtenir par le secours de plans auxiliaires horizontaux. 

815. Asymptotes des sections planes du paraboloîde hyperbolique* — Commençons par 
démontrer ce théorème : 

Le plan asymptotique du paraboloide hyperbolique relatif à une génératrice quelconque est parallèle 
uu plan directeur eorretpandant. 

Retournons à la figure 411 (pK LIV). 

Le plan tangent en m, m' peut être considéré comme déterminé par fg^ /V et V, <' ; lorsque m, m' 
est rejeté à l'infini, t passe aussi à Tinfini sur la droite M|. Comme cette droite 69i n'est pas parallèle 
^ f9^ V9\ on voit bien que le plan asymptotique relatif à la géuératrice considérée est horizontal. 
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Arrivons à la construction des asymptotes. On déterminera : la rencontre du plan donné avec cha- 
cun des plans directeurs, puis, dans chaque système, les génératrices parallèles à ces rencontres; 
après quoi, les plans parallèles aux plans directeurs menés respectivement par ces génératrices vien- 
dront croiser le plan qu'on nous donne suivant les asymptotes demandées. 

816. Genres des sections planes. — Si le plan sécant donné rencontre l'intersection des plans 
directeurs^ la courbe cherchée aura deux asymptotes^ et sera, par suite, une hyperbole ; dans le cas 
contraire, la courbe sera une parabole. 

817. Théorème II. — La courbe de contact d*un cône circonscrit au paraboloïde hyperbolique est une 
hyperbole et celle d'un cylindre circonscrit une parabole (à démontrer). 

818. Problème X. — On donne un tétraèdre régulier dont une arête sCi (fig. 412, pi. LV) eit placée 
sur le plan horizontal de projection et dont les faces font avec ce même plan horizontal, des angles égaux. 
Dans ce tétraèdre on inscrit un cône de sommet s et un octaèdre régulier dont les sommets sont les milieux des 
arêtes du tétraèdre. On propose de construire la projection horizontale seulement des parties du cane solide 
comprises entre le tétraèdre et Voctaèdre. 

819. Projection du tétraèdre et de Toctaèdre. — L'arôte donnée fait connaître deux sommets 
«, Cl du tétraèdre, qui sont à eux-mêmes leurs projections horizontales; cherchons les projections de 
même nom des deux autres sommets : ces sommets se trouvent sur une arête que Ton suppose 
placée au-dessus du plan horizontal de projection, ils se projettent sur la perpendiculaire à se^ 
menée par le milieu e de cette droite, de part et d'autre du point e, et à des distances de ce point 
égales toutes deux à eeix en sorte que la projection horizontale du tétraèdre est le carré sttiCibi avec 
ses deux diagonales. 

Les milieux des côtés du tétraèdre ont pour projections horizontales a, b, c, d^ e, f \ le point e 
est le milieu de Tarôte inférieure Wi et le point /* celui de la projection aj>^ de Taréte supérieure; les 
projections horizontales des arêtes de Toctaèdre forment donc aussi un carré abcd et ses deux diago- 
nales*. 

820. Contour apparent horizontal du cône. — A cause des tracés ultérieurs on peut trouver 
commodément ce contour sans recourir à la sphère inscrite au cône; effectivement il suffit de con- 
struire les traces horizontales des plans tangents à ce cône perpendiculaires ciu plan de même nom, 
en employant comme base du cône le cercle qui le limite. Pour cela rabattons la face du tétraèdre 
projetée en a^ bi ^i, autour de l'arête supérieure de ce tétraèdre et sur un plan horizontal; ce 
rabattement n'est autre chose que le triangle équilatéral Ai Ei Bi, construit sur ai bi. En inscrivant 
dans ce triangle un cercle yt, on a le rabattement de la base du cône. 

Passons à la construction des plans tangents; ils contiennent la verticale du point «, laquelle 
coupe le plan que l'on vient de rabattre en un point qui, projeté horizontalement en s, se rabat par 
suite, suivant le symétrique Si de E| par rapport à ai bi. 

La rencontre de l'un des plans tangents avec le plan de base se rabat sur la tangente Si ûi menée 
de Si au cercle yi, et se relève sur la droite qui unit s au point de croisement a des droites Si Oi» 
ai bi. La droite 5« ainsi obtenue est la projection horizontale d'une droite contenue dans le plan tan- 
gent vertical, c'est donc la trace horizontale de ce pian; autrement dit^ sa est une des droites du 
contour apparent cherché. L'autre droite sai de ce contour s'obtient ensuite facilement puisqu'elle 
est symétrique de la première par rapport à sci. 

821. Méthode des projections centrales appliquée à la construction des courbes d'intersec- 
tion du cône avec les faces de l'octaèdre. — Plaçons le centre de projection en s et prenons 
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• 

pour plan de projection celai de la face que Ton Tient de rabattre; nous rabattrons ensuite à 
nouveau cette face en entraînant la projection centrale du cône et de l'octaèdre. 

La projection centrale de toute la surface du cône se confond avec la base de ce cône et celle de 
l'octaèdre a pour projection horizontale les cinq triangles difdiffdiCi^ ^i^iCi, /ci6|, ai^i^i; après le 
rabattement cette base et ces projections deviennent 71, AiFiDi, FiDiC, DiEid^ FiC|Bi« AiBiE|. 

Remarquons en outre que trois faces de l'octaèdre ont pour projections centrales les côtés du 
triangle projeté orlhogonalement en di bi €i et rabattu en Ai Bi E|. 

Les parties du cercle 71 placées à Tintérieur des triangles énumérés un peu plus haut sont les 
projections centrales complètes des courbes d'intersection ; en cherchant les projections orthogonales 
correspondantes on aura les parties utiles de ces courbes. 

On voit par là que la méthode des projections centrales permet : 1^ de trouver immédiatement 
parmi les faces de l'octaèdre celles qui contiennent des parties utiles de l'intersection, et, 2"* d'éviter, 
lorsqu'on le veut, le tracé des points de ces courbes placés sur le prolongement des faces de 
l'octaèdre. 

Dans la présente question, par l'examen de la projection centrale on reconnaît que les faces 
contenant des courbes d'intersection sont celles dont les projections centrales ne sont pas recti- 
lignes; nous allons successivement construire la projection horizontale de la base du cône et les pro« 
jections de même nom des lignes de rencontre de ce cône avec les faces que nous venons de désigner. 

822. Projection horizontale de la base du cône. — Pour la construire menons la parallèle 
liGi à AiBi; relevons Gi en ^1^ tirons de gi une parallèle à A|Bi et relevons enfin Hi, Ii en A|, n ; ces 
derniers points appartiennent à la courbe cherchée. En profitant d'une partie du tracé précédent on 
a également relevé H^, Is en /ts, ù, 

823. Sommets de la projection horizontale de la base. — On les obtient en relevant les extré« 
mités des deux diamètres e S3, SiSi de la courbe yi : ces diamètres sont respectivement perpendicu- 
laires et parallèles à la charnière. Lorsqu'on les relève, e ne bouge pas, 83 vient au tiers de e^e à partir 
de ^1, en sz\ la projection du second diamètre se place sur une parallèle à la droite ^i^i menée par 
le milieu ^de la droite es^\ on la limite en prenant deux longueurs fi5t, ^i, égales entre elles et 
égales au rayon du cercle 71, 

824. Intersection de la face projetée orthogonalement en eab avec le cône. — La face consi- 
dérée est parallèle au plan de la base du cône, elle coupe donc ce dernier suivant une courbe homo- 
thétique à cette base. 

Les points e, e^ sont homologues et le point \k a son homologue en pi : au tiers de la hauteur du 
triangle eba à partir de la base ba\ d'où résulte le tracé suivant : par «o e on mène deux droites 
parallèles; la première rencontre l'ellipse correspondante aux points p, q que l'on unit par des droites 
au point p; par |Xi on mène des parallèles à ces droites, lesquelles rencontrent la parallèle à pq aux 
points ;7i, qi qu'il fallait construire. La ûgure indique suffisamment la construction des sommets e'', 
«"i, V'3> «'i, de cette courbe. 

825. Courbe de rencontre de la face projetée orthogonalement en dec avec le cône. — La 
projection centrale de cette courbe a pour rabattement l'arc GiSaDi^ il suffit donc de construire les 
projections orthogonales des points qui correspondent à ceux de cet arc. Le point Gi se relève en gi 
et sa projetante conique a pour projection orthogonale ^is; à la droite GJi correspond une autre 
droite menée dans sa direction par le point de croisement g des droites ^r^s, e^i; enfin la rencontre h 
de cette parallèle avec $hi est un des points cherchés. 
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La courbe qui nous occupe eu ce moment est une parabole ; effectivement son plan est parallèle 
à celui de la face projetée en sai^i et cette face touche le cdne. 

L'arc DiSaCi est tangent aux droites E|Di, EiCi, en conséquence Tare de parabole correspondant 
touchera en c et endf respectivement les droites de, ce. 

Puisque l'angle ced est droit et que ses côtés touchent la parabole, le point e appartient à la 
directrice de cette courbe; la symétrie de la figure montre en outre que eéi est l'axe de la parabole; 
on en conclut que la directrice est a|6i. Le milieu f de la partie cd de la polaire du point e par rap- 
port à la parabole est le foyer de cette courbe et son sommet 9 se trouve au milieu de la droite e^. 
Il est alors facile de tracer Tare de parabole cherché; cet arc a été prolongé sur notre épure au delà 
des points c, d qui limitent sa partie utile» afin de bien indiquer la forme de la courbe. 

826. Intersection de la face projetée orthogonalement en afd et du cône inscrit. — L'arc 
correspondant à cette courbe est rabattu en FiûiDf. 

Opérons sur le point dont It est le rabattement et i% la projection orthogonale. 

Le point cherché se trouve évidemment sur la droite qui unit 5, t't ; pour trouver une deuxième 
droite passant par ce point, construisons celle qui correspond àjiff Au pointai correspond le point 
de rencontre/ des droites 5/1, ad\ d'autre part, la droite projetée orthogonalement en fd est à elle- 
même sa propre projection conique, par conséquent la rencontre kx des droites yi4» fd est un point 
de la droite cherchée ; cette droite est donc kij. 

Par la rencontre / des droites si%^ kj on a enfin le point cherché. 

La courbe que nous cherchons est encore une parabole^ puisqu'elle est dans un plan parallèle à 
celui de la face du tétraèdre projeté en sbieif face qui touche le cône suivant la droite dont la pro- 
jection se fait en se ; on en déduit, en outre, que cette droite se est la direction de l'axe de la parabole 
que nous voulons tracer. Gomme dans le cas précédent, on voit que les droites ad^ a/* sont des tan- 
gentes endyfk la môme parabole. 

La parallèle aa^ à sc^ menée par a, est le diamètre conjugué à la direction de la polaire ecf du point a, 
on en conclut, d'abord que le milieu m de aaz est un point de la parabole, puis que la tangente en ce 
point est la parallèle mn à la droite éd. D'ailleurs les deux tangentes mn, ae sont perpendiculaires 
entre elles, par suite leur point de croisement n est un point de passage de la directrice, celle-ci 
n'est donc autre chose que la perpendiculaire nS à se, menée par n. 

Le foyer de la parabole doit se trouver sur la polaire em du point n et sur un arc de cercle 
de centre e tangent à n^, c'est donc le point fi. On déduit de là sans difficulté l'axe fiX et le som- 
met 91 de la parabole. On peut alors facilement tracer cette courbe. 

Sur notre épure l'arc utile de cette parabole a été, comme le précédent et pour la môme raison, 
prolongé au delà des points e, d qui le limitent. 

827. Intersection de la face projetée en ^c et du cône. — Cette intersection est une parabole 
symétrique par rapport à sei de celle que l'on vient de tracer. 

828. Représentation du solide. — Après ces constructions la figure suffit pour indiquer la forme 
des parties du cône solide comprises entre les deux polyèdres. On a placé des hachures sur les parties 
planes coupées et visibles. 

829. Problème XI. — Étant donné un cube dont une diagonale estverticale, on propose de représenter 
par ses deux projections, la partie de la surface de ce cube placée à l'extérieur de la sphère tangente à ses 
côtés, et du cylindre de révolution qui a pour axe Ftme des arêtes du cube et pour rayon la moitié du côte 
de ce polyèdre. 
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Soient aby dV les projections de la diagonale verticale du cube. Le tracé déjà expliqué (§ 274) per- 
met de construire les projections abglhnkm, a^Vg^VKn'Hm! de ce cube. 

Ce tracé fait également connaître l'inclinaison commune &a'y des diverses faces du cube sur le 
plan horizontal. 

830. Intersections de la sphère et des^faces du cube. — Cherchons d'abord les projections 
horizontales de ces courbes ; elles sont égales, attendu que les cercles dont elles sont les projec- 
tions sont égaux et placés dans des plans qui s'inclinent du même angle sur le plan horizon- 
tal (§ 136). 

Nous indiquerons donc le tracé de la projection horizontale d'un seul de ces cercles, de celui, par 
exemple, qui est inscrit dans la face aklg^ a!h'l'g'. 

Les droites qq^y ppi qui unissent les milieux des côtés opposés du losange ahlg sont deux diamètres 
conjugués égaux de l'ellipse qui nous occupe. 

Le grand axe de cette ellipse se projette sur hg ; sa longueur est égale au diamètre du cercle ou au 
c6lé du cube en véritable grandeur. Or ce côté est donné en véritable grandeur par b'c'; on portera 
donc de part et d'autre du centre m deux longueurs «»«, ws^ égales entre elles et égales à la 
moitié de iV. 

La grandeur du petit axe s'obtient en projetant Vc^ sous un angle égal à c'd'y, ou à son égal c'b'd\ 
il en résulte que Vd' est la grandeur de ce petit axe. 

Puisque b*c\ b'd'^ dans le triangle rectangle Vc'd'^ sont respectivement les longueurs des deux axes 
de l'ellipse, le côté d'c' est égal à la distance des foyers de cette courbe, et comme la ligne d^c^ est 
aussi égale à la projection horizontale du côté du cube, et, par suite, à ppi, le tracé de l'ellipse se 
peut faire comme il suit : 

Du point M comme centre on décrit deux arcs de cercle pqi, ptq, ayant pour rayon commun m/7i ; 
les rencontres de ces arcs avec gh sont les foyers /*«, ft de l'ellipse cherchée ; on construit ensuite la 
courbe facilement puisqu'on connaît son grand axe ssi et ses foyers. 

Passons à la détermination des projections verticales des cercles d'intersection des faces du cube 
et de la sphère ;;dans chaque face les droites de jonction des milieux des côtés opposés sont deux 
diamètres conjugués de l'ellipse correspondante ; ces diamètres permettent de tracer les courbes. 

Les diamètres conjugués de l'ellipse inscrite dans le parallélogramme dhJl'g' sont seuls figurés sur 
notre épure, eup'p^i, q'q'^. 

On eût pu, afin de donner au tracé plus de précision, construire encore les droites qui passent par 
les rencontres des^ projections des cercles; il eût suffi d'employer un tracé analogue à celui du 
paragraphe 600. 

La figure suffit maintenant pour faire comprendre toutes les constructions et indiquer la visibilité ; 
nous rappellerons seulement qu'on a dû, d'après l'énoncé même, supprimer la partie du cube con- 
tenue dans la sphère et dans un cylindre de révolution dont le rayon est égal à la moitié du côté du 
cube (on a pnslbm^b^m! pour axe de ce cylindre). 

831. Théorème III. — Tout plan bi^angent au tare le coupe suivant deux cercles. 

Ces cercles sont égaux à celui qui passe par les centres des sections méridiennes; leurs centres se trou- 
vent sur une perpendiculaire d taxe menée par le centre de la surface ^ de part et d'autre de celui-ci ^ à une 
distance égale au rayon du cercle générateur; enfin leurs projections sur m plan perpendiculaire à Faxe 
ont un foyer commun au pied de ce même axe. Ce théorème est dû à M. IvON Viliargeau. 

Considérons Tun des cercles méridiens de la surface; ce cercle passe par les points circulaires à 
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rinfini de son plan, lesquels décrivent pendant la rotation de la courbe méridienne des parallèles 
à rin&ni ; parallèles qui doivent nécessairement se confondre^ puisque le lieu des points circulaires 
i rinfini de l'espace n'est autre que le cercle à Tinfini. 

Il en résulte que la surface a pour parallèle double le cercle à l'infini. Cela posé, conduisons par 
les points de contact du plan bitangent et par un quelconque des points de la section un cercle; il 
coupera cette dernière en neuf points, savoir : deux en chacun des contacts du plan sécant et du tore, 
un pris arbitrairement sur la courbe commune, et deux en chacun des deux points circulaires à l'in- 
fini du plan sécant, attendu que le cercle à l'infini est une parallèle double du tore. 

Or^ la courbe d'intersection est du quatrième degré et un cercle ne peut la couper en plus de huit 
points sans se confondre avec elle; il s'ensuit que l'intersection comprend un cercle et se complète 
par un autre cercle. Ces deux cercles se croisent aux points de contact du plan bitangent et du 
tore, ces points de contact sont donc les points doubles de Tintersection. 

Arrivons à la détermination du rayon et des centres de ces cercles. La droite en laquelle le plan 
du collier et de l'équateur du tore coupe le plan sécant est perpendiculaire au milieu de la corde 
commune aux cercles de section, elle passe donc par leurs centres ; on peut, conséquemment, 
obtenir les extrémités d'un diamètre dans chacun d'eux par les rencontres de leur plan avec le 
collier et l'équateur. Le rayon de la section est donc égal à la demi-somme des rayons de l'équateur 
et du collier, c'est-à-dire au rayon du cercle passant par les centres des divers méridiens. Quant 
à la distance du centre de l'intersection à l'axe du tore, elle est égale à la demi^différence de ces 
mêmes rayons, c'est-à-dire au rayon du méridien lui-même. 

Finalement nous allons établir que le pied de l'axe du tore sur le plan horizontal de projection 
est un foyer des deux projections de même nom de la courbe de section. 

Représentons (flg. ra) la projection verticale z' de Taxe, celle des cercles 7', y'i qui font partie du 
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contour apparent vertical et, enfin, celle J du centre de la surface. Menons par «l' ia tangente com' 
mune à y',y'i, et du centre 0' de 7', abaissons une perpendiculaire 0' d sur cette tangente* 

On a vu que les demi-grands axes des projections horizontales des cercles de section sont égaux à 
oV ; cette même ligne projetée sous l'angle o'mV donne évidemment la longueur commune e#V de 
leurs demi-petits axes, il en résulte que oV est égale à la distance dos centres de ces projections à 
leurs foyers respectifs. D'ailleurs cette ligne c^a' est aussi égale à la distance de ces mêmes centres 
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au pied de l'axe, donc ce dernier est un foyer commun aux deux projections des cercles qui nous 
occupent. 

Remabqije. — A Taide des côtés du triangle » a'o' on peut, dès que rorientalion des projections 
des cercles de section est connue, construire ces projections elles-mêmes. 

832. Théorème IV. — La section du tore par une sphère bitangente est un système de quatre cercles^ 
deux à rinfini et deux à distance finie. 

Au précédent paras^raphe nous venons de voir que le cercle de l'infini est un parallèle double du 
tore; d'autre part, vu que la sphère est un tore dont le cercle méridien a son centre sur l'axe, on peut 
dire que ce cercle est aussi un parallèle double de la sphère. 

Le cercle de l'infini est donc un parallèle double commun aux deux surfaces; en conséquence la 
courbe d'intersection placée à distance finie est du quatrième degré. 

Au surplus, Iç plan mené par l'axe du tore et par le centre de la sphère est un plan de symé- 
trie commun à ces deux surfaces ; par suite les points en lesquels la sphère touche le tore peuvent 
être symétriquement placés par rapport à ce plan, ou se trouver dans le pfan de symétrie lui-même. 

Dans le cas de deux points de contact symétriques, on peut mener par ces deux points un plan 
perpendiculaire à Taxe du tore; ce plan découpera dans les deux surfaces considérées des parallèles 
bilangents et par suite confondus. Les surfaces se touchent alors par un parallèle double qui forme 
la partie de Tinscction placée à distance finie. 

Arrivons au cas principal, celui où les points de contact sont placés dans un même plan méridien 
du tore. Alors le cylindre projetant de la courbe d'intersection sur ce plan méridien est du second 
degré, attendu que, par suite de la symétrie de la figure, un plan i)arallèle à ses génératrices et 
orienté d'une façon arbitraire, ne peut le couper que suivant deux génératrices. Or, d'autre part, ce 
cylindre touche la sphère en deux points, il la rencontre donc, d'après le théorème de Mouge, suivant 
deux courbes planes qui, étant tracées sur la sphère, sont évidemment deux cercles. 

833. Problème XIL — Par un point quelconque de la surface d'un tore, mener quatre cercles. 

Le parallèle et le méridien menés par ce point font immédiatement connaître deux de ces 
cercles. Pour déterminer les deux autres, on trace la droite qui touche intérieurement les deux cercles 
du tore situés dans un même plan méridien quelconque, et on lui imprime un mouvement de rotation 
autour de l'axe de la surface^ afin d'engendrer un cône doublement circonscrit au tore, et dont le 
sommet est évidemment le c?ntre de la surface. 

Tous les points du tore sont à l'extérieur de ce cône, on peut donc mener par le point donné 
deux plans tangents au cône^ lesquels coupent la surface du tore suivant quatre cercles dont deux 
passent par le point choisi, et sont, par suite^ ceux que nous cherchions. 

834. Remauque. — Les courbes de rencontre d'un tore avec ses sphères bitangentes ne différent en rien 
des sections du tore par ses plans bitangents. 

Prenons pour plan de la figure le plan méridien qui passe par les points de contact c, Oi (fig. rs), 
et traçons les cercles y ,yi, yi, qu'il découpe dans le tore et dans la sphère. 

Commençons par démontrer que la droite de jonction des points c, C| passe par le centre o du tore. 

En effet, les points c, c^ o sont : le premier, le centre d'homothétie inverse des cercles y, ys ; le 
second, le centre d'homothétie directe des cercies yi, y^, et le dernier, le centre d'homothétie in- 
verse des cercles y, y^. Ces trois points se trouvent donc placés sur l'un des axes d'homothétie inverse 
du système des trois cercles figurés, ils sont donc en li^ne droite. 

Parcctto di'oite, contenant le sommet o du cône doublement circonscrit au tore et extérieure h ce 
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cône, on peut mener deux plans tangents au tore; lesquels découperont sur la sphère deux cercles 
passant par Cy ^i, et sur le tore quatre cercles, dont deux passeront également par les points c, Ci et y 
seront tangents aux premiers ; elieclîvenient, en c, C| les tangentes aux cercles considérés sont les 
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intersections du plan de ces cercles avec les plans tangents communs à la sphère et au tore ; or^ 
deux cercles bitangents se confondent, ce qui établit la proposition. 

835. Problème XIII. — Construire V intersection d*un tore dont F axe est vertical, par un plan bitangent 
parallèle à la ligne de terre. 

Sur Vépure finale on représentera la portion du corps comprise dam le tore et placée en arrière du 
plan bitangent. 

Le tore a pour axe la verticale z, z' {fig. 414, pK LYf) et se trouve représenté par ses contours 
apparents. 

Menons un plan bitangent PiaP'i perpendiculaire au plan vertical; en le faisant tourner de 90 degrés 
autour de z, z', il est aisé de déterminer la trace horizontale P d'un plan bitangent au tore et paral- 
lèle à la ligne de terre. On peut donc considérer le plan sécant comme défini par le point o', z qui n'a 
pas bougé, et par sa trace horizontale P. 

D'après ce qui a été démontré (§ 831), le point z est un foyer commun aux projections horizontal^ 
des deux cercles d'intersection, et le plan horizontal auxiliaire mené par le centre de la surface sert 
à construire les grands axes ab,cdde la projection horizontale de Tintersection^ ainsi que ceux a'b'ydd!, 
de sa projection verticale. 

Pour avoir les extrémités des petits axes, il suffit de chercher les points en lesquels les tangentes 
aux projections sont parallèles aux grands axes, c'esl-à-dire les projeclions (/, /^), {e, e'), {g, g'), (h, h'), 
des points placés sur les parallèles le plus haut et le plus bas du tore. 

Pour obtenir las points doubles, il sufflt de faire tourner autour de z, z% d'un angle égal à 90®, les 
points de contact du plan PaP'i et du tore; on trouve ainsi, par le tracé que la figure indique suffi- 
samment, les points (/, t'), (y\/). On a placé des hachures sur les parties du tore coupées et visibles. 

836. Problème XIV. — Construire les points de rencontre d'un tore et d'une droite passant par son 
centre. 

Après avoir déterminé le cône qui touche le tore par deux parallèles, on adopte pour plan sécant 
auxiliaire Tun des plans tangents à ce cône mené par la droite donnée. 

837. Problème XV. — Construire les contours apparents de la surface engendrée par la rotation complète 
d'un cercle autour d'un axe vertical mené par Vun des foyers de sa projection horizontale (à résoudre). 
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838. Problème XVI. — On dorme : 

\^ Un hémisphère tangent au plan vertical ^ reposant par sa base sur le plan horizontal et dont le rayon 
est égal à 0-,100 {fig. 415, pi. LVII); 

2* Un tore dont taxe est vertical^ à 0",170 de plan vertical et dans le plan de profil mené par le centre 
de la sphère dont thémisphère fait partie; le centre du cercle méridien de ce tore est à 0",070 de son 
axe et à 0",054 du plan horizontal ; le rayon de ce cercle méridien est égal à 0*,049. 

On demande de représenter V hémisphère supposé plein et existant seul^ en supprimant la portion de ce 

corps comprise dans le tore (échelle adoptée jrr j. 

A Taide des données on peut représenter par leurs contours apparents (/, y\, a, ai) (^, ^U) les 
deux surfaces, et s'assurer sans peine que le tore est bilangent à Thémisphère en deux points placés 
dans le plan de profil passant par son centre, dont l'un a, a' se trouve au point culminant de Thémi- 
sphère, ainsi que sur le parallèle le plus haut du tore. 

Commençons par construire la projection horizontale de la ligne commune aux surfaces données. 

C'est un système de deux ellipses dont on obtient les éléments par le secours des propriétés 
démontrées un peu plus haut (§ 831, 832 et 834); ces éléments sont contenus dans le triangle c'd!&^ 
que Ton sait construire^ il reste à les mettre en place sur répare. 

A cette fin, observons que les deux ellipses cherchées ont pour foyer commun z et démontrons que 
a est un sommet du petit axe de chacune d'elles. Effectivement, dans l'espace, les cercles communs 
aux deux surfaces ont un môme point culminant a, a', les tangentes en ce point double sont donc 
parallèles aux diamètres de ces cercles dont les projections horizontales constituent les grands axes 
des deux ellipses cherchées; le point a est donc bien l'une des extrémités du petit axe de chacune 
d'elles. La droite za doit être égale à c^o', puisque chacune de ces droites a même longueur que le 
demi-grand axe des deux ellipses considérées. 

Rien n'est maintenant plus aisé que de mettre en place les éléments de ces ellipses; en effet 
construisons sur la droite az, prise comme hypoténuse commune, de part et d'autre de cette lignCi 
deux triangles awz, owiz, tous deux égaux au triangle c'(/V, et orientés de façon que les côtés zm, z%»i 
soient égaux à o'd' ; les côtés de langle droit de ces triangles feront connaître la position des axes. 
Quant aux sommets restés inconnus» on les obtiendra en portant 

%»ia%=uia 
et 

wai=ma, 

puis en prenant les rencontres respectives 6, 61, b^, bz des axes ms, e#iz et des cercles «, a|. 

Actuellement, il reste à tracer l'ellipse de grand axe bbi et de petit axe aai; puis à reporter cette 
ellipse dans une position symétrique par rapport à az, afin d'obtenir celle dont les axes sont 
aat, b^3' 

Pour construire la projection verticale, on relève » en w', «#i en w'i ; on tire les droites a'»', aV^ 
que Ton prolonge d'une quantité égale à elles-mômes; ce qui fait connaître un diamètre de chacune 
des ellipses. 

Ces deux diamètres a'a\y a'dt ont pour conjugués ceux b'b\y b'Jb'z que Ton obtient en relevant 
6, 6|, &i, bz. On peut maintenant tracer la projection verticale de l'intersection. 

Pour donner plus de précision à ce dernier tracé^ on a construit dir ectement les points en lesquels 
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la projection verticale de rintersection touche les contours apparents des deux surfaces en projec- 
tion sur le plan de noème nom. 

Ces constructions se font sans aucune diflBculté : il suffit d'observer que les plans des courbes 
d'intersection sont déterminés par les droites se croisant en ta, »' et en «i, u\ ; puis d'employer 
successivement comme plans auxiliaires, les plans de front menés par z, z' et par le centre de la 
sphère. Le premier de ces plans coupe le plan du cercle dont le centre est «i, » i suivant la droite 
de front zg, c'g'\ la projection verticale de cette droite rencontre yS/i en. quatre points; deux de 
ces points k\ k\ sont les points de contact de l'ellipse dont le centre est en w'i avec les cercles y',/i. 
Les points de contact de ces mômes cercles avec l'ellipse dont cd, u' est le centre sont symétriques 
par rapport à z' des points k\ Wi que l'on vient de construire. 

Le second plan auxiliaire a pour trace horizontale la parallèle à la ligne de terre niciiôe par ^, il 
rencontre celui du cercle dont m , » est le centre suivant la droite aV, as^ qui fait connaltic le second 
point de contact f de la projection verticale de ce cercle avec p/. On a construit fi à l'aide de la 
parallèle à la ligne de terre menée par le point f. 

Le second point double de la commune intersection se peut obtenir par une rotation de 90 degrés 
autour de z, z' des courbes méridiennes placées dans un plan de profil : on a ainsi trouvé, après la 
rotation, le point Ai, A'i et le point d', è sur la position primitive de la figure. 

839. Problème XVII. — Étant donné, dans la position habituelle^ un tore dont le rayon du cercle 
générateur est égal à celui du collier^ on demande de déterminer : 

\^ L'intersection de cette surface par celui de ses plans tangents qui le touche au point du collier le plus 
éloigné du plan vertical; 

i"" Les contours apparents de la surface engendrée par la rotation de cette intersection autour de son 
axe vertical; 

3* L'intersection de cette dernière surface par les plans perpendiculaires au plan vertical qui la touche 
au point double de ses méridiennes, 

•P Le tore, dont l'axe se projette en z, z' {fig. 416, pi. LVI), est déterminé par ses contours 
apparents sur les deux plans coordonnés ; et le plan vertical par lequel on doit le couper est à son 
tour déterminé par sa trace horizontale P. 

Quant aux points de la section, on les a construits à l'aide de plans horizontaux auxiliaires; puis 
on a tracé la projection verticale y' de cette section. 

840. Tangentes au point donble. — 11 résulte du tracé général (§ 679) qu'au point double S, S 
les tangentes {i(, 4P), (4Yi, i?) s'inclinent d'un angle égal à 45 degrés sur Thorizon. 

La section que nous venons de construire est une lemniscate; on la déduit du théorème qui suit: 

841. Théorème V. — Les sections faites dans un tore par des plans parallèles à l'axe et qui en sont 
distants d'une quantité égale au rayon du cercle méridien sont des ovales de Gassini ou des leunisgates. 

Prenons pour axe des z l'axe de rotation (fig. r^), pour axe des x une perpendiculaire abaissée du 
centre de l'un des cercles générateurs parallèles au plan sécant sur l'axe oz et pour axe des y une 
perpendiculaire au plan zox. 

Le plan zox coupe le tore suivant deux cercles 7, yi, soient : r, a le rayon commun de ces cercles 
et la distance de leurs centres à l'axe oz. 

Le plan de la section est alors parallèle à zox et placé h une distance de celui-ci égale ù r; 
par suite la section se projette en véritable grandeur sur le plan zox; cherchons donc simplement 
réquation de cette projection. 
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Les équations du tore et du plan sécant sont : 

celle de la projection cherchée sera donc 

(x« + 2« 4- a«)« — 4a'x« = 4(1 VS 
(x«4.2>+a« + 2ax)(a:*+s«+a«— 2ax) = 4aV, 

[{X + û)^+«^[(«— 0)^+2^ = *ah\ 
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ou 

ou encore 



Les deux facteurs du premier membre de cette dernière équation représentent les puissances d'un 
point quelconque m de la projection étudiée par rapport aux points F, Fi, on a donc 



ou 



mF".mFÎ=4aV«, 



iwP.mFi = 2ar. 



Le produit des distances des points de la courbe à deux points fixes est donc constant, ce qui 
justifie renoncé. 




Fie. r«. 



2* La construction du contour apparent de la surface qu'engendre, par une rotation complète 
autour de Zi, z'i^ la section qui vient d'être tracée est suffisamment indiquée par l'épure. 

S"" Avant de traiter la troisième question démontrons le théorème suivant : 

842. Théorème VI. — Si ton coupe un tore par un plan quelconque parallèle à son axe, la surface 
engendrée par une rotation complète de cette section^ autour de son axe parallèle à celui du tore, est coupée 
par un plan bitangent suivant deux cercles. 

Effectivement, la section par un plan parallèle à Taxe a deux points doubles sur le cercle à 
rinfini ; ce cercle est donc encore un parallèle double de la surface engendrée par la rotation de 
cette section. 

Toute section de cette dernière surface par un plan bitangent a donc quatre points doubles^ le^ 
deux points de contact et deux points à l'infini^ qui ne sont autres que les points circulaires à 
l'infini du plan de la section. Celte dernière est du quatrième degré ;' or, le cercle mené par ses 
deux points doubles à distance finie et par l'un quelconque de ses points contiendra les points 
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circulaires à l'infini. Ce cercle rencontrera donc la courbe d'intersection en quatre points doubles et 
un point simple de cette courbe, c'est-à-dire en neuf points; or un cercle ne peut rencontrer une 
courbe du quatrième degré en plus de huit points sans se confondre avec elie^ donc l'intersection, 
qui est du quatrième degré, comprendra déjà un cercle; pareillement on voit que la seconde partie 
de cette courbe est aussi un cercle. 

Nous eussions pu nous dispenser de répéter cette démonstration qui est identique à celle da 
paragraphe 831. 

Après ce que nous venons de dire, rien n'est plus simple, comme on le voit sur notre épure 
{fig. 416, pi. LVI), que de construire les projections de la section faite par les plans tangents en $,8', 
Effectivement, ces plans sont des plans bitangenls dont les points de contact se sont confondus ; 
ils coupent donc la surface suivant les cercles qui ont pour projection horizontale quatre ellipses 
deux à deux confondues; les points ZiyC^a^b, sont les sommets de la première et ^ijCi, Oi, ^i, 
ceux de la seconde. 

L'épure finale représente le*corps engendré par la lemniscate ; duquel on a enlevé les parties 
placées au-dessus des deux plans bitangents. 

843. Problème XVIIZ. — Représenter les projections de la portion d'un tore comprise dans VinJtérieur 
dune pyramide hexagonale circonscrite ou cône qui touche le tore par deux parallèles (à résoudre). 

844. Théorème VII. — Tout plan doublement tangent à la surface engendrée par une conique tournant 
autour d'une droite située dans son plan coupe cette surface suivant deux coniques qui^ projetées sur un 
plan perpendiculaire à taxe, ont un foyer commun au pied de cet axe (à trouver). 

845. Problème XIX. — Trouver C intersection de deux cônes ayant pour base commune un cercle placé 
sur le plan horizontal, et dont les sommets se projettent aux extrémités du. diamètre de ce cercle parallèle 
à la ligne de terre. 

Soient (Jig. 417, pi. LVIII): 7 la .base donnée; st son diamètre parallèle à la ligne de terre et (s, »') 
{t, V) les projections des sommets* 

Les cônes ont en commun une courbe plane y, leur intersection comprend donc une deuxième 
courbe plane qu'il faut déterminer. Cette courbe a pour plan de symétrie le plan de front mené 
par les sommets donnés ; sa projection verticale est donc rectiligne ; il suffit, conséquemment, de 
CQnstruire deux points de cette projection : pour cela coupons les deux surfaces par le plan de front qui 
contient leurs sommets : il détermine quatre génératrices projetées verticalement en 5'a', s'b\ t'a', t'V, 
qui font connaître^ par leurs croisements, indépendamment des points a', b' relatifs à la- tiase, deux 
points de la projection verticale cherchée; l'un c', l'autre placé à l'infini sur les droites «'o^, tV, c'est 
le point que nous avons désigné par n'^ sur l'épure. La droite cherchée s'obtiendra donc en 
unissant J, n'^, autrement dit en menant par <t' une parallèle 9'd' à s'a'. 

Au surplus, il résulte de ce qui vient d'être dit que la projection horizontale de l'intersection est 
aussi rectiligne, c'est la droite e/e ; la seconde courbe d'intersection est donc la rencontre de l'un 
des cônes par un plan de profil ; c'est une parabole. Sur l'épure on a figuré le rabattement de cette 
parabole et on a représenté le solide constitué par l'ensemble des parties des deux cônes comprises 
entre les sommets et la base commune. 

846. Problème XX. — Déterminer V intersection dun cône et dun cylindre qui reposent par deux bases 
circulaires sur le plan horizontal ; ces bases se touchent sur un diamètre parallèle à la ligne de terre, 
et la projection horizontale da sommet du cône se confond avec leur point de contact; le cylindre est 
vertical (Jig. 418, pi. LVlll). 
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La génératrice verticale du cône est une droite double de riatersection qui, par suiie^ se com- 
posera de cette droite s'a\ s et d'une conique (§ 752). 

Le point m\ m appartient aux deux surfaces et le plan horizontal n^ené par ce point coupe 
celles-ci suivant un même cercle, projeté en m'n', yi ; en conséquence, ce cercle et la droite double 
forment l'intersection complète. 

Sur répure on a flguré le corps formé par la partie du cône comprise entre sa base y et son 
sommet s, ^y et celle du cylindre comprise entre la base 71 et un plan horizontal placé au-dessus du 
sommet <, s'. 

847. Problème XXL — Construire rintersection dune sphère et d'un cône ayant son sommet au centre 
de la sphère; puis développer la surface de ce cane. 

Nous avons pris pour base du cône Thyperbole H, Hi (fig. 419, pi. LVIII) placée sur le plan hori- 
zontal de projection et pour sommet un point quelconque 0, 0'. Ce sommet est aussi le centre de la 
sphère, laquelle a été prise tangente au plan horizontal de projection. 

848. Construction d'un point quelconque de rintersection. — On a cherché simplement les 
points de rencontre des génératrices du cône avec la sphère ; adoptons la génératrice ot, oV, et 
faisons-la tourner autour d'un axe vertical mené par o> 0' afin de la rendre parallèle au plan vertical, 
en oti, o'c\; ses rencontres avec la sphère sont alors projetées verticalement aux points m'i, n'i; ea 
revenant sur la position primitive on en déduit les points (m, m') (n, n') qu'il fallait construire. 

849. Construction de la tangente en un point quelconque. — Choisissons le point m, m!. 
Le plan tangent à la sphère au point projeté verticalement en m\ a pour traces P'i, Pi; si Ton fait 
tourner ce point autour de la verticale du point 0, o\ pour le ramener sur m, m' en entraînant le plan 
tangent, Pi vient en P. Cette droite P rencontre en 9, 0' la trace horizontale R du plan tangent au cône; 
ce point est la trace horizontale de la tangente cherchée; en le joignant au point m, m^ on a les pro- 
jections Qm, Vm' de la tangente demandée. 

La tangente R à l'hyperbole a été construite à l'aide des asymptotes A, Ai de cette courbe, comme 
on le voit sur la figure. 

850. Points des contours apparents du cône. — Nous avons obtenu les traces horizontales A, r 
des génératrices du contour apparent vertical du cône en prenant la rencontre de l'hyperbole et du 
diamètre conjugué aux cordes verticales. 

Le tracé général appliqué aux génératrices dont les traces sont A, t a été exécuté sur notre épure; 
il a donné les points s', 9', r',fx' placés sur le contour apparent vertical du cône. 

On mènera ensuite par des tangentes oOi, o9i à H, Hi et on cherchera les points de la courbe placés 
sur ces tangentes ; ces points seront ceux du contour apparent horizontal de la surface conique. 

851. Point du contour apparent vertical de la sphère. — On adopte pour plan auxiliaire le plan 
de front mené par 0^0' \ ce plan rencontre la sphère suivant le cercle projeté en y\ sur le plan vertical ; 
il rencontre le cône suivant les génératrices (0A2, o'A'2), (ora, 0V2); les points de rencontre 
(t;, !;')> ("t"'), (/>, />')» (?»?') '^6 ces lignes d'intersection sont ceux que nous voulions construire. 

852. Points du contour apparent horizontal de la sphère. ^ On coupe par le plan horizontal 
mené par o, 0'; les intersections sont : sur la sphère le cercle projeté horizontalement en y, sur le 
cône deux parallèles à A, A| menées par 0. Les points ai^a^^a^^a^ en lesquels les projections horizontales 
de ces intersections se coupent sont les projections horizontales des points qu'il falhait construire ; 
leurs projections verticales se trouvent en a\, a'ij r/'a. «'4, sur la trace verticale Q'du plan auxiliaire. 

853. Points doubles en projection verticale. — Les plans diamétraux conjugués aux cdrdes per^ 
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pendiculaires au plan vertical sont: pour la sphère, le plan de front mené par o, o'; pour le c6ne, le 
plan mené par ce même point o, o' et par la droite hr du plan horizontal. L'intersection de ces 
deux plans passe par 0,0^ et par ^j^'; la droite des points doubles en projection verticale est 
donc iJ/V. 

Pour trouver les points doubles eux-mêmes, considérons les projections horizontales a^i, 0^1 des 
génératrices du cône dont o^ est la projection verticale commune, et appliquons à ces génératrices 
le tracé ordinaire : nous trouverons ainsi les points (c', ^, qui sont les points doubles de la projec- 
tion verticale et leurs projections horizontales correspondantes ^i, S%, ci, et. 

854. Points doubles en projection horizontale. — GVst maintenant la projection horizontale 
de la rencontre des plans diamétraux conjugués aux cordes verticales qui fait connaître la droite 
des points doubles. 

Pour la sphère, le plan diamétral est le plan horizontal dont la trace verticale se trouve en Q'; pour 
le cône, c'est le pian mené par 0, 0' et par la polaire 0i92 du point par rapport à H, H|. 

La projection horizontale de Tintersection de ces plans passe par et est parallèle à 0|9f Cette 
parallèle doit passer par les points doubles ff, fi, La construction complète des points doubles 
se ferait par le tracé qui sert à trouver un point quelconque ^'de la courbe commune aux surfaces 
données. 

855. Points le plus haut et le plus bas. — En ces points les traces horizontales des plans tan- 
i;ent> s'int parallèles (§ 577) ; au surplus, la trace horizontale du plan tangent à la sphère doit être 
perpendiculaire à la projection horizontale de la génératrice du cône qui passe par le point de 
contact; en conséquence cette projection horizontale doit être normale à H^Hj. On obtiendra donc les 
points cherchés en opérant comme à Tordinaire sur les génératrices du cône dont les projections 
horizontales passent par et sont normales à Thyperbole donnée. 

856. Représentation du corps. — Finalement on a représenté ,1a partie du cône solide comprise 
d ins la sphère. 

837. Développement du cône. — La section qu'on vient de consiruire se développe suivant un arc 
de cercle; des abcisses comptées sur cette ligne, et les ordonnées mesurées sur les génératrices du 
cône, peuvent servir à construire la transformée par développement d'une ligne quelconque tracée 
sur le cône. La vraie grandeur des abcisses s'obtiendra en effectuant préalablement le développe- 
mont du cylindre vertical projetant de la courbe d'intersection que Ton vient de déterminer. 

La mMhode indiquée dans l'alinéa précédent eut générale et peut servir à développer un cône 
quelconque. 

858. Problème XXII. — Construire la rencontre d'un ellipsoïde aplati dont l'axe est vertical, avec un 
cylindre dont Vaxe, dirigé parallèlement â la ligne de terre, passe par le centre de V ellipsoïde ; on repré- 
sCéitt'ra le cylindre entaillé par V ellipsoïde. 

S ijnt (/?j. 420, pi. LVIII) : z, z' l'axe de l'ellipsoïde; 0', z son centre; c', c les projections de sa 
courbe méridienne. L'axe du cylindre est la parallèle z'i, Z| à la ligne de terre menée par z, 0', et 
celte dernière surface se trouve représentée sur notre épure par ses contours apparents. 

D'après un théorème démontré (§ 783) la projection verticale de l'intersection est une ellipse ; on. 
voit ricilement(§ 758) que sa projection horizontale est une hyperbole. 

La figure suffit pour indiquer les constructions : n',b\ d ,d' sont les sommets de l'ellipse; *i, s^ sont 
ceux de l'axe tr.msverse de l'hyperbole, on a con-^truit, en outre, quatre points «i, a», Cj, c^ de cet*e 
hyperbole. 
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859. Tangentes aux points limites de la projection horizontale de Tintersection. — Au 
point ùiya'y par exemple, la tangente est verticale, elle se projette horizontalement en un point et ne 
fait pas connaître la tangente à la projection de môme nom de la courbe. Pour obtenir cette tan- 
gente^ nous appliquerons la méthode du paragraphe 778. 

La normale à la courbée', au point voisin du sommets', rencontre Taxe oV en un point qui, lorsque 
ce point voisin tend vers $', tend lui-môme vers le centre de courbure o'j au sommets' de l'ellipse c', 
cenlre que l'on sait construire (§ 137). Au point o'a correspond Os, ce point o^ vient en Oi, lorsqu'on 
fait tourner la figure autour de z, 2! pour amener Sys' en ai, a'. La normale menée au cylindre piir ai, al 
rencontre Zi, zi' en un point dont la projection horizontale se trouve à la rencontre u de zi avec aïo^. 
A la limite la trace du plan des deux normales sur le plan horizontal mené par o'z'i a pouf projec- 
tion horizontale la droite wOi; conséquemment, la tangente cherchée s'obtient en menant par ai une 
perpendiculaire ai^ sur 61O1; les projections horizontales des tangentes aux points ((^1,0'), 
ipi^^)> {(^iyo!)y s'obtiendront à l'aide de la symétrie de là figure. 

860. Problème XXIII. — Représenter le corps constitué par la partie d'un hyperboldide de révolution 
extérieure à un c&ne et comprise entre deux plans horizontaux équidistants du collier ^ dont l'un est le plan 
horizontal de projection. Uhyperboloide est défini par son are, supposé vertical, par sa trace horizon- 
tale V, par la projection horizontale yi de son collier, et par l'angle de ses génératrices avec le plan 
horizontal^ qui est de 45 degrés. 

Le cône a son sommet s dans le plan horizontal de projection; ses génératrices sont parallèles à celles de 
r hyperboldide (fig. 421. pL LVIII). 
Dans ce qui va suivre il ne sera question que de projection horizontale. 

861. Recherche d'un point quelconque de la courbe d'intersection. — On peut employer : 
i"* des plans auxiliaires horizontaux; ^ des plans menés par les génératrices de l'hyperboloïde et le 
sommet du cône. 

Permière méthode. — Les plans horizontaux ont été employés pour déterminer les points extrêmes 
de la courbe et ceux du contour apparent horizontal de l'byperboloïde. Les premiers ont leurs 
projections horizontales au point de rencontre e,/*de la projection horizontale 7 du cercle supérieur 
qui doit limiter l'hyperboloïde, et d'un cercle ys, dont le rayon est égal à la longueur de la projection 
horizontale 616s de la portion d'une génératrice de l'hyperboloïde comprise entre les deux cercles de 
cette surface projetés sur y. 

Les projections des points du collier sont à la rencontre a, 6 de yi avec le cercle ^3 de centre s et 
dont le rayon a pour longueur la moitié deOiOt. 

Dbuxiène methodb. — Soient 03,64 les projections des points de rencontre d'une génératrice rec- 
tiligne de l'hyperboloïde avec les cercles, qui limitent à la partie inférieure et à la partie supérieure 
cet hyperboloïde. 

Menons par cette génératrice et par s un plan sécant auxiliaire; sa trace horizontale est sOa et 
sa rencontre avec l'hyperboloïde comprend la génératrice choisie et une génératrice de système dif- 
férent dont la trace horizontale est /, laquelle se projette sur la tangente tg à yi. Les projections des 
génératrices de rencontre du plan auxiliaire et du cône sont les droites sk^ si menées par s dans les 
deux directions O3O4, tg. Ces quatre droites s'entrecoupent en quatre points dont deux sont à l'infini ; 
les deux autres ont pour projection m, ^i; ces derniers sont deux points de passage de la courbe ù 
construire. 

862. Nature de la courbe d*inter8ection. — Branches infinies. — Asymptotes. — Les deux 
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surfaces sont homotbétiques et du second degrés la courbe d'intersection est donc aussi du second 
degré (§ 760). 

Voyons si les points m^mi peuvent passer à l'infini ; cela aura lieu lorsque les droites si, si se con- 
fondront et seulement dans ce cas; les droites GsOi,^^ deviendront alors parallèles et le plan sécant 
auxiliaire sera tout à la fois tangent au cône et tangent à Tinfini à Thyperboloïde; en conséquence ce 
plan passera par le centre du collier. Menons donc par ce centre des plans tangents au cône, les pro- 
jections de leurs traces sur le plan du collier sont les tangentes st, zh menées du point z au cercle 73 
et celles des génératrices de contact sont bi^ sh; ces! deux dernières déterminent [les directions 
asymptotiques de la section, qui est, par suite, une hyperbole. • 

Gberchons les asymptotes : la projection de la trace sur le plan du collier du plan tangent au cône 
suivant la droite projetée en si est la droite jet; la projection de la trace du plan de la' courbe d'inter- 
section sur ce même plan est ab\ ces droites se croisent en d qui est la projection d'un point de 
passage de l'une des asymptotes cherchées, celte asymptote est donc projetée sur la parallèle dd% 
menée par cf, à si. L'autre asymptote cci a été obtenue de môme. 

863. Sommets de la projection et projection des sommets. — Ces points sont, par raison 
de symétrie, sur les génératrices du cône projetées en sz; pour les construire on a mené à la projec- 
tion du collier une tangente O1G2 parallèle à sz\ les deux couples de droites qui correspondent dans 
l'espace à ces parallèles déterminent deux plans dont on a figuré les traces horizontales j6|, aOs; ces 
plans coupent Thyperbololde suivant quatre génératrices, dont deux se confondent en projection 
avec OiOt ; les deux autres ont pour projections fi^i, t^^^ et leurs points de croisement <ri, o^ avec sz, 
sont ceux qu'il fallait construire. 

On a représenté le corps constitué par la partie solide de l'hyperboloïde placée à Textérieur du cône. 

864. Problème XXIV. — On donne : 

1^ Un cylindre qui a pour trace horizontale et pour contour apparent relatif au plan vertical le cercle y 
et les droites de front Bg, ffg' ; sb^ b'b\ (fig. 422, pi. LIX); 

il^ Un cane dont la trace horizontale est un autre cercle y^ qui touche au point s et dont le sommet Sf s' 
se trouve situé sur la génératrice 6^, Vg'^ du cylindre. 

On demande : !• de trouver les projections de Fintersection du cône et du cylindre ; 2* de représenter 
le cylindre supposé plein et existant seul, en supprimant les parties de ce corps comprises dans le cane, 

865. Construction des points quelconques de l'intersection. — La parallèle aux génératrices 
du cylindre menée par le sommet du cône a pour trace horizontale le point 0; ce point est le sommet 
du faisceau des traces de même nom des plans auxiliaires. 

Soit P la trace horizontale d'un plan auxiliaire quelconque ; ce plan détermine sur le cylindre les 
deux génératrices (0^,6y), {tgi^ t'g'i)y et sur le cône deux autres génératrices dont les projection^ 
horizontales sont sti, stf ; on en déduit deux points (m, m') {mi,m\) de l'intersection. 

866. Points sur les lignes des contours apparents. — On les obtient par le procédé général 
en ayant soin de faire passer les plans auxiliaires par les droites qui forment ces contours. La con- 
struction de l'un d'eux a, a' est seule indiquée sur notre épure; on Pa effectuée par le secours du plan 
dont Pi est la trace horizontale. 

867. Tangente en un point quelconque. — On a choisi le point mi, m'i. Les plans tangents aux 
deux surfaces en ce point ont pour traces horizontales R, Q^ et, par le croisement h. A' de ces traces, on 
obtient un point de passage de la tangente cherchée, dont les projections sont par suite Ami, A'm'i. 

868. Tangentes au point double. — Le plan tangent au cylindre mené par le sommet du cône 
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rencontre cette dernière surface suivant deux génératrices («'ô', s9i) («'0', Oîi), qui sont les tangentes 
au point double s, s' (§ 742). 

869. Tangentes aux points de rebronssement de seconde espèce de la projection verticale 
de l'intersection. — Ces points de rebroussement b', b\ sont ceux qui correspondent à la rencontre 
des contours apparents relatifs au plan vertical, et les tangentes en ces points ne sont pas les projec- 
tions des tangentes à la courbe d'intersection; faisons voir que la méthode de Binet leur est 
applicable. 

Soient M un point de Tune des surfaces données (ûg. rt) et ^a un des deux cercles qui passent par 
ce point; du centre o de ce cercle menons une perpendiculaire oz à son plan et démontrons 



ttV 




Fio. r». 



que la normale N, menée par M à la surface considérée, rencontre nécessairement oz. 

Effectivement, la tangente T à jui, en M, est perpendiculaire à z et au rayon oM, elle l'est donc aussi 
au plan de ces deux droites^ et comme N est également perpendiculaire à T, les droites N et oz sont 
dans un même plan ; c'est ce qu'on voulait établir. 

Dans le cas de notre épure- le point de rencontre «> des droites oz, N, sera toujours dans le plan 
vertical que les deux surfaces données ont en commun ; on voit par là que la trace sur ce plan 
de symétrie du plan des deux normales menées en un quelconque des points de Tintersection se peut 
obtenir sans peine, et qu'on peut en déduire la construction de la projection verticale des tangentes 
cherchées. 

Appliquons ce tracé au point b'i : pour le cylindre comme pour le cône, l'un des cercles passant 
parle point B| se projette verticalement sur la parallèle à la ligne de terre menée par b\ ; il est aisé 
d'obtenir les projections verticales c',e'i des centres de ces cercles, et de mener par ces points des 
verticales; après quoi on élève en b'i des perpendiculaires aux lignes des contours apparents qui 
passent par ce point; ces perpendiculaires sont les projections verticales des normales, elles rencon- 
trent aux points &>', w'i les verticales menées par les centres correspondants; il en résulte que la 
perpendiculaire ^'it'i menée de 6'i sur la droite qui unit »', a>'i, est la tangente cherchée. 

On a procédé de la môme manière en b^ afin d'obtenir la tangente b'x' au second point de 
rebroussement. 
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870. Branches infinies, asymptotes et genre de la projection verticale. ~ La projection 
verticale est une conique (§ 758) ; examinons si elle a des branches infinieSé 

Les plans horizontaux coupent les surfaces suivant des cercles, et les projections verticales 
des points de Tinlersection sont aux pieds des axes radicaux de ces cercles sur le plan de 
projection de môme nom; mais, dans chacun de ces plans horizontaux, les cercles ont en commun 
les points circulaires à l'infini du plan, donc la ligne de terre est une direclion asymptotique. 
L'asymptote correspondante est la trace verticale du plan horizontal dans lequel Taxe radical des 
deux cercles se trouve rejeté à Tinfini ; on en obtient un point par la rencontre /' des projections 
verticales oV, o\l\ des diamètres conjugués aux sections horizontales dans les deux surfaces ; la 
parallèle f'k^ à la ligne de terre menée par ce point fait donc connaître cette asymptote. 

Cherchons l'autre asymptote : sa direction sera donnée par la trace verticale d'un plan perpendiculaire 
au plan vertical et découpant sur les surfaces données des sections homothétiques. Pour déterminer 
ce plan, transportons le cône homothéliquement, de manière à le faire passer par la trace horizontale 
du cylindre; le nouveau cône a pour contour apparent en projection verticale la droite 6'6' et la 
parallèle menée à s'A'i par 9'; son sommet se projette verticalement au point de croisement <t' de 
ces deux droites. 

Les deux surfaces qui ont une base commune se coupent suivant une deuxième courbe plane 
(§ 752), dont s^p' est la projection verticale ; par conséquent, le plan perpendiculaire au plan vertical 
mené par s'p' est celui que nous cherchions ; la seconde asymptote a donc pour direction s'p'. 

En joignant a' au milieu q' de s'p' et menant par s' une parallèle à 9'q'f on a la projection verticale 
s'9'1 du lieu des centres des sections que détermineraient des plans perpendiculaires au plan vertical 
et parallèles à «y, dans le cône donné. 

Prenons la rencontre u' des droites oV'ijî^Vi ®^ menons par ce point une parallèle wVàs'p'; 
comme le plan vertical mené par u'v' détermine sur les surfaces données des sections homothéti- 
ques et concentriques^ la droite uV estjl'asymptote qu'il fallait construire. 

La projection verticale de la ligne commune aux deux surfaces est une hyperbole dont on a, 
par le secours des propriétés segmentaires, construit les parties parasites. 

871. Problème XXV. — Construire les projections de l'intersection cTun tore et d'un cône de révolution. 
L'axe du toret», z' (fig. 423, pi. LIX) est vertical à 0", 130 du plan vertical de projection; le cercle 
méridien a 0"*, 055 de rayon^ il est tangent à l'axe du tore et au plan horizontal de projection. Le cône 
touche le plan horizontal suivant une génératrice (u parallèle à la ligne de terre et rencontrant Vaxe du 
tore; son sommet s est à 0"", 055 de Vaxe du tore et son angle au sommet est de 45 degrés. 

On représentera le cône supposé plein et existant seul, en supprimant la partie de ce corps comprise dans le 

tore (échelle adoptée p) • 

872. Contours apparents des surfaces. — Les contours apparents du tore s'obtiennent comme 
d'habitude. Quant au contour apparent vertical du cône, il comprend la ligne de terre et une droite 
$'j' qui passe par le point de contact des cercles générateurs et de l'axe du tore; la bissectrice sfz\ de 
l'angle /s'A' fait connaître la projection verticale de Taxe du cône. 

Construisons maintenant le contour apparent horizontal du cône; à cet effet, traçons les contours 
apparents f'^ c d'une sphère inscrite dans le cône et dont le centre se trouve au point de croisement 
«#, 6>' des axes ; puis nous mènerons par 5, au cercle t^ deux tangentes sr, sr^ qui seront les lignes 
cherchées; la projection verticale «'r' de ces droites s'obtient en unissant s' au point de croisemen 
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des projeclions verticales kkiy kf^k'^ d'un contour apparent horizontal de la sphère et de la courbe 
de contact de cette sphère avec le c6ne. 

873. Construction d*un point quelconque de Tintersection.— Les deux surfaces sont de révolution 
et leurs axes se croisent au point »,ia' ; coupons-les donc par une sphère ayant ce point pour centre. 
Soit v' le contour apparent sur le plan vertical de cette sphère; ses rencontres avec le cône sont 
projetées verticalement suivant les droites a'6', a' i^'i; celles avec le tore ont leurs projeclions de 
nf)éme nom en &d'y e'f' ; aux points de croisement de ces droites on a les projections verticales w'i, 
m'a, w'3, m\ de quatre points de la ligne commune. 

Cherchons les points de la projection horizontale qui correspondent à m'i ; au point f correspond /", 
et la projection horizontale du parallèle projeté verticalement en e'/' est un cercle de centre u 
passant par f\ les points de croisement fn, rW| de ce cercle avec la ligne de rappel issue de irJi sont 
ceux que nous cherchions. 

874. Points parasites de la projection verticale. — Dans le précédent tracé, trois des points 
trouvés en projection verticale w'a, wï'3, fw'4, sont extérieurs au tore et au cône, ce sont donc des 
points parasites de Tune des courhes à construire. 

875. Tangente à la courbe d'intersection. — Cherchons la tangente en mi, m\\ c'est la 
perpendiculaire au plan des normales qui aboutissent en ce point; l'une de ces normales a pour 
projections (m'iw'i, rwi»), l'autre croise Taxe du cône en a', a; la droite JJi est la projection verticale 
d'une ligne de front du plan des deux normales, et la projection horizontale d'une horizontale de ce 
plan se fait en ag ; de sorte que les projections des tangentes sont les perpendiculaires m\t'^ mit 
menées respectivement des points m'i, nti à 9V1, ag. 

876. Points placés sur les contours apparents du cône. — Pour le plan vertical, il est 
manifeste à priori que les points cherchés sont «', A', t' et /• 

Quant aux points sur le contour apparent horizontal du cône on s'est borné à les vérifier. 

Pour cela, après avoir tracé la projection verticale de la courbe commune, nous avons pris sa 
rencontre V avec sV, et nous avons mené par ce point une ligne de rappel; cette ligne doit passer 
par les points X, Xi en lesquels le contour apparent horizontal du cône touche la projection de môme 
nom de la courbe d^intersection. 

877. Points placés sur les contours apparents du tore. ^ Ceux du contour apparent vertical 
ont déjà été obtenus et ceux ^, ^i du contour apparent horizontal s'obtiennent au moyen de la mé« 
thode générale en employant la sphère dont le contour apparent vertical est yV 

878. Point double dans l'espace. — Le plan tangent au cône en h', h touche le tore, ce point est 
donc un point double de la courbe de l'espace. 

879. Point triple en projection horizontale. — Le point double A, A' et le point i', h ont une 
projection horizontale commune A; ce point A est donc un point triple de la projection horizontale 
de Tintersection. 

880. Sphères limites. — Points limites. — Ces sphères, dont les contours apparents en projec- 
tion verticale sont /s, t', touchent respectivement le tore et le cône suivant des cercles projetés 
verticalement en w'w^y ^'3^/3 et coupent respectivement le cône et le tore suivant d'autres cercles pro- 
jetés verticalement en r'r'i,r'îr'3,ttVi,tiW82 elles font connaître les projections verticales f)',p'i,n',/>' 
des points limites, et, d'après la propriété générale des surfaces limites, leurs tangentes r'r'i, f'^ir'zj 
vlu'i^ul%u^^ respectives. 

A la droite uVi et au point n! correspondent le cercle décrit sur uui comme diamètre et les points 
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n, ni ; en ces points la courbe sera, d'après la propriété précitée, tangente au cercle unu^n^ ; autre- 
ment dit, les points n, ni sont les points de la projection horizontale les plus voisins de l'axe du tore* 
Points le plus haut et le plus bas. — D'après ce qui vient d'être dit» ces points sont : 

(n', n), (n', n,), (s', s), (A', A), (f, h). 

Les points z'i, />' sont les points le plus haut et le plus bas de Tare parasite en projection verticale. 

881. Point de rebroussement. — Le théorème du paragraphe 742 permet de dire immédiate- 
ment que le sommet s, s' du cône est un point de rebroussement, et que la tangente correspondante 
se confond avec la génératrice sA, s'A' de ce môme cône. 

882. Point isolé. — w, / est évidemment un point isolé de la courbe d'intersection. 

883. Représentation du solide. — La figure suffit pour faire comprendre la forme du solide 
représenté, nous dirons seulement que, sur la projection verticale, l'arc parasite de la courbe d'in- 
tersection a été tracé en ligne mixte (§ 21). 

884. Problème XXVL — Par un point (» , z) (fig. 424, pi. LYII) situé dam k premier dièdre à 
100 millimètres de chacun des plans de projection, on mène une parallèle (/i, Zi) à la ligne de terre 
et une verticale (z, z'). 

La parallèle à la ligne de terre est Vaxe d^un tore dont le cercle méridien^ tangent à cet axe en («', z), a 
45 millimètres de rayon. 

La verticale est l'axe d'un second tore concentrique au premier ^ dont le rayon du cercle méridien^ égal à 
celui de son collier ^ vaut 30 millimètres. 

On demande de construire les projections de Vintersection des surfaces ainsi définies. On représentera le 

corps constitué par Vensemble des deux tores (échelle adoptée ^\ • 

Soient e', di les projections verticales des centres de deux cercles méridiens de front des 
deux surfaces; on a : 

c'c'4 = V452 + 602 = 75 =30 + 45. 

Ces deux cercles sont donc tangents, puisque la dislance des centres est égale à la somme des rayons. 

885. Construction des points quelconques de la ligne commune. — Coupons les deux tores 
par une sphère de centre»', z; soit / son contour apparent vertical. Cette sphère détermine sur les 
tores quatre cercles projetés verticalement en f*y i, fx'a f*'3, fA^f^'s, ^'ef*'? \ <leux de ces cercles sont ho- 
rizontaux et ont pour projection horizontale commune le cercle décrit sur \L^i comme diamètre. 

Les points de rencontre de ces cercles ont pour projections m'i, m'j, wi's, m'*; tni, iwj, ma, w* ; ces 
projections font connaître des points de l'intersection des deux tores. 

886. Sphères limites. — Elles ont pour contours apparents sur le plan vertical les cercles y'i, y'a, 
et leurs rencontres avec les tores sont projetées verticalement en d'/*', a'i', VVij W|, n'n'i, on en 
déduit les projections verticales «', g\ A' des points cherchés; leurs projections horizontales sont en 

•i, «S'il 9 i> ^i> A|. 

D'après la propriété des surfaces limites les tangentes aux points limites {g'^ ^i), (^', ^s), (A', A|), (A', Ai) 
sont verticales. 

887. Points de rebroussement en projection horizontale. — Nous venons de voir que les tan- 
gentes aux points (jf', j-i), (^', gi), (Ji', A*), (A', Ag) sont verticales ; on en conclut que les points giy y», Ai, At 

ont des points de rebroussement de la projection horizontale; de plus, à cause de la symétrie de la 
figure, les deux branches des rebroussemenlsse recouvrent. 
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888. Points doubles. — En (u\ 6»«), (J, 6»^) les plans tangents aux deux tores sont communs, iten 
résulte que ces points sont des points doubles (le TintersectioiL En outre, les deux tores se touchent 
encore en quatre points (S, j'), (^, 9'^), (^^^ i'i), (^2> ^'3)1 qui sont encore des points doubles de la 
ligne commune. 

889. Points sar les contours apparents. — Nous avons déjà construit plusieurs de ces points, 
indiquons le tracé des autres. On les obtient par l'emploi des sphères dont les contours apparents 
verticaux sont 7'3,7'4; la première de ces sphères passe par les deux parallèles qui font partie du con- 
tour apparent du tore dont l'axe est z!i, 21; elles coupent les deux tores suivant les cercles projetés 
en p'ip'i, p'ap'*» n\ n'2, n'^n^ et fait connaître quatre points q\, q^i, q'z, ç'*, des contours apparents en 
projection verticale. La deuxième de ces sphères donne lieu à un tracé semblable. 

890. Tangente en un point quelconque {m\, mi). — Appliquons la méthode de Binet : les 
normales aux divers points du parallèle ^'^\y fifn passant par le point de croisement (W, z) des 
droites O^Vi, pz), (z', z), Tune des deux normales cherchées est donc m'iir'^ miz; l'autre normale 
rencontre z'i, Z| au point s'y s. 

Le plan des deux normales rencontre celui des deux axes suivant la droite zs^ r^s'y par suite la 
projection verticale de la tangente cherchée n'est autre que la perpendiculaire m\i', menée de m'i à 
la droite sV • 

Quant à la projection horizontale correspondante, elle se peut obtenir en coupant au préalable le 
plan des deux normales par le plan horizontal de même niveau que mi, mU, et en menant par tni 
une perpendiculaire à la projection horizontale miu de l'intersection de ces plans. 

891. Problème ZXVII. *■ Construire les projections de Vintersection d*un hyperbohïde de révolution et 
d'un cône. 

L'axe z, z' (fig, 425, pi. LX) de Vhyperboloïde est vertical à 0°',iOO du plan vertical et au milieu de la 
feuille^ le cercle de gorge c, c', dont la cote vaut 0'",080 a 0™,030 de rayon, et les génératrices rectilignes 
de cette surface font avec l'horizon un angle de 45 degrés. 

Le c&ncy dont les sommets s,s^ se trouvent dans le plan de profil mené par l'axe z,z\ a 0°^,050 en avant 
de cet axe, et à 0'°,040 au-dessus du cercle de gorge^ a pour trace horizontale le cercle y décrit du point z 
comme centre, avec un rayon égal à 0",070. 

On ^représentera Phyperboloïde supposé plein et limité^ d'une part^ au plan horizontal dont la trace 
est Q', à la cote 0™,190, de l'autre, au plan horizontal de projection, en supprimant la partie de ce corps 

comprise dans le cône (échelle adoptée gj. 

A l'aide des données on peut immédiatement tracer les projections {g' y g), (j'i, g) de deux généra- 
trices principales de l'hyperboloïde, la trace horizontale 71 de cette surface, ainsi que le contour 
apparent vertical du cône. On vérifie sans peine que le sommet du cône se trouve sur la surface de 
rhyperboloïde; par ce sommet, il passe donc deux génératrices rectilignes de l'hyperboloïde, et les 
plans contenant l'une de ces droites couperont le cône et l'hyperboloïde suivant des lignes droites; 
on peut donc les employer comme surface auxiliaire. 

Il est également facile d'obtenir les points de l'intersection en coupant les deux surfaces par des 
plans auxiliaires horizontaux. 

Nous appliquerons le premier procédé à la détermination des points quelconques de Tintersection, 
et le second à la construction des points de cette intersection placés sur le collier de l'hyperboloïde, 
et sur le plan horizontal dont la trace est Q'. 
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892. Construction des points quelconques de la ligne commune. — L'une des tangentes au 
cercle menée par es fait connaître le point de concours 6 des traces horizontales des plans sécants 
auxiliaires; soit P Tune de ces traces horizontales. Le plan correspondant coupe l'hyperbololde 
suivant des génératrices dont les traces horizontales se trouvent aux points de rencontre Q,^sde P 
avec la trace de même nom de Thyperboloîde, et dont les projections horizontales sont les tangentes 
BSfh^g^eLU cercle c. Le même plan auxiliaire coupe le cône suivant des génératrices dont les traces 
horizontales sont aux points de croisement ki, h^ de y avec P ; par suite AfS, h^ sont les projections 
horizontales de ces génératrices. 

Les points de rencontre de ces projections déterminent deux points mi, m% de là projection 
horizontale de la courbe commune aux surfaces données. 

Le point Aj a pour projection verticale K% et à la droite AaS correspond h^s' , cette dernière ren- 
contre la ligne de rappel menée parnzs au point m's, qui est la projection verticale du point de Tin- 
tersection correspondant à ma ; on obtiendrait de même la projection verticale qui correspond 
à mi. . 

893. Points sur les contours apparents. — Joignons le point 6 aux traces horizontales Ti^ ra 
des génératrices du contour apparent vertical du cône par les droites P|, Ps; en appliquant le tracé 
général aux plans qui ont ces droites pour traces horizontales, nous obtiendrons les points cherchés 
(«i, n'i), («2, n'j). 

Arrivons maintenante la détermination des points placés sur Cj &: la cote du cercle c,c' est égale 
aux deux tiers de celle du point 5,s', il s'ensuit que la projection horizontale deTintersection du cône 
avec le plan du collier est un cercle, dont le centre c» se trouve au tiers de sz à partir du point 5, et 
dont le rayon est égal au tiers de celui de base du cône; ayant tracé ce cercle on a pris ses inter- 
sections Ui, u^ avec c, qui sont les points cherchés; ils se relèvent en u'i, u't sur la projection verti- 
cale <f du collier. 

894. Tangente en un point quelconque. — Au point choisi (mi, m't) le plan tangent au cône 
a pour trace horizontale la tangente R menée par A^ à la base y de ce cône. 

Au même point, la trace horizontale cTu plan tangent à Thyperboloïde est la droite A3//4; par la 
rencontre r, t' de ces droites, on a un second point de passage de la tangente cherchée, et les 
dVoites Tma, r^Wi sont les projections de cette tangente. 

895. Point double. — Le point s, s^ est un point double de Tintersection (§ 742) et les tangentes 
en ce point sont les lignes (9i«, O'i^'), (M, ViS^) suivant lesquelles le plan tangent à l'hyperboloïde 
en 5, s' rencontre le cône. 

896. Branches infinies. — Les points à Tinfini de la courbe étudiée se trouvent sur les génératrices 
du cône qui font un angle de 45 degrés avec le plan horizontal ; or, la cote du point s, s' est égale 
h,0%i2 et les parties des génératrices du cône comprises entre le sommet et leurs traces horizontales 
ont en projection horizontale pour longueur maximums/, qui vaut précisément 0",12; on en conclut 
que la génératrice projetée horizontalement en st est parallèle à deux génératrices de l'hyperboloïde, 
et que les autres génératrices du cône font avec le plan horizontal des angles supérieurs à 45 degrés ; 
conséquemment st^ $!t' est la direction asymptotique unique de Tintersection. Nous eussions pu le 
reconnaître par la méthode générale, en transportant le cône asymptote de Thyperboloîde parallè- 
lement à lui-même, afin de placer son sommet en 5, s^\ ce qui nous eût amenés à reconnaître que le 
cône asymtjtote ainsi déplacé devient tangent au cône donné suivant st^ s't'. 

Les plans tangents au cône et à Thyperboloïde, menés par le point à l'infini de la droite st, s't', sont 
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évidemment entre eux parallèles; par suite, l'asymptote de la courbe commune est rejetée à Tinfîni 
dans la direction st, s!t', 

897. Points situés dans le plan horizontal qui limite à la partie supérieure l'hyperbo* 
loîde. — Pour les trouver, adoptons le plan sécant auxiliaire horizontal dont Q' est la trace; il coupe 
rhyperboiofde suivant un parallèle dont la projection horizontale a z pour centre et q pour un de 
ses points de passage; cette projection est donc facile à tracer. 

Le plan auxiliaire coupe le cône suivant un cercle dont la projection verticale est évidemment Vcfy 
dont la projection horizontale a pour rayon la moitié de b^d et passe par la projection horizontale a 
du point de rencontre de la droite st^ sU et du plan auxiliaire; ce point a s'obtient en reportant sim- 
plement la cote rV,en ta. Actuellement on peut tracer la projection horizontale du cercle cherché, 
puisque le centre de ce cercle doit, à cause de la symétrie de la figure, se trouver sur la droite az^ 
par suite les points limites cherchés sont déterminés par les rencontres (éf, d') (/*, f) des cercles que 
nous venons de construire. * 

898. Problème XXTIII. — On donne une sphère tangente aux deux plans de pxfjectùm; dans le plan 
d'un cercle de front de cette sphère^ à une distance du centre de ce cercle égale â la moitié du rayon du même 
cercle^ on mène une verticale ab^ a'b' (fig, 425, pi. LX); sur la partie de cette verticale comprise entre son 
point supérieur de rencontre avec la sphère et le plan horizontal de projection on construit un triangle 
équilatéral, et on demande de représenter le corps formé par la portion de la sphère solide extérieure au 
double cône qu'engendre le triangle équilatéral en tournant autour de son côté vertical. 

Mettons en place : la sphère ainsi que son centre c, c'; le cercle de front ddi^d'd'i et la verticale 
ùbydV sur laquelle on doit construire le triangle générateur du double cône. Ensuite construisons 
sur (£bf deux triangles équilatéraux a^Vf^ db'g'^ qui constitueront le contour apparent vertical de ce 
double cône. 

Observons immédiatement que, d'après la position particulière de la verticale a'b\ la ligne b'f est 
tangente au cercle db'd'xy il en résulte que la droite b'f^ 6/* touche tout à la fois la sphère et la courbe 
d'intersection. 

899. Construction d'un point quelconque de la courbe commune . — On a simplement coupé 
les deux surfaces par le plan horizontal dont la trace est F : sur l'un des cônes ce plan auxiliaire 
détermine une intersection circulaire dont A;', k est un point de passage et dont le centre a pour pro- 
jection horizontale a; avec ces éléments on peut tracer la projection horizontale de ce cercle. Sur la 
sphère on trouve un autre cercle dont la projection horizontale a pour centre c et dont /, l est un 
point de passage. La projection horizontale de ce dernier cercle une fois tracée, ses rencontres avec 
la projection de môme nom du premier feront connaître deux points mi, mt de la projection de 
même nom de la courbe cherchée, les points correspondants m'i,m'i de la projection verticale 
s'obtiennent par les rencontres de F' avec les lignes de rappel menées par mi, mt . 

900. Tangente à la ligne commune en mi, m'^. — Les surfaces sont de révolution, il y a donc lieu 
d'employer la méthode des normales: les normales menées par mt, m'i à la sphère et au cône passent 
respectivement par les points (c, &), (a, m'), et le plan de ces normales rencontre le plan de front mené 
parc, & suivant cj, c'q' ; en conséquence, la projection verticale de la tangente n'est autre que la per- 
pendiculaire m'it! à c'q*. 

Le plan horizontal mené par (r,e' rencontre celui des normales suivant la droite cV, er, %i la per- 
pendiculaire m»^, menée par mj à cr, fait connaître la seconde projection de la tangente cherchée. 

901. Point double et tangente en ce point. — D'après le théorème démontré au paragraphe 742 
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b\ b est un point double de la courbe étudiée et 6'it'i, bki fait immédiatement connaître l'une des 
tangentes en ce point. Pour obtenir l'autre tangente, il suffit de construire la seconde ligne de ren- 
contre du cône et du plan tangent à la sphère menée par 6, 6'; ce plan contient bk^^ Vk\^ il coupe 
le plan horizontal dont F est la trace suivant une droite projetée horizontalement sur la perpendi* 
culaire kik^ menée de ki à la droite e6; la rencontre Ag^Â^'a de celte perpendiculaire et du cercle ^&i,A'^i 
fait connaître un point de la tangente cherchée; les projections de cette tangente sont donc kj>yk\b', 

902. Points sur le contour apparent vertical du double cône. — On obtient ces points en 
employant, comme plan auxiliaire, le plan de front dont la trace est a/; il rencontre : la sphère 
suivant le cercle ddi, d'd\^ le double cône suivant les lignes du contour apparent des deux cônes; 
par les rencontres des intersections que nous venons de déterminer on trouve les points 
(A, é'), (rf, rf'), (i, i'), (^, h') qu'il fallait construire ; en ces points la projection verticale de la courbe 
étudiée devra toucher les lignes du contour apparent du double cône en projection verticale. 

903. Points sur la base commune aux deux cônes. — Ces points, projetés en (ni, n'i),(9ii, n's), 
ont été obtenus par le tracé général (§ 899). 

904. Points le plus haut ou le plus bas. — Ces points sont situés dans le plan vertical dont 
la trace horizontale est ca (§417); pour les trouver adoptons ce plan vertical comme plan auxiliaire, 
et faisons-le tourner autour de afb', ab afin de le rendre parallèle au plan vertical; sa rencontre avec 
le double cône vient se placer sur le contour apparent vertical de ce cône ; sa rencontre avec la 
sphère se place, après la rotation, sur un cercle dont la projection verticale y' passe par V dont le 
rayon est égal à celui de la sphère et dont le centre se trouve sur Thorizontale menée par c\ 

Parles rencontres p'u q\ de ce cercle avec le contour apparent en projection verticale du double 
cône, on a les projections verticales des points cherchés après la rotation du plan de symétrie; ces 
points remis en place viennent en (p^ ;/), (9, q'). 

Le point /?, p' fait partie d'un arc de la courbe d'intersection placé à l'extérieur du double cône; 
oet arc, entièrement parasite, n*a été tracé sur notre épure que pour mieux faire comprendre la 
forme de la courbe. 

905. Problème XXIX. — Eiant donné un hyperboloîde de révolution par son axe 2, z' {fig. 427, 
pi. LXT), supposé vertical y et par une g, g' de ses génératrices principales, on propose de construire les 
projections de l'une des parties détachées dans le solide compris entre P hyperboloîde et son cône asymptote 
par la surface qu'engendrent les normales menées des divers points de g, g' à V hyperboloîde donné; ce corps 
sera en outre limité au plan horizontal de projection et au plan horizontal dont la trace est Q'. 

Démontrons d'abord ce théorème : 

La surface des normales menées par les divers points d'une génératrice rectiligne d'un hyperboloîde à une 
nuppCy est un paraboloîde hyperbolique. 

Imaginons que les plans tangents conduits à l'hyperbololde par les divers points de la génératrice g, g' 
aient tourné de 90** autour de cette génératrice ; prenons ensuite leurs rencontres avec des plans 
menés par les points correspondants dans une direction perpendiculaire à ^, g'. Nous aurons ainsi 
les intersections de deux feuillées de plans, dont Tune aura son arête à Tinfinie, et telles, qu'à 
tout plan de l'une correspondra un seul plan de l'autre et réciproquement. 

Ces deux feuillées seront donc homographiques; la surface décrite parles intersections des plans 
correspondants sera donc du second degré. 

Cette surface est réglée, en outre, elle est décrite par des droites parallèles à un môme plan, c*est 
donc un paraboloîde hyperbolique. L'un des plans directeurs du paraboloîde est perpendiculaire à 
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0^1 9'y''f d'autre parU comme toutes les normales s'appuient sur Qy g' et sur Taxe z, /, le deuxième 
plan directeur n'est autre que le plan vertical de projection. 

906. Construction d'un point quelconque des lignes d'intersection des surfaces données. — 
Déterminons préalablement les projections d'une génératrice recliligne du paruboioïde; soit a» a' 
son pied sur g, g\ la projection verticale de cette droite est la perpendiculaire a'bf menée à la 
droite^' par le point ci et la projection horizontale correspondante unit le point a au pied z de Taxe. 

Ceci fait, il reste tout simplement à construire les rencontres de la droite a'b^y az avec i'hyperbololde 
et avec son cône asymptote. Pour le faire, menons un plan auxiliaire par les droites (g, g^ia'à'^az)', 
la trace horizontale de ce plan passe par les traces de môme nom 6,0i de la droite g, g' et d'une 
parallèle à cette droite menée par ^, z. La trace 06i de ce plan auxiliaire rencontre la trace horizon- 
tale de rhypcrboloîde en ds qui est la trace de môme nom de la seconde génératrice que le plan sécant 
auxiliaire détermine sur l'hyperboloïde; cette seconde génératrice a pour projection horizontale la 
tangente GtC à la projection de môme nom du collier et détermine par sa rencontre m^ m! avec az^a'b^ 
un point de la courbe commune à l'hyperboloïde et au paraboloïde. 

Pour obtenir la rencontre de la droite az, olb' avec le cône, employons comme plan sécant auxi- 
liaire le plan vertical projetant de cette droite; ses rencontres avec le cône sont les génératrices 
{zhijs'h'i), {zhi, s'k'i) ; aux points de croisement de ces génératrices avec o'ô', oz on a les points 
(Wi, m'ijy (Wâ, m',) cherchés. 

907. Tangentes aux courbes d'intersection. — Nous chercherons seulement la tangente à la courbe 
d'intersection du cône et du paraboloïde au point fra^, m's. Le plan tangent au cône en ce point a 
pour trace horizontale la tangente R menée par le point h^ à la base de ce cône. Le plan langent au 
paraboloïde en mi,m'i est déterminé par les deux génératrices rectilignes qui passent par ce point: 
l'une d'elles a'm'^^amf a pour trace horizontale t\ l'autre est parallèle au deuxième plan directeur et 
rencontre, en outre, la génératrice du premier mode qui se projette verticalement en s'; par suite 
les deux projections de cette droite et sa trace horizontale sont : m'iS^^ la parallèle à la ligne de terre 
menée parm^, et le pointai. Enfin la droite tti est la trace horizontale du plan tangent au parabo« 
loïde. Celte trace rencontre R au point r, -^ qui est la trace horizontale de la tangente cherchée, on 
en déduit les projections rwg, xm\ de cette tangente. 

908. Points sur le contour apparent horizontal de 1 hyperboloide. — La génératrice du 
paraboloïde perpendiculaire au plan vertical détermine les points cherchés (s', n), («',n,); le premiec 
de ces points appartient à la génératrice ^, ^' qui fait partie de l'intersection du paraboloïde et 
de l'hyperboloïde. 

909. Point double. — Le sommet du cône est évidemment un point double de rintersecllon de cette 
surface avec le paraboloïde, et les tangentes en ce point sont les intersections du plan tangent au 
paraboloïde en ce même point et du cône^: or, ce plan tangent contient les deux génératrices du 
paraboloïde qui sont respectivement perpendiculaires aux plans de projection» il n'est donc rien 
autre chose que le plan de profil mené par z, 9'; les tangentes cherchées sont par suite 

910. Branches infinies. Asymptotes. — On obtient les directrices asymptotiques en déterminant 
les génératrices du cône asymptote parallèle aux plans directeurs du paraboloïde. Menons donc par 
le sommet du cône des plans parallèles aux deux plans directeurs. L'un d'eux est perpendiculaire 
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au plan vertical, il a pour trace verticale la perpendiculaire P' à g'^ menée par s'; l'autre est le plan 
de front qui a pour trace F. Le premier de ces plans ne rencontre pas le cône asymptote* le second 
coupe le cône suivant les droites {zhs, s^h\), (zh^y s'k\); construisons les génératrices du parabolo!de 
parallèle à ces droites: Tune d'elles est ^, g' y la seconde a pour projection verticale s'k'e et rencontre 
la génératrice a*m'y am au point /',/*, la projection horizontale de celte génératrice est donc la 
parallèle aai à la ligne de terre menée par /*. 

Une asymptote commune aux courbes d'intersection du paraboloïde avec l'hyperboloide et son 
cône asymptote, se peut obtenir par la rencontre du plan tangent au cône asymptote suivant 
la génératrice s^à'ey zh^ et du plan tangent au paraboloïde mené par le point rejeté à Tinfini sur /a, 
f$'', ce dernier plan est parallèle au plan directeur correspondant (§ 815), c*est le plan de front dont 
la trace est a«i ; en conséquence, les deux projections de l'asymptote sont oai, s'h\. 

On reconnaît de môme que la courbe commune au cône et au paraboloïde admet aussi la droite 
g y g' pour asymptote. 

911. Trace horizontale du paraboloïde hyperbolique. — Cette trace est une hyperbole (§ 816), 
puisque le plan horizontal n'est pas parallèle à Tintersection des plans directeurs. Un point 
quelconque de cette hyperbole est donné par la trace horizontale t de la génératrice a'rrl y am du 
paraboloïde. 

Cherchons les directions asymptotiques de cette courbe, l'une d'elles est la génératrice horizontale 
s', nrii ; l'autre a pour projection verticale une parallèle à la ligne de terre menée par s', elle rencontre 
en (f, d la génératrice aW, aniy et puisque le second plan directeur est le plan vertical de projection, 
sa projection horizontale n'est autre que la parallèle ddi à la ligne de terre. 

Les asymptotes cherchées sont les traces horizontales des plans tangents menées au paraboloïde 
parles points à l'infini sur les génératrices {s'y nni), {s'd'y ddi). 

Ces plans tangents sont parallèles aux plans directeurs correspondants: le premier a pour trace 
verticale la droite P'^ déjà tracée, et pour trace horizontale P; le second est parallèle au plan ver- 
tical et a, par suite, sa trace hgrizontale en ddi. On conclut de là que P et ddi sont les asymptotes 
demandées. Il est maintenant facile de construire la trace cherchée H, puisqu'on connaît ses 
asymptotes et un de ses points. 

912. Intersection du paraboloïde et du plan horizontal dontQ' est la trace. — La projection 
horizontale Hi de cette courbe se détermine comme H : les droites ddiy Ui sont ses asymptotes, 
et l'un de ses points de passage se trouve en z, attendu que ce point est la trace sur le plan 
horizontal considéré de la génératrice verticale du paraboloïde. 

YfaiFiGATiONS. — La courbe H doit passer par les traces horizontales 0, 63, 64, O5, z des courbes 
d'intersection et de la génératrice verticale du paraboloïde; de môme Hi doit passer par ij,kyly qui 
sont les projections horizontales des rencontres des courbes d'intersection avec le plan horizontal 
qui limite à la partie supérieure le solide représenté. 

La figure 428 (pi. LXl) donne le résultat de l'épure qui vient d'être exécutée, dégagé des construc- 
tions et sur lequel, afin de rendre plus facile la lecture de Tépure, on a tracé des hachures dirigées 
suivant les génératrices rectilignes des parties visibles des surfaces qui limitent le solide représenté. 

913. Problème XXX. — On propose : l"" De construire les projections des lignes d'intersection d'un 
hémisphère et des faces d*un cube avec un hyperboloîde de révolution à une nappe; 

2' De représenter le cube supposé solide^ en enlevant la partie de ce corps comprise dans l'hémisphère 
et dcm l'hy^terboloïde. 
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1a cube {abdCy a'ô'c^t') (Jig, 429, pi. LXl), dont le côté a O", 200 de longueur,, dont la face inférieure 
et la face postérieure sont respectivement situées dans les deux plans de projection^ contient entièrement 
rhémispkère (A, h'); cet hémi^kère a pour base le cercle (A', A'i) inscrit dans la face antérieure de ce cube. 

U hyperboloîde a son axe (z, «') vertical, à 0", 135 du plan vertical dej)rojection et à égale distance des 
faces de profil du cube; la cote du centre (o, o') de cette surface est de 0"*, 132; les rayons de son collier 

{Cy e') et de sa trace horizontale (9) ont respectivement 0",035 it O'»,i00 de longueur ( échelle adoptée ^ ]. 

On obtient comme à l'ordinaire les projections {g, g'), {g^, g\) de deux génératrices principales de 
rhyperboloïde et le contour apparent vertical y',7'1 de celte surlace. 

914. Construction d*un point quelconque de la courbe commune à rhémisphère et à 
rhyperboloïde. — Adoptons le plan horizontal dont la trace verticale est P' pour plan auxiliaire; 
sa rencontre avec rhémisphère est un demi-cercle de centre o», J et dont f\ f est un point de 
passage. Ce môme plan auxiliaire coupe rhyperboloïde suivant un cercle dont 0, »' est le centre et 
qui passe par l^y k. 

Par les croisements mi^ m^ des projections horizontales de ces lignes, on trouve deux points de la 
projection de môme nom de la ligne cherchée ; ces points se relèvent en m'i, m'^. 

915. Construction de la tangente à la ligne d'intersection de rhémisphère et de rhyper- 
boloïde. — Cherchons par la méthode du plan des normales, la tangente au point mi, m'i, La nor- 
male à la sphère en mi, m'i est déterminée par ce point et par le centre», ui de la sphère. 

La normale à rhyperboloïde au point choisi rencontre Taxe de cette surface en un point dont la 
projection horizontale est z et dont la projection verticale se trouve au croisement a de ^ avec une 
perpendiculaire à ^'1, menée par ^. Les projections des normales sont donc m'iw'i, ^iwi; ni\Q\ miZ. 

Il faut maintenant mener par m'i, mi une perpendiculaire au plan de ces normales. Coupons ce 
plan par celui de la face antérieure du cube et par le plan horizontal mené par v^ aGn d'obtenir 
une ligne de front 61/, e^V 6t une horizontale (t'/, z;' du plan de ces normales; menons ensuite par 
les points mi, m\ des droites respectivement perpendiculaires à zjy w'it'; ces droites mt/, m\V sont 
les deux projections de la tangente cherchée. 

916. Points des contours apparents. — Pour les points (n'i, ni, n'y, n^) du contour apparent 
horizontal on a simplement employé le plan horizontal auxiliaire dont la trace est P'i. 

En ce qui concerne les points du contour apparent vertical, on a dû recourir à un plan auxiliaire 
de front mené par z, z' : ce plan, qui a pour trace horizontale F, rencontre rhyperboloïde suivant 
l'hyperbole projetée verticalement en y\ y'i et l'hémisphère suivant un cercle dont la projection de 
môme nom a pour centre » 1 et dont un point de passage se trouve en u, ti'. Les points de 
rencontre ^'i, q'%, g'z* g\ de la projection verticale de ces cercles et de /, y'i font connaître les 
projections verticales des points cherchés. 

Nous n'avons pas flguré sur l'épure leurs projections horizontales. 

917. Intersection de rhyperboloïde et de la face antérieure du cube. — La projection 
verticale t' de cette courbe est une hyperbole qui a pour asymptotes g'^ g\ et qui passe par les 
points Ti, t'^; il est donc bien facile de tra er celle courbe. 

918. Problème XXXI. — Construire les projections de tintersection de deux kyperboloîdes de 
révolution H, Hi ayant une génératrice commune vjrticale g^ g' (fig. 430, 'pi. LXlï) et respectivement 
pour axe deux droites de front (z, z'), (Zi, z'i), non situées] dans un même plan et inclinées de 45 degrés 
sur le plan horizontal. 
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On représentera le» parties des surfaces hyperbaloides comprises entre: V les deux plans de projection ; 
S* le plan horizontal dont la trace est Q'; S"" le plan qui touche thyperbokfide Hi aa point de son collier le 
plus éloigné du plan vertical de projection. 

919. Contours apparents des deux hyperbololdes. — La plus courte distance des droites 
(s'y z)y {Çf çf) a pour projections w\ ^u^ elle fait connaître la longueur g^ du rayon du collier et 
permet, par suite» de construire les sommets réels a'^ a\ du contour apparent en projection verticale 
de rhyperboloïde H ; comme les asymptotes de ce contour sont g' et une horizontale / menée par 
«', il est facile de le tracer; c'est l'hyperbole e',c'i' 

Quant au contour apparent en projection horizontale du même hyperboloïde, il se réduit au point 
g et à son symétrique yt par rapport à «>. Effectivement, la surface admet deux génératrices verticales 
iSf s') (yi> 9') d® mode différent, et toutes les génératrices rectilignes s'appuient sur Tune ou sur 
l'autre de ces verticales; d'autre part, le contour apparent cherché est le lieu des points de contact 
des plans verticaux menés par les diverses génératrices; ce lieu se réduit donc aux droites (^, ^)y 
(yi, g') qui forment le contour apparent horizontal proprement dit, par suite, le contour apparent en 
projection horizontale se réduit bien aux deux points g^ yi. 

Un raisonnement en tout semblable au précédent permettrait de reconnaître que, pour rhyperbo- 
loïde Hi, rhjperbole t'2, c'3, dont les sommets réels sont a'^, a'3, est le contour apparent en projection 
verticale, et que le contour apparent en projection horizontale se réduit aux points g^ y^, 

920. Construction d'un point quelconque de la courbe d'intersection. — Nous mènerons les 
plans auxiliaires par </, g^\ ces plans couperont les deux surfaces suivant des génératrices rectilignes, 
dont la construction se pourra faire simplement, puisque ces génératrices doivent s'appuyer sur celles 
de môme mode que g^ g' appartenant aux surfaces respectives. 

II 7 a donc d'abord lieu de construire sur chaque surface deux génératrices de même système 
que g^ g\ Elles doivent respectivement s'appuyer sur les génératrices verticales (yj, ^'), (yt, ^J. 
L'une d'elles dans chaque surface a été obtenue en menant par les points (yi, »'}, (y^, Ji) des pa» 
rallèles (^3, ^'3), (ffii ^'4) à la ligne de lene. 

La tangente ^'1 à c', en a', est la projection verticale d'une seconde génératrice ; la projection 
horizontale correspondante doit passer par a et par y^, puisque cette droite s'appuie sur la verticale 
(yi, g') ; donc à g\ correspond la droite gi. 

On obtient de même la droite gu g% 

Gela fait, arrivons à la recherche des points de la ligne commune aux hyperbololdes; conduisons 
par ji la trace horizontale P du plan sécant; ce plan coupe flfi, g'i en *i, é'i, et g%, ^3 en *3, b*z\ 
l'intersection du plan auxiliaire et de l'hyperboloïde H comprend donc, indépendamment de ^, y', la 
génératrice Ô163, ^lé's. Ce môme plan coupe l'hyperboloïde Hi suivant les deux droites (y, g% 
(b,b,, b'^b\). 

Par la rencontre des droites b^ib'^, VJ>'^, on a la projection verticale m! d'un point de l'intersection ; 
sa projection horizontale se trouve au point de croisement m de P avec la ligne de rappel menée par m'. 

921. Construction de la tangente en m, m'. — Cherchons la trace sur le plan de front dont 
la trace horizontale est F des plans tangents aux deux hyperboloïdes en m, m'. Pour l'hyperboloïde 
H, la génératrice ffiVz, Ma se trouve dans le plan tangent ; la génératrice do système opposé, qui 
sert à déterminer ce plan, a pour projection horizontale myi, elle rencontre Tune y, y' des 
génératrices de front de H au point «, «' ; on en déduit sa projection verticale m'J et sa trace j3, (3' sur 
le plan de front dont la trace est F ; la trace sur ce môme plan de front de é'iè's, *i*3 est en *4, jS', ; 
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en conséquence, la trace du premier plan tangent sur le plan de front auxiliaire se projette 
en jS*4, |3'/S'i. 

Opérons de môme pour le second plan tangent: àfài, VJ>'a est une de ses droites et £4, V^ un point 
de passage de la seconde trace cberchée ; y%m est la projection horizontale de la seconde génératrice 
recliligne qui sert à déterminer le plan tangent, cette génératrice coupe ya, /s en «i, a'i ; elle a pour 
projections a!im\ aim, et sa trace sur le plan de front auxiliaire se fait en w's> yt ; donc »'« A'4 est la 
trace sur ce môme plan de front du plan tangent cherché. 

Par la rencontre des droites (p'iS'i, ^b^)y (i'ito's» ^472) on a un second point de passage 0', 6 de la 
tangente; les deux projections de celle-ci sont donc Qm, e'm'. 

922. Points placés sur les génératrices rectilignes projetées yerticalement en g'^. — On 
peut les obtenir en prenant pour plan sécant auxiliaire le plan perpendiculaire au plan Tertical 
mené par g^y g'^; sur l'hyperbololde Ht on trouve, un système de deux génératrices dont ^s, ^3 
fait partie et sur H un cercle: par les rencontres de ces droites et de ce cercle, on obtiendra les 
points cherchés. 

Le plan auxiliaire coupe le plan de profil g' g suivant une perpendiculaire (r', ^t) au plan vertical; 
adoptons-la pour axe et rendons le plan sécant parallèle au plan horizontal : les points projetés en 
(yi> O i9i ^) ^^^^ ^^ cercle et ne bougent pas pendant le rabattement ; le centre de ce cercle se 
projette verticalement en 0' et vient se rabattre en o'i, Oi ; on peut alors tracer le rabattement du 
cercle. Quant aux rabattements des génératrices, ils passent par le rabattement d% du point o^, a't et 
par les points ;, yi, ces deux rabattements sont donc en d^^ d^%. 

Les rabattements des points cherchés sont, par conséquent, in, iraiir3> ils correspondent aux points 

(jpiy P'i)y (P^y P'^y (^3, p's) qu'il fallait construire. 

On opérerait de même pour les diverses génératrices dont les projections verticales sont tangentes 
aux sommets réels des branches d'hyperboles projetées verticalement suivant «', c'i, c^. 

923. Branches infinies. — On peut substituer aux surfaces hyperboloïdes, en ce qui concerne 
les branches infinies, leurs cônes asymptotes ; ces cônes ont pour contours apparents en projection 
verticale («Ys) ^'g')y Wig'iy ^'iQ') > après avoir transporté l'un d'eux parallèlement à lui-même .au 
sommet de l'autre, ils se loucheront suivant leurs génératrices du contour apparent vertical ; en 
conséquence, les directions asyipptotiques de la section sont Tune («», g') verticale, Tautre {zoi, tJg\) 
parallèle à la ligne de terre. 

A la première de ces directions correspondent pour les deux cônes, des plans tangents confondus 
avec le plan de profil gfy^ Ce plan de profil touche donc les deux hyperboloïdes à Tinfini ; par 
suite, l'intersection a un point double à l'infini qui est le point de croisement des génératrices 
verticales (71, g'), (y,, g'). 

L'une des tangentes en ce point double est la génératrice commune g^ g^ ; l'autre est l'asymptote 
cherchée, elle a pour projection verticale g' y nous donnerons un peu plus loin la construction de sa 
projection horizontale, qui se réduit évidemment à un point. 

A la seconde direction asymptotique correspondent deux plans tangents horizontaux dont les 
traces verticales sont ^'3, g\^ et, par conséquent, une asymptote rejetée à l'infini. 

La projection horizontale de cette asymptote sera aussi à l'infini ; mais sa projection verticale est 
seulement parallèle à la ligne de terre et se trouve à distance finie. Eq efiTet, que l'on coupe les deux 
])3[perboloides par un plan horizontal et l'on aura deux paraboles qui se rencontreront toujours en 
un point placé sur g^ g\ en un second point tel que m, m! et en deux points à l'infini, puisque leurs 
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axes sont parallèles; c'est la courbe décrite par les points tels que m' que nous étudions. Pour que 
m' soit rejeté à l'infini, il faut et il suffit que les paraboles soient égales. EfTectiTement, rapportons 
ces courbes à Paxe et à la tangente au sommet de l'une d'elles, leurs équations sont alors de la forme 

{y + bf = <ip'{x^a). 
En es reiranchant membre à membre, on trouve : 

Cette équation représente la droite qui unit les points de rencontre à distance finie des paraboles; 
pour que cette droite rencontre ces paraboles en un point rejeté à l'infini, il faut et il suffit que 

c'est-à-dire que ces paraboles soient égales et orientées de la même manière. 

Coupons les deux hyperboloîdes par le plan horizontal mené par le milieu Jz et de «Vf et 
démontrons que ce plan donne sur ces hyperboloîdes, ou, ce qui revient au môme, sur leurs cônes 
asymptotes, des paraboles égales. 

D'après le théorème de Dandeun (§ 626) les foyers des paraboles que le plan sécant détermine 
sur les cônes asymptotes sont les points de contact de ces plans avec des sphères inscrites aux cônes 
respectifs et tangentes au plan ; il s'ensuit que les distances des sommets aux foyers sont respective- 
ment égales à ^^^ et à ^^-Ç^j donc les paraboles sont égales. 

En outre, la figure montre que dans la région considérée, les paraboles obtenues en coupant les 
deux cônes par des plans horizontaux ont la même orientation. 
La projection a donc pour asymptote l'horizontale u'aa's- 

924. Point donble à Fin! ini ; nature de la projection horizontale de l'intersection. — Au 
point de rencontre des deux génératrices verticales (yi, g')y (g^ g'), l'hyperboloîde H a pour plan 
tangent le plan de profil g'yi ; cet hyperboioïde touche donc ce plan de profil à l'infini, il en est de 
même de l'hyperboloîde Hi ; par suite, le point à l'infini sur g, g' est un point double de l'intersection. 
D'autre part, le cône qui a pour sommet ce point double et qui contient la courbe d'intersection est 
du second degré (§ 666) ; or, ce cône n'est autre chose, puisque son sommet est à l'infini sur une 
verticale, que le cylindre projetant vertical de la courbe d'intersection; par suite Ja projection hori- 
zontale de cette courbe est elle-même du second degré ; au surplus^ elle a pour direction asympto- 
tique unique la ligne de terre, c'est donc une parabole dont l'axe est parallèle à la ligne de terre. 

Le plan horizontal dont la trace verticale est «'sa's coupe les deux hyperboloîdes et, par suite, le 
cylindre vertical projetant de la courbe d'intersection suivant des paraboles égales, ce qui pourrait per* 
mettre de construire le foyer et le sommet de la projection horizontale c^ de la courbe d'intersection. 

925. Projection horizontale de l'asymptote Yerticale. — Cette projection est l'un des points 
de rencontre ai de la parabole C4 et de la droite gyt, point que l'on pourra construire sans aucune 
difficulté. 

926. Point double à distance finie. — C'est le point de rencontre de la courbe d'intersection 
et de la génératrice g, ;'• 
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Considérons uno feuillée de plans «nyant pour arêtes g^ g' ; ces plans sont tangents aux deux 
hyperbololdes et à chacun d'eux correspond, sur g^ g' y un couple de points de contact^ 
conséquemment les points de contact avec Thyperboloïde H et ceux avec Thyperboloïde Hi consti- 
tuent deux divisions telles, qu'à tout point de Tune correspond un point et rien qu^1n de la seconde, 
et réciproquement; on peut donc, sans plus d'examen, dire que ces points forment deux divisions 
homographiques de même base. Les points doubles de ces divisions homographiques sont aussi des 
points doubles de l'intersection. 

Les divisions homographiques dont la base commune est g^ g' ont un point double à l'infini, elles 
sont donc proportionnelles ; il suffit donc pour les déterminer de connaître deux couples de points 
correspondants. Or, le plan de front mené par;, g' touche les deux hyperboloïdes en deux points 
dont les projections verticales sont « , w\ ; d'un autre côté, le plan vertical dont la trace horizontale 
est P^ coupe H suivant deux génératrices dont les projections verticales sont g\ b\b'^, il touche donc 
cet hyperbololde au point dont la projection verticale est «4; la projection verticale du point de 
contact du môme plan avec l'hyperbololde Hi se fait au croisement w 5 des droites g' y b'ih\ ; il en 
résulte que les points » 5, «4 constituent le deuxième couple de points correspondants. 

Soit ^' la projection verticale du point double cherché, on aura, puisque les divisions sont 
proportionnelles : 

il I t ' 

O tt W W 4 

iTT =-7— r» 

Le second rapport est négatif^ donc ¥ doit se trouver entre w' et w'i et diviser le segment w'w'i 
dans le rapport -r^; on l'obtient donc par la construction que notre épure indique suffisamment 

U i» 5 

Au point double ^', g Tune des tangentes est la génératrice ;, g' et l'autre tangente pourra s'obtenir 
par la méthode générale; nous engageons le lecteur à exécuter ce tracé. 

927. Traces verticales et lignes de rencontre des hyperboloïdes avec le plan de front dont 
la trace est F. — Le plan vertical de projection coupe les surfaces des deux hyperboloïdes sui- 
vant des hyperboles qui ont les mômes asymptotes que les contours apparents en projection verticale 
des surfaces respectives. Un point de passage de chacune de ces hyperboles a été obtenu en cher- 
chant les traces verticales t/i, v\ des génératrices (^'i, ^i), {g'^, g^) ; avec ces éléments^ on a pu 
construire les hyperboles (t'4, c's), (l'e, t'?) qui sont les traces demandées. 

La projection verticale c'g, c'o de la courbe d'intersection du plan de front en F avec H est déter- 
minée par ses asymptotes g^j g'3 et par un de ses points de passage (w^ w'). Quant à la rencontre du 
môme plan avec Hi, elle se réduit aux droites (;', -^^^k, g'k)* 

928. Traces horizontales et lignes de rencontre des hyperboloïdes avec le plan horizontal 
dont la trace est Q'. — La trace horizontale de Thyperboloïde H est une parabole t dont le sommet 
est en a', a et dont le foyer /* a été obtenu à l'aide du théorème de Dandblin : on a simplement 
placé le point /'à une distance de 9 égale à la moitié de la cote du sommet w, t»' du cône asymptote 
correspondant (§ 702). 

On construit de môme la trace horizontale n de l'hyperbololde Hi : c'est une parabole dont (^i, 94') 
est le sommet et d le foyer. 

Toujours par la môme méthode, on a déterminé la parabole r^, que le plan horizontal dont la 
trace est Q' détermine sur H, et celle t3 que le môme plan détermine sur l'hyperbololde Hi. 

GiOHÉT. DESCBIPTITK. 1.-51 
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929, VÉRIFICATIONS. — L*épure est soumise à de nombreuses vérifications ; indiquons les principales : 
1* les projections verticales des diverses génératrices rectilignes des hyperboloïdes doivent être 
tangentes aux contours apparents en projection verticale de la surface correspondante; 2" les pro- 
jections horizontales des courbes tracées sur H ou sur Hi doivent passer par les points g, yi, ou par 
les points g, ya; S*» les deux traces d'une même surface doivent se croiser sur la ligne de terre; 
4^" les lignes r, ri, u doivent se couper au môme point 9i, de môme pour les courbes ts, rs, u qui 
doivent se couper en Q^. 



CHAPITRE VII 
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930. Notions préliminaires. — Pour représenter le sol et les ouvrages de fortification, il faut 
renoncer à l'emploi des projections verticales; effectivement ces projectipns présentent alors de très 
nombreux recouvrements, et, en plus, les intersections des projections verticales des diverses 
droites de la fignre considérée se font sous des angles très aigus et donnent^ par suite, lieu à 
des tracés fort peu exacts. Au contraire, en projection horizontale les recouvrements sont peu 
nombreux et les points de rencontre des lignes se peuvent déterminer, en général, avec toute 
Vexactitude désirable; il est alors naturel ée n'employer qu'un seul plan de projection, le plan 
horizontal, et d'inscrire à côté des points principaux de Tépure des nombres indiquant leurs 
cotes. 

Le plan horizontal de projection est ordinairement le plan du niveau des mers; les cotes comptées 
au-dessus de ce plan sont positives ei s*a^pe\\eiii altitudes ; les cotes des points placés au-dessous de 
ce môme plan sont négatives et portent le nom de sondes ou de profondeurs, 

931. Représentation du point. — D'après oe qui vient d'être dit, dans la géométrie descriptive par 
cotes, un point A est déterminé (fig. re) par sa prc^ection horizontale a et par sa cote, dont on 
indique la mesure, 35 mètres par exemple, à Taide du nombre 35 inscrit sur l'épure à côté de a. 

0.35 

FiG. re. 

932. Représentation de la ligne droite. — On peut déterminer une droite par les projections 
et les cotes de deux de ses points; mais, habituellement, on indique sur la droite les «points dont 
les cotes sont entières et successives, c'est ce qu'on appelle graduer la droite ; on peut ainsi imn^- 
diatement lire l'épure^ c'est-à-dire se rendre compte par son seul examen des positions respectives 
de ses diverses parties. 

On ïiommt pente d'une droite la tangente de l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal. 
On appelle intervalle ou module la distance qui sépare les projections horizontales de deux 
points dont les cotes diffèrent de Tunité de longueur. 
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933. Théorème. — Ia produit de la pente d'une droite par son intervalle est égal à Funité; autrement 
dit^ la pente et Vintervalle d'une droite sont réciproques^ 
Soient : H le plan horizontal de projection (fig. r,); (Â, a), (B^ b) deux points d'ane droite dont les 




'iî. 



* /H 



Fie. ri. 



cotes diffèrent d'une unité et leurs projections; p la pente de la droite; « l'angle qu'elle fait avec H 
et i son intervalle. 
Menons par A une parallèle A^i à ab\ elle fait avec AB l'angle «; on a donc^ d'une part 

* B^i 

p = tang.«=^;. 

D'autre part, puisque la différence de cote des points A, B est 1, on a encore : 

BAi = l 
A6i = aft = t. 

En remplaçant Wji, kbi par leurs valeurs dans celle dep on trouve : 

1 
*=? 
ou enfîfi 

C'est ce qu'il fallait établir. 

934. Problème I. — Étant donnée uns droite cotée en deux foinls^la graduer. 
Soient (fig. rs) : d la proj.ectiou de la droite, a, b les projjectioos de deux de ses points, 
cotés 5 et 9. 
Il est manifeste que les points de cotes rondes et consécutives compris entre a et i s'obtiennent en 
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divisant ai en 9 —5 parties égales; ces points ont pour cotes 6, 7^8. Alors rien n'est plus simple 
que de continuer la graduation de part et d'autre «te <»^ Ju 
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On opérera d'une façon analogue quand les cotes données seront fractionnaires. 
935. Problème II. — Sur une droite graduée^ placer un point de cote donnée. 
Soit à placer sur la droite d un point de cote 5, 8 (fig. r»). 

Le point cherché doit se trouver entre les points a et 6 dont les cotes sont 5 et G; on l'obtiendra en 
partageant ab en 10 parties égales et en prenant la huitième division à partir de a ; il sera donc en e. 




Fio. r». 

Autre solution. — Menons par a et i deux droites aai, bbi parallèles entre elles et plaçons les 
extrémités a|3 d'une règle divisée en dix parties égales, d'un décimètre par exemple, respectivement 
sur chacune de ces parallèles; marquons le point 7 qui tombe sur la huitième division de la règle; 
puis, de ce point y, menons une parallèle à la droite aaïqui viendra rencontrer la droite d au point c 
qu'il fallait construire. 

Cette dernière méthode est de beaucoup préférable à la première en ce qu'elle permet d'éviter la 
division d'une droite en dix parties égales, division qui est toujours un peu longue à effectuer et qui 
n'a jamais le degré de précision des divisions obtenues mécaniquement sur le décimètre. 

936. Problème inverse. — Le problème inverse de celui qui vient d'être traité se résout par les 

r 

mêmes tracés en changeant seulement l'ordre suivant lequel on les effectue. 

937. Problème III. — Une droite étant donnée^ trouver sa trace horizontale. 

11 suffit de graduer la droite et de continuer la graduation jusqu'au point de cote 0. 

Nous eussions pu résoudre les problèmes précédents en ayant recours au rabattement du plan ver- 
tical projetant de la droite; ces problèmes, comme tous ceux que nous résoudrons ultérieurement, 
sont donc susceptibles de deux solutions : l'une graphique et l'autre arithmétique. Cette dernière 
est plus conforme à l'esprit de la méthode des plans cotés puisqu'elle permet de substituer aux Ira* 
ces que l'on exécute habituellement sur le plan vertical, des calculs effectués sur les cotes données. 

938. Problème IV. — Deux points étant déterminés par leurs projections horizontales et leurs cotes^ 
trouver en véritable grandeur leur distance. 



MS 
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Soient a, 6 (fig. Tio) les projections horizontales de deux points cotés 7,3 et 10,8 et dont on demande 
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la distance. Cette distance est Thypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit 
sont ab et la différence de cote 10, 8— 7, 3 ou 3, 5; en désignant par i cette distance, on a 
donc : 

^ = ^375"+ Té' 

Telle est la formule que Ton emploie ordinairement pour trouver la distance de deux points. 
Proposons-nous d'en établir une autre. Soient n, n! les cotes des deux points et t l'intervalle de la 

droite. 

Les côtés de l'angle droit du triangle rectangle qui vient de nous servir à trouver la formule 
usuelle sont maintenant respectivement égaux an — n'^{n — n')t ; on a donc : 



ou 



i = }J{n^ n')* + (n — n')V, 
a = (n — nO ^i + 1\ 



939. Problème V. — Par un point donné mener une droite parallèle à une droite donnée. 
Soient (fîg. Si) : ab la projection graduée de la droite donnée ; c et 10^3 le point donné et 
sa cote. 
Pour que deux droites soient parallèles^ il faut et il suffit : l^ que leurs projections horizontales soient 
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parallèles; 2* qu'elles aient même pente oUy ce qui revient au mêmCy qt^^eJes aient des inteumlles égaux; 
3*^ que le sens des cotes croissantes soit le même. 

D'après cela menons par c une parallèle à ab ; prenons en cd une longueur égale aux 0,7 de l'inter- 
valle de la droite ab et nous aurons le point d de cote 11 ; en reportant sur cdy de part et d'autre 
du poinl df Tintervalle de la droite projetée en ab un certain nombre de fois on pourra graduer la 
parallèle, qui sera ainsi complètement déterminée. 

940. Problème VI. — Reconnaître si deux droites se coupent et^ dans ce cas, trouver la cote de leur 
point de rencontre. 

L'épure peut présenter deux dispositions : 

l"" Les projections horizontales des droites peuvent se rencontrer dans les limites de Tépure; 

2^ Ces projections horizontales peuvent se couper en dehors des mômes limites. 
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1* Soient 06, od (fig. Si) lo»- projection» de deux droites graduées et m leur point de nencontne. 

Où ohepcËera les cotes des point» qai, projetés en m, sont sur les droite» AB, CD; si les cotes* 
trouvées sont égales, les droites se couperont et la valeur commune des deux cotes sera la. cote 
demandée. 
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i"" Supposons nâaintenant que les projections horizontales ab, cd (fîg. s^) des droites ne se ren 
contrent pas dans les limites de Tépurc. La solution du problème résulte de la remarque suivante : 

Pour que deux droites horizontales soient parallèles^ il faut et il suffit que leurs projections horizon- 
tales soient aussi parallèles. 

Cela posé, menons les droites 6.6^5.5; si elles sont parallèles, les droites correspondantes dans 
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l*espace le seront aussi, et les droities données se couperont; inyersement, si les droites données se 
rencontrent, 6.6,5.5 devront être parallèles. Pour voir si les droites données se coupent, il suffit 
donc de vérifier le parallélisme des droites 6. 6, 5. 5. 
Supposons que les droites données se coupent et cherchons la cote de leur point commun : 
Par Tune p des extrémités dé 6.6 menons une parallèle kcd, ei prenons son point de croiseinent g 
avec la droite 5.5. Pour une différence de cote égale à 1, la distance des points de même cote sur 
les droites données diminue de 5.9; pour le point cherché cette distance doit être nulle, donc la 
différence entre la cote cherchée et 5 est égale au nombre de fois que la longueur 5.5 contient 5.^. 
La cote demandée est donc : 

Cl 9. O 
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Ml. 'Représentation dn plan. — On détermine un plan par sa ligne de plos .grande pente. 
Pour distinguer le plan de la droite, on Ggure deux. lignes de plus grande peole très voisines, en 
sorte que le plan est représenté sûr les épures par un double trait (Qg. 54). On nomme pente d'un 
plan la pente de ses lignes de plus grande.penle. 




Fig. «*. 

Rappelons que les horizontales d*un plan sont, dans l'espace et en projection, perpendiculaires aux 
lignes de plus grande pente de ce plan (§ 42). 

942. Problème VII. — Connaissant trois points d'un plan, déterminer une de ses lignes de plus 
grande pente. 

Soient (fig. s^) : a^b^ c et (3, 5), (4, 9), (7, 8), les projections des points donnés et leurs cotes 
respectives. 

Joignons les points a, b par une droite et calculons l'intervalle de cette droite : on mesurera ab à 
réchelle du dessin et on divisera le nombre trouvé par 4,9 — 3,5, c'est-à-dire par 1,4, 

On prendra entre a et A, à partir de a, la moitié de l'intervalle trouvé et on aura la projection du 
point de la droite ab dont la cote est 4; il sera alors facile de graduer ab. 

Sur cette droite graduée on cherchera le point d dont la cote est 7,8; la droite cd sera la direc- 
tion des horizontales du plan des trois points. Une perpendiculaire pq à cd fera connaître la ligne 
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de plus grande pente de ce plan j pour la graduer on prendra ses rencontres avec des parallèles à cd 
menées par les points de cotes rondes de la droite ab et on inscrira près de ces points les cotes 
respectives des horizontales du plan qui les déterminent. 
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Lorsque le plan est déterminé par deux droites qui se coupent ou par deux droites parallèles, on 
construit une de ses lignes de plus grande pente par un tracé en tout semblable à celui qui vient 
d'être expliqué. 

943. Problème YIII.^ Connaissant laprojection d'un point situé dam unplan donnée trouver $a cote. 

Supposons le plan déterminé par une ligne de plus grande pente pg (fig. Ss) et soit a la 
projection donnée du point. 

Menons par a la projection ab d'une horizontale du plan et cherchons la cote de son point d'inter- 
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section à avec la ligne de plus grande pente; nous trouvons ici 5,3; comme celte cote est commune 

à tous les points de l'horizontale^ elle fait connaître celle du point dont a est la projection horizontale. 

944. Problème IX. — Par un point d'un plan, tracer dans ce plan une droite dont la pente est donnée. 

Soient (fig. Si) : pq la projection de la ligne de plus grande pente du plan, m celle du point et - 

y 

la pente donnée. 
Pour une différence de niveau égale à 1 la droite cherchée doit avoir, en projection horizontale, une 
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longueur y ; nous mènerons donc la projection oA, cd de deux horizontales du plan donné, en ayant 
soin de faire passer l'une de ces droites par m et de placer l'autre à une distance de la première 
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égale à riatervalle du plan; puis, du point m comme centre, avec y pour rayon, nous décrirons un 

arc de cercle dont nous prendrons les rencontres, 5, / avec cd, et nous tracerons enfin les droites 

msj mt qui seront les projections borizontiles cherchées. Le problème admet deux solutions. 

On gradue les droites ainsi trouvées à Taide de leurs rencontres avec les horizontales de cotes 

entières et successives du plan donné. 

1 
945. Problème X. — Par une droite donnée, mener un plan de pente donnée - . 

y 

L'intervalle du plan est Tinverse de sa pente, c'est donc ici y. Soit ab la projection horizontale 

de la droite donnée (fig. s^. 

Cherchons la projection de la ligne de plus grande pente qui passe par le point de AB dont la 
cote est 4, soit d la projection de ce point. 

Commençons par déterminer l'horizontale du plan cherché dont la cote est 6, par exemple ; sa 
pojection doit passer par le point/* coté 6 sur la droite ab; eu plus, la distance de sa projection 




Fig. St. 

au point d doit être égale à ây, ce qui conduit au tracé qui suit : du point d comme centre avec Sy 
pour rayon on décrit un arc de cercle et on lui mène par f deux tangentes fg, fçi, qui sont les 
horizontales cherchées. Le problème a donc en général deux solutions. 

Les perpendiculaires dg^ dgi menées du point d aux droites /*^,/^i sont les projections des lignes de 
plus grande pente des plans cherchés. Enfin, le point d a pour cote 4 et la cote commune aux points 
9, ^i est 6 ; rien n'est plus simple alors que de graduer les deux lignes de plus grande pente que l'on 
vient de construire. 

946. Problème XL — Trouver Vintersection de deux plans donnés par leurs lignes de plus grande 
pente. 

Soient aby cd (fig. s^) les projections des lignes de plus grande pente données. 

Coupons les deux plans par un plan auxiliaire horizontal de cote 3 et prenons le point de croisement 
m des horizontales qu'il détermine ; ce point m, coté 3, est à la projection de l'intersection cherchée. 

Un deuxième point de cette projection est le point n de cote 4; cette intersection a donc pour 
projection mn et rien n'est plus simple que de la graduer, puisqu'on connaît son intervalle mn et 
la cote de l'un de ses points. 

947. Cas particulier. — Les horizontales de même cote se coupent sous un angle très aigu. 

[l faut alors, pour obtenir avec exactitude l'intersection, modifier le tracé comme il suit. Soient 
aby cd les projections des lignes de plus grande pente des plans donnés (fig. Sio). 

GÉOMÉT. DESCRIPTIVE. 1.-52 
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Adoptons un plan auxiliaire quelconque défini par deux de ses horizontales projetées en-«^ uv; la 
première ayant pour cote 4, et Tautre 3. Menons ensuite les horizontales de cote 4 et 3 dans les plans 
donnés et cherchons, par la méthode du paragraphe précédent» les projections ef^ gh des ren- 
contres du plan auxiliaire avec chacun de ces plans. Ces droites se croisent en m qui est la pro- 
jection d'un point de Tintersection demandée; un second point de cette projection se construira de 
même, ce qui permettra de tracer la droite cherchée. Pour la graduer, on prendra ses rencontres 
avec les projections des horizontales de cotes entières et successives de l'un des plans donnés. 

La construction peut être fréquemment simplifiée en faisant successivement passer les horizon- 
tales des deux plans auxiliaires par les points des lignes de plus grande pente données dont les cotes 
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sont les mêmes que celles de ces horizontales. Le tracé fait alors connaître les points de l'intersec- 
tion qui se trouvent placés sur les lignes de plus grande pente données. 

948. Cas plus particulier. — Les lignes de plus grande vente ont des prqfectiuns horizontales 
parallèles. 
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Soient ab, cd (fig. ti) les projections de lignes de plus grande pente données. Les plans qu'elles 
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détermiQeDtontdeshorizoDlales parallèles, ils se coupent donc suivant une horizontale dont la projec- 
tion horizontale est perpendiculaire aux droites ab, cd et unit deux points de môme cote de ces 
droites. Or les droites de jonction des points de même cote des droites données ab, cd les partagent 
proportionnellement, elles forment donc un faisceau, dont on obtient le sommet s par la rencontre 
des droites mn^ pq qui unissent les points de cote 3 et ceux de cote 4, sur les droites données. 
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Il reste alors, pour avoir la projection de l'intersection, à mener par s la perpendiculaire sr aux 
droites ai, cd. 

La cote de celte intersection s'obtient en cherchant, par la méthode déjà expliquée (§ 936), celle 
du point projeté en r. 

949. Problème XIL — Trouver Vintersection d'une droite et d'un plan. 

Soient abj pq (fig. t^) les projections de la droite et de la ligne de plus grande pente du plan. 



I 



fi '\ 

fi / \ 

-y 



/' -^^ 



i 




FlG. /,. 



Menons par [les points cotés 3 et 4 sur la droite a 6, deux droites parallèles 3m, in et considé- 
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rons-Ics comme des horizontales ayant pour cote la première 3, l'autre 4; ces horizontales déter- 
minent un plan que nous adopterons pour plan auxiliaire. 

Il faut alors construire la projection horizontale mn de l'intersection des plans, et le point de 
croisement x de mn avec ab, qui fait connaître la projection horizontale du point cherché ; ce point 
X se trouve sur une droite graduée ab^ on sait donc déterminer sa cote (§ 936). 

950. Plans et droites perpendiculaires. — Lorsqu'une droite et un plan sont perpendiculaires : 
!• Les projections de la droite et des lignes de plus grande pente du plan sont parallèles. 

En effet ses projections doivent être perpendiculaires aux projections des horizontales du plan. 

2* Les intervalles i, t' de la droite et du plan son! réciproques. 

i i 
Effectivement, les pentes de la droite et du plan sont -. , -7, et, comme les angles correspondants 

sont complémentaires, on a : 

i i-i 

î I 
ou bien 

1.1''= 1. 

3* Les cotes croissent en sens inverses. 

Cette dernière propriété est rendue manifeste par l'examen de la figure dans l'espace. 

951. Problème XIIL — Mener d'un point donné une perpendiculaire sur une droite . 
Soient a(, m les projections de la droite et du point donné (fig. tz). 

La projection pq de la ligne de plus grande pente du plan cherché est parallèle à aft, et son inter- 
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valle peut être calculé ou construit; pour le calculer on mesurera l'intervalle de la droite ab et on 
divisera l'unité choisie par le nombre qui exprime la mesure de cet intervalle. 

Pour le construire on mènera une perpendiculaire cd, de longueur 1, à la droite ab^ par le point 
coté 4 sur cette droite ; puis on tracera la ligne db eion lui élèvera une perpendiculaire en d^ que l'on 
prolongera jusqu'à sa rencontre / avec ab. 

Le triangle rectangle 5df donnera : 

c3F=:cb , cf. 
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OU 

cfsev^ donc l'intervalle du plan. 

En portant cet intervalle an certain nombre de fols sur la droite pq, à partir de m, on pourra gra- 
duer cette droite. 

952. Problème XIV. — Mener d'un point donné une droite perpendiculaire à un plan. 
La solution de ce problème est en tout semblable à celle qui vient d'être donnée. 

953. Application. — Trouver : i"* la distance dun point à un plan; i* la distance d'un point à 
une droite ; 3"* la plus courte distance de deux droites. 

Les méthodes générales de résolution de ces questions sont les mômes que celles que nous avons 
développées dans la première partie de ce traité; quant aux moyens de construction ils viennent 
d'être expliqués dans le cours des précédents problèmes. 

954. Problème XV. — - Construire Fangle de deux droites. 
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Soient ma, mb (fig. ^4) les projections de deux droites ayant un point commun projeté en m et 
coté 5 ; pour trouver leur angle on les rabat autour d'une horizontale de leur plan. 

Désignons par u, v les points des droites données dont les cotes sont 3 et adoptons la droite 
projetée en uv pour charnière; u et v seront fixes ; le point m se placera sur la perpendiculaire mp 
abaissée de ce point sur uv, à une distance du point p qui est l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont 
les côtés de l'angle droit sont mp et une droite égale à la différence de cote du point M et de l'axe; 
cette différence de cote est égale à 2 et a été portée en mMi à l'échelle du dessin. 

Ayant construit ce triangle rectangle en Mim/)» on reportera ;>Mi en pMt et on mènera les droites 
tiMiy vMs, qui seront les côtés de l'angle vM%Uf qu'il fallait construire. 

955. Problème XVI. — Construire Panglede deux plans. 

Soient ah^ cd (fig. ^5) les projections des lignes de plus grande pente des plans donnés. 

Construisons d'abord la projection mn de l'intersection de ces plans (§ 946} et menons un plan 
auxiliaire perpendiculaire à cette intersection; la trace de ce plan sur un plan horizontal de cote 5 se 
projette suivant une perpendiculaire uv à la droite mn. 

Cette droite uv eU la projection de la base d'un triangle qui a pour angle opposé à cette base le 
rectiligne de celui des plans donnési dont le pied de la hauteur, on l'a démontré (§ 187), se trouve 
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projeté au croisement p des droites mn, ùo et dont la hauteur a*est autre que la distance de ce pied 
à l'intersection MN des deux plans. 

Pour construire cette hauteur, rabattons l'intersection des plans donnés sur le plan horizontal de 
cote 5 : n ne bouge pas et M se rabat en Mi, sur une perpendiculaire mMi à mn égale à 2 fois l'unité 
de longueur prise à l'échelle du dessin ; le rabattement de l'intersection est donc nMi, Dans ce rabat- 
tement la hauteur cherchée se trouve sur la perpendiculaire pSi menée par p à la droite nMi» 

Cela fait, rabattons le triangle dont la base est tw, et qui a pour angle opposé à cette base celui que 



(7 t 
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nous cherchons, autour de uo^ sur le plan horizontal de cote 5 : la hauteur se place sur la droite nm^ 
Tune de ses extrémités p ne bouge pas et l'autre vient à une distance de p égale à la vraie grandeur pS| 
de cette hauteur, en Ss. Le triangle rabattu est donc uS^v, et Tangle de même nom est celui qu'il 
fallait construire. 
956. Représentation des surfaces. — On appelle surfaces topographiques les surfaces formées 
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par le sol; ce sont les seules qae l'on représente habituellement en. projections cotées ; une profuriétè 
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qui les caractérise, c'est de ne pouvoir être rencontrées en plus d'un point par une droite verticale. 

On représenle les surfaces lopographiques par un certain nombre de seclions horizontales équi- 
distant«j, qui pcrtcht lé nom de ligues de niveau, et l'on appelle équidtstance la différence de cote de 
deux ligaes ûe niveau consécutives. 

Dans rintérvalle de deux courbes la surface n'est pas déterminée rigoureusement; on imagine 
qu'elle est engendrée par une droite mobile qui est constamment normale à l'une de ces courbes et 

qui s'appuie sur l'autre. 

967. Problème XVII. — Construire rintersection d'une surface topographique par un plan quel- 
conque. — Le plan est supposé déterminé par une ligne de plus grande pente graduée projetée en ab 
(fig. Qj et la surface par les lignes de niveau indiquées sur la figure. 

Les rencontres des horizontales du plan avec les lignes de niveau de môme cote font connaître 
des points de la ligne cherchée; en unissant leurs projections horizontales d, e, /*..... /, w? par un trait 
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continu on trouve la projection horizontale de la courbe commune au plan et à la surface donnée. 
On obtiendra la vraie grandeur de cette courbe en la rabattant autour de Tune des horizontales de 
son plan, sur le plan horizontal correspondant. 

958. Cas particulier. — Le plan donné est vertical; soit pq (flg. t^) sa trace horizontale; elle 
représente la projection de môme nom de la courbe commune. La vraie grandeur a'b'c'..,,h!l' de 
cette courbe s'obtient sans difficulté en la projetant sur un plan vertical dont la trace xy e.st paral- 
lèle à pq, puis en rabattant ce plan sur le plan horizontal de projection. 

959. Problème XVIII. — [Déterminer rintersection de deux surfaces topographiques. 

On obtient cette ligne par points, en prenant les rencontres des lignes de niveau de môme cote 

des surfaces données» 

960. Problème XH. — Connaissant la projection <tun point d'une surface topographique, trouver 

sa cote. 
Première Solution. — Soit m (fig. M la projection du point; menons par m une droite quel- 
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■conque pq et cherchons, par la méthode qui vient d'être expliquée (§ 958), la vraie grandeur de 
l'intersection de la surface avec le plan vertical passant par pq. 

Menons ensuite par m une perpendiculaire à œy et soient m'^ ^ ses points respectifs de rencontre 
avec les lignes a^Vc!..,. k'f, xy\ la droite m'/ui est la cote cherchée. 

AuTRB SoLUTioir. — Substituous à la surface du sol comprise entre les courbes de niveau cotées i 
et 2 (fig. ^7) la surface géométrique définie au paragraphe 956 et cherchons la cote du point M en le 
considérant comme placé sur une génératrice rectiligne de cette surface. 

La projection de cette génératrice n'est autre que la normale tm à Tune des courbes de niveau 
cotées 1 et % le problème se réduit donc à déterminer la cote d'un point projeté en m sur une 
droite uv cotée en deux points, ce que l'on sait faire (§ 936). 

961. Courbei intercalaires. — Le problème qui vient d'être résolu permet d'intercaler une 
courbe de niveau de cote donnée entre deux courbes de niveau quelconque ; ces courbes se nom- 
ment courbes intercalaires, 

962. Problème. — Mener un plan tangent en un point donné (Tune surface topographique. — Le plan 
est déterminé par la tangente à la courbe intercalaire menée par le point choisi et par la génératrice 
rectiligne de la surface conventionnelle substituée, entre les courbes de niveau qui comprennent le 
point choisi, à la surface topographique considérée. 

963. Problème. — Iracet^sur une surface topographique une ligne dont la pente est donnée, connaissant 
un point de passage m (fig. t^) de cette ligne. — Nous placerons, pour plus de simplicité, m sur une 
courbe de niveau donnée, sur la courbe de cote 2 par exemple* 

Du point m, comme centre, avec l'inverse de la pente donnée pour rayon, décrivons un arcde cercle 
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et prenons deux de ses poîntsde rencontre p, n avec les courbes de niveau cotées 1 et 3; considérons 
les droites nm, mp, on peut supposer qu'elles sont approximativement placées sur la surface, la ligne 
brisée nmp satisfait ainsi aux conditions de l'énoncé. 

On continuera à déterminer de la même manière des points sur les diverses courbes de niveau ; 
après quoi on substituera à la ligne brisée une ligne continue passant par les points ainsi construits, 
laquelle sera approximativement Tune de celles que nous cherchons à tracer. 

Le problème admet en général une infinité de solutions ; car, partant de m, on peut se diriger vers 
un des points de rencontre p ou pi de l'arc de cercle figuré sur l'épure et de la courbe de niveau 



PROJECTIONS COTÉES 



417 



cotée 1 ; puis, partant de p ou de pu on pourra se diriger vers plusieurs autres points de la ligne 
de niveau suivante. Si Ton imagine une infinité de lignes de niveau de la surface^ il y aura une infinité 
de courbes répondant à la question. 

En ne considérant que les lignes de niveau données, le problème n'admet plus une infinité de 
solutions^ mais il en admet plusieurs. 
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centre du cercle méridien de ce tore est à 0^,070 de son axe et à 0",051 du plan horizontal ; le rayon 
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de projection on mène une parallèle (sV, zi) à la ligne de terre et une verticale (z, z'). La parallèle 
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Construire l'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes sont concourants 355 

Théorème. — Si deux surfaces de révolution et du second degré ont leurs axes dans un même plan, la 
projection de la ligne commune à ces surfaces sur un plan parallèle aux axes est : i** une parabole 
quand les deux axes peuvent être considérés comme parallèles; â'* une ellipse quand une seule des 

surfaces est un ellipsoïde aplati; 3® une hyperbole dans tous les autres cas 363 

Théorème de M. Catalan. — Quand les sections méridiennes de deux surfaces de révolution et du second 
degré ont au point de rencontre des axes de rotation un foyer commun, la projection de la ligne com- 
mune aux deux surfaces sur le plan de ces axes es^ un système de deux droites. . ^ 363 

Construire l'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes sont parallèles 364 

Intersection d'une sphère et d'une surface de révolution du second degré t 364 



EXERCICES SDR LES CHAPITRES Vbi« ET VI 

Problème I. — Construire, à l'aide de ses sommets, la trace verticale d'un cône dont la base est un cercle 
situé sur le plan horizontal et dont le sommet, placé dans le dièdre 2, appartient au plan de profil 
mené par le centre de la base 365 

Problème II. — Construire les projections de l'intersection d'un hyperboloîde de révolution dont l'axe z, z' 
est vertical, avec un plan passant par son centre et par une tangente à sa trace horizontale, menée 
par le point de cette trace le plus éloigné de la ligne de terre 366 

Théorème I. — Tout plan parallèle à l'un des plans tangents en un poirt d'une surface de second ordre, 
coupe celte surface et celle d'un cône qui a pour base une section plane quelconque de cette même 
surface, et pour sommet le point de contact du plan tangent, suivant deux courbes homothétîques 
entre elles 366 

Problème III. — On donne un ellipsoïde de révolution dont Taxe est vertical et un plan quelconque; on 
demande, sans tracer la rencontre du plan et de Tellipsoïde, de construire la trace verticale d'un 
cône qui aurait pour directrice cette ligne de rencontre, et pour sommet le point de Féquateur le 
plus voisin du plan vertical 367 



